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트리에서의 배달문제에 대한 최적해 알고리즘
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Optimal Solution Algorithms for Delivery Problem on Trees
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요 약

본논문에서는트리에서의배달문제를제안하고, 이를해결하는두개의알고리즘을제안한다. 트리상에서의배

달문제는 n개의 서로 다른 이동속도를 갖는 로봇을 이용하여 배달물을 트리의 한 노드에서 다른 노드로 배달하는

시간을최소화하는문제이다. 첫번째알고리즘은핸드오버가발생하는장소에대한제한을두어트리에서의배달

문제를 위한 최적해를 생성한다. 이 알고리즘에서 핸드오버는 주어진 트리의 정점에서만 발생하는 것으로 가정하

며, 시작점에서도착점까지핸드오버가발생하는위치와핸드오버에참여하는로봇의색인을순서대로찾는방법으

로문제를해결한다. 두 번째알고리즘은첫번째알고리즘을확장하여핸드오버장소에대한제약을제거하며, 여

전히 최적해를 생성한다. n을 로봇의 수라 하고, m을 트리의 노드 수라 할 때 두 개의 알고리즘은 모두

  시간복잡도를 갖는다.

▸Keywords :배달문제, 경로 계획, 로봇에이전트, 최적해 알고리즘

Abstract

In this paper, we propose the delivery problem on trees and two algorithms for the problem. The

delivery problem on trees is that of minimizing the object delivery time from one node to another

node using n various speed robots. Our first algorithm generates an optimal solution with some

restrictions in handover places. In this algorithm, we assume that the handover can be made at a

vertex of given tree. We try to find the handover places and the robots participate in handover

from the start node to the destination node. The second algorithm extends the first one to remove

the restriction about the handover places. The second algorithm still generates an optimal solution.

The time complexities of both algorithms are   where n is the number of robots and m is

the number of nodes.
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I. 서 론

배달문제는 m차원 유클리드 공간에서 임의의 시작점으로

부터도착점까지배달물을배달하는시간을최소화하는문제

이다[1]. 이 문제를 해결하기 위하여 서로 다른 이동속도와

시작위치를 갖는 n개의 로봇에이전트가 활용된다. 초기에 배

달물은 시작점에 놓여있으며, 로봇에이전트들은 서로 협동하

여 배달물을 최단시간 안에 도착점까지 배달하여야 한다. 배

달시간을최소화하기위하여배달과정에서는많은수의핸드

오버가 발생할 수 있으며, 핸드오버 과정은 시간이 소요되지

않는 것으로 한다.

주어진 문제의 어려움을 설명하기 위하여 아주 간단한 형

태의문제를고려하면다음과같다. 먼저 두개의로봇에이전

트만 존재하는 것으로 한다. 이때, 각각의 에이전트 이름을

와 으로 하고, 이 보다 배 빠르게 이동한

다고가정한다. 또한초기에 는시작점(배달물이있는위

치)에있다고하자. 만약도착점이시작점으로부터충분이떨

어져 있는 경우라면, 배달시간을 최소화하기 위하여 는

배달물을 에게 넘겨주어야 하며, 이때 넘겨주는 위치는

그림 1에서와같은 와 , 그리고 속도의비 에 의하

여생성되는아폴로니안원상의한점에서발생함을알수있

다[2].

그림 1. 두점과비율 b로정의되는아폴로니안원
Fig. 1. Apollonian circle defined by two points and

ratio b

를 의 이동속도라 하고, 를 의 초기위

치, 를 시작점, 를 도착점이라 할 때 핸드오버 지점은

를 최소화 하는, 와

 그리고 두 로봇의 속도의 비인 의 비로

구성되는 아폴로니안 원상의 점이 된다. 여기서, 

는점 와점 사이의유클리드거리(Euclidean distance)

이다. 하지만, 이러한 단순한 경우에도 정확한 위치를 찾는

것은 매우 어려운 문제이다[1].

배달문제는 경로계획 문제의 한 유형으로 볼 수 있다[3].

기존의 연구를보면, 하나의로봇에대한경로계획문제가주

로 연구되었으며[4][5], 이후 다중로봇에 대한 결과도 활발

하게 연구되고 있다[6][7][8][9]. 하지만, 지금까지의 대부

분의연구는로봇자원과평균대기시간의최적화에초점이맞

추어져 있었다. 본 논문에서 다루는 배달문제와 관련된 연구

로는 2009년 문제정의와 함께 m차원 유클리드 공간에서의

배달문제를 해결하기 위한 유전자 알고리즘이 제시되었고

[1], 2011년 핸드오버가 가능한 장소를 격자점으로 제한한

경우에 대한 최적해 알고리즘이 제시되었다[10]. 하지만, 실

제도로상황을좀더잘반영한다고할수있는그래프에서의

배달문제에 대한 결과는 아직 없다.

본 논문에서는 그래프에서의 배달문제에 대한 기초연구로

트리에서의 배달문제를 제안하고 이에 대한 두 개의 최적해

알고리즘을제안한다. 첫번째알고리즘은핸드오버가트리의

노드에서만 발생함을 가정하며, 두 번째 알고리즘은 이를 확

장하여, 트리의 간선을 실제 노드상의 거리로 생각하고 간선

상의 임의의 위치에서 핸드오버가 발생할 수 있는 경우를 고

려한 알고리즘이다. 논문의 구성은 2장에서 배달문제를 형식

화하며, 3장에서 두 개의 알고리즘을 제시하고, 바르게 동작

함을 증명한다. 그리고 마지막으로 4장에서 결론 및 향후 연

구방향에 대하여 기술한다.

II. 배달문제

m차원 배달문제는 시작점, 도착점, 그리고 n개의 로봇에

대한 이동속도와 시작위치로 구성된다. 배달시간을 최적화하

기위하여 배달중간에여러번의 핸드오버가발생하게된다.

배달문제는 배달에 참여하는 로봇의 순서와 로봇간의 핸드오

버가 발생하는 정확한 위치를 찾는 것이다.
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문제를 단순하게하기 위하여 로봇이 배달물을 집고, 전달

(핸드오버)하고, 놓기 위한 시간은 걸리지 않는다고 가정한

다. 배달문제는 다음과 같이 형식화 될 수 있다. 기본적으로

이러한 형식화는 논문[1]에서와 동일하나 트리에서의 문제로

변형하기 위하여 약간의 수정을 가하였다. 각각의 트리 정점

과 로봇은 유일한 번호를 식별자로 갖는 것을 가정한다.

≤  : 대상 그래프의 정점의 집합,

 ≤   : 두 개의 정점 와

를 연결하는 유일한 경로의 길이,

 ≤   : i번째 로봇 에이전트,

≤   : 의 초기위치 (트리상의 정점번

호),

≤   : 의 이동속도. 는 의 속

도로 이동한다. 이때, 모든 로봇에이전트의 이동속도는 서로

다르다고 가정한다.

 : 시작점. 배달물의 초기위치,

 : 도착점. 배달물의 최종위치,

 ≤ ≤  : 배달물이 배달되는 경로상의 정점 번호

순서열로    ,   가 된다,

 ≤  ≤  : 배달에 참여하는 로봇 번호 순서

열, 로봇  는 배달물을  에서  로 가져가

 에게 전달한다. 기술과정에서  인 경우 가

발생할 수 있으나, 이때 실제 핸드오버는 발생하지 않는다.

정의된표기법을활용하여배달순서는다음과같이기술할

수 있다.



이때, (시작점)과 (도착점)도 역시 하나의 정점이 되

며, 트리의임의의두개의정점을연결하는경로는유일하므

로 와 를 연결하는 경로도 유일하게 되는데 이 경로를

sd-path라 하자.

다음절에서는 배달순서열의 배달시간을 최소화하기 위하

여 배달순서의 다양한 성질을 확인하고, 이에 따른 알고리즘

을 제안한다.

III. 트리에서의 최적해 알고리즘

이장에서는트리에서동작하는최적해알고리즘을제안한

다. 트리에서동작한다함은모든로봇이트리의간선을따라

이동함을 의미한다. 일반성을 잃지 않고 각각의 로봇은 서로

다른 정점에 위치함을 가정할 수 있다. 또한 논의의 전개를

단순화하기 위하여 에 로봇이 존재함을 가정한다. 정점 

에로봇이존재하지않는경우이동속도 0인로봇이존재함을

가정하면 전체 문제에 대한 해가 변경되지 않으므로 이러한

가정은 언제든지 가능하다.

1. 트리에서의 배달문제 특성

트리에서의 배달문제를 다루기 위하여 트리와 배달문제의

특성에 대한 고찰이 필요하다. 좀 더 깊이 있게 다루기 전에

다음의 표기법들을 정의한다.

≤   : 로부터 가장 가까운 sd-path상

의 정점.

트리에서의 배달문제를 고려할 때 다음이 성립한다.

보조정리 1. 정점에서만핸드오버가발생하는배달문제에

대한 임의의 배달순서는 배달시간의 증가 없이 배달물이

sd-path에서 방향으로만 이동되는 배달순서로 변경가능

하다.

증명: 먼저 배달물이  에서 sd-path를 떠나고,  

에서 sd-path로돌아오는어떤배달순서가존재한다하자. 이

때,   가 된다. 이 경우 배달순서는 다음과 같이 표기할

수 있다.

 
   

따라서 이 배달순서는 배달시간의 증가 없이 다음과 같은

sd-path를 떠나지 않는 배달순서로 변경가능하다.



또한, 배달물이 sd-path에서 방향으로 이동해가는 경
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우도비슷하게증명가능하다. 따라서보조정리가성립한다□

따름정리 1. 정점에서만핸드오버가발생하는배달문제에

대하여 sd-path를 따라 배달물을 에서 로만 이동하는

최소시간 배달순서가 존재한다 □

이러한 정리들로부터 정점에서만 핸드오버가 발생하는 배

달문제에대한배달순서가알려진경우배달에참여하는모든

로봇  는  에서  으로, 다시  로이동한

후 대기상태에 들어가고,  에 배달물이 도착하면,

 로 이동하는 방법으로 최소시간에 배달물을 배달할

수 있음을 알 수 있다. 이때, 만약  가 sd-path상에서

 보다 에가까운쪽에있다면, 우회(detour)가발생

할수있다. 이러한관찰은간선에서핸드오버를허용하는알

고리즘의 구현에 중요한 역할을 한다.

보조정리 2. 정점에서만 핸드오버가 발생하는 배달문제

에 대한 모든 배달순서는, 배달시간의 증가 없이 모든 에

대하여   ≤  가 성립하는 배달순서로 변경가

능하다.

증명: 임의의 배달순서에서   ≤  를 만족

하지 않는 최초의 가 존재한다고 하자. 즉,

    라하자. 이 경우,  가  에서

배달물을  에게넘기지않고  까지직접배달함

으로써 배달시간을 늘리지 않고 배달할 수 있다. 이 경우

 는 배달에 참여하지 않게 되며, 새로운 배달순서는

다음과 같게 된다.



새로운배달순서는기존의배달순서보다작거나같은시간

에 배달을 완료하므로 보조정리가 성립한다 □

따름정리 2. 정점에서만핸드오버가발생하는배달문제에

서 모든 에 대하여,   ≤  가 성립하는 최소

시간 배달순서가 존재한다 □

보조정리 3. 배달물을 에서 시작하여 sd-path상의 노

드  까지 배달하는데 필요한 최소 시간을 라 하자.

( 는 sd-path에서 로부터 방향으로 번째 정점이

다.) 이러한 가정 하에 sd-path상의 노드  까지 배달

하는데 필요한 최소 시간 는 다음과 같이 구할 수 있다.

  (식1)

 min max     ≤  

상기의 (식1)을 만족하는 를 라 하면, 개념적으로 

의의미는  를거쳐  에가장먼저도착할수있는

로봇이 된다. 단, 로봇은 배달물이 아직 도착하지 않은 경우

 에서 배달물이 도착하기를 기다려야 한다.

증명: 배달물은 어떤 로봇에 의하여  에서  로

배달되어야한다. 배달순서  는보조정리 1

과 보조정리 2의 특징을 만족하는 순서라 하자. 모든 로봇이

배달에참여할수있으며, 임의의로봇 가배달물을  

에서  로 배달하는데 소요되는 시간은 다음의 두 가지

경우로 나누어 생각할 수 있다.

(i) 임의의 로봇 가  에서  까지의 배달에 참

여하지 않은 경우: 이 경우 배달에 필요한 시간은

max 
    ≤  

(식2)

가 된다. 따라서 이중 가장 빨리 배달을 완수할 수 있는

로봇이 보조정리 3에서 선택된 이므로 정리는 성립

한다.

(ii) 임의의로봇 가  에서  까지의배달에참

여한 경우: 이 경우는 다시     인 경우와

  ≠인 2개의 부분경우로 구분가능하다.

(ii-1)     인 경우: 에 의하여 배달물이

 에 배달되었으므로 시간 에 는 에 있게 된다.

모든 로봇이 이전에는  를 떠날 수 없으므로 여전히

가 배달물을  에 가장 빨리 배달할 수 있는 로봇

이 되며 정리는 성립한다.

(ii-2)   ≠인 경우: 일반성을 잃지 않고,

  에 대하여 가    인  까지 배달

하였다고하자. 그리고다른로봇  에게전달하였다고하

자. 이때, 와  를고려하면, 두로봇은동시에  
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를 거쳐서 이동하며,  에  가 먼저 도착하게 되고

 에도  가 먼저 도착하게 된다. 또한

   이므로 (ii-2)의 경우는 발생할 수 없다.

따라서 모든 경우에 배달물을  까지 배달하는 가장

빠른방법은 에의하여배달되는것이므로보조정리는성

립한다 □

2. 정점에서만 핸드오버를 허용하는 알고리즘

이절에서는주어진트리의정점에서만핸드오버가가능함

을 가정한다. 보조정리 1에 따라 배달물은 sd-path를 따라

이동하게 된다. 여기서 sd-path의 경로길이를 라 하고,

sd-path상의 정점 이름을 순서대로 대로 ∼라 하

자. 알고리즘은 다음과 같다.

algorithm HandoverOnVertex {

compute d(v[i],v[j]) for all i, j;

r = {r[i] | 0<=i<n};

k = length of the sd-path;

for (j=0; j<k; j++) {

for all r[i] in r {

r[i].time = /* (식2)에 따라계산된값 */

}

s[j] = i such that r[i].time is the minimum;

for all r[i] in r {

if (r[i].s<r[s[j]].s) r=r-{r[i]};

}

}

output the delivery path;

}

그림 2. 정점에서핸드오버를허용하는알고리즘
Fig. 2. Algorithm that allows handover on vertices

정리 1. 알고리즘 HandoverOnVertex는 정점에서만 핸

드오버가 발생하는 배달문제를 위한 최적의 배달순서를 출력

한다.

증명. 위의 알고리즘에 의하여 계산된 배달순서는 보조정

리 3에서 계산된 최소시간에 배달을 수행하므로 최소시간 배

달순서가 된다. □

알고리즘의 시간복잡도를 계산하기 위하여 로봇의 수를 n

이라하고, 정점의수를m이라하자. 또한, 하나의정점에여

러 개의 로봇이 있는 경우 그중 가장 빠른 로봇만 배달에 참

여하는 것이 의미가 있으므로, 일반성을 잃지 않고, 하나의

정점에 최대 1개의 로봇만 있음을 가정할 수 있다.

먼저 주어진트리에대하여모든정점의쌍에대한최단경

로길이를 구하는 것은 n번의 깊이우선탐색(depth first

search)을 호출함으로써 의 시간에 해결가능하다

[11]. 그 이외의 문장은 모두 에 계산가능함을 쉽게

확인할 수 있다. 따라서 ≤이므로 전체 시간복잡도는

이 된다.

3. 간선상에서 핸드오버를 허용하는 알고리즘

핸드오버가 트리의 정점이 아닌 간선의 임의의 위치에서

발생할수있는경우도그결과는다음과같이정점에서만핸

드오버를 허용하는 경우와 동일한 형태의 배달순서로 기술할

수 있다.



여기서핸드오버가발생하는위치에대한정보를표현하는

는 정점이 아니라 sd-path를 기준으로 로부터의 거리로

생각할 수 있다. 지금부터는 를 제외한 나머지 용어들의 정

의를 유지하고 간선에서 핸드오버를 허용하는 배달문제에 대

한알고리즘을구성하기위해앞절에서주어진보조정리들을

변형하여 기술한다.

보조정리 4. 간선에서의핸드오버를허용하는배달문제에

서모모든 최소시간배달순서는배달물이 sd-path에서 방

향으로만 이동되는 최소시간 배달순서로 변경가능하다.

증명: 배달물은 배달순서의 한 부분에서 sd-path를 떠나

고, 다시 그 뒤의 어떤 부분에서 sd-path로 돌아온다. 이때,

보조정리 1의 증명에서와 마찬가지로 배달순서상에서 이 두

점을표시하는위치를잘라서가운데부분을생략하고이어붙

임으로써시간의 증가없이배달물이 sd-path에서 방향으

로만 이동되는 배달순서로 변경가능하다. 또한, 배달물이

sd-path에서 방향으로 이동해가는 경우도 비슷하게 증명

가능하다 □

상기 증명과정에서 명확한 증명을 위하여 표기법을 확장할

필요가있으나, 그내용이어렵지않으므로여기서는생략한다.

따름정리 3. 간선에서의핸드오버를허용하는배달문제에

대하여 sd-path를 따라 배달물을 에서 로만 이동하는

최소시간 배달순서가 존재한다 □
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보조정리 5. 간선에서의 핸드오버를 허용하는 배달문제

에 대한 모든 배달순서는, 배달시간의 증가 없이 모든 에

대하여   ≤  가 성립하는 배달순서로 변경가

능하다.

증명: 정점에서만 핸드오버가 발생하는 배달문제에서의

보조정리 2와 완전하게 동일한 방법으로 증명가능하다 □

따름정리 4. 간선에서의핸드오버를허용하는배달문제에

서 모든 에 대하여,   ≤  가 성립하는 최소

시간 배달순서가 존재한다 □

위의 보조정리와 따름정리를 활용하여 간선에서의 핸드오

버를허용하는경우의알고리즘을제안하고이알고리즘이바

르게 동작함을 증명한다. 이를 위하여 먼저 각각의 로봇들의

이동규칙(MRDP)을 제안한다.

MRDP1. 배달물을소유하지않은모든로봇은현재의배달물의위치를

향한유일한경로를통하여배달물을향해이동한다.

MRDP2. 배달물을소유한로봇이자신보다이동속도가빠른로봇을

만나면배달물을넘겨준다.

MRDP3. 배달물을소유한로봇은도착점 를향한유일한경로를
통하여도착점을향해이동한다.

그림 3. 배달문제를위한로봇의이동규칙
Fig. 3. Robot moving rules for the delivery problem

그림 3의 이동규칙에 따라 결정되는 핸드오버 지점 와

인접한 두개의 핸드오버 지점 사이에 배달을 시행하는 로봇

 에대하여, 와 로구성된배달순서가최소시간배달

순서임을보이고, 마지막으로상기의이동규칙에따라도출되

는 와 를 계산하는 알고리즘을 제안한다.

보조정리 6. MRDP에 따라 도출되는 와 로 구성된

배달순서는 최소시간 배달순서이다.

증명. 여기서는 도출된 배달순서에 의하여 각각의 까지

배달 소요시간이 최소임을 보임으로써 증명한다. 먼저, 까

지의 배달시간은 항상 0이므로 최소시간 배달순서임을 알 수

있다. 다음이 에서 까지 최소시간 배달순서임을 가정하

자.



여기서 가 결정되는 순간은  이거나  이

자신보다더빨리이동하는  를만나는경우이다. 다음에

서이동규칙에따라  가  을만나는지점인 

에 대하여, 이동규칙에 따라 만들어진 와 을 기존의

배달순서에추가한것이 까지최소시간배달순서임을보

인다.

에서  이 배달물을  에게 넘기는 상황을

고려하면,  보다 더 빠른 로봇들은 아직 에 도착하

지 못한 상황이므로, 배달규칙에 따라 에서 배달물을 소

유할 수 있는 로봇은  과  뿐이다. 또한

    이므로  가 배달물을  에게

넘김으로써 최소시간 배달순서를 구성할 수 있게 된다. 이때,

 보다 더 빠른 로봇들은 최소시간 배달순서를 구성하기

위하여 먼저  를 만나야 하므로 MRDP1의 규칙에 따라

이동하게 된다. 같은 논의로  는 에서 배달물을

 에게전달하게된다. 이때,  가 까지이동하

는동안  보다빠른로봇을만나지않으므로다음의배달

순서



는 까지의 최적의 배달순서가 된다. 따라서 보조정리

는 성립한다 □

상기의최소시간배달순서에서 를  가 에있을때

의 시간이라 하자. 이때,  보다 느리게 이동하는 로봇은

보조정리 5에 의하여 고려할 필요가 없으므로 고려되는 모든

는  보다 빠르게 이동하고 있다.  와 의 관

계를계산하기위하여 가 에도착하는시간을보면

가된다. 표기의편의를위하여

이를 라 하자.

이러한관찰에따라 시간에  와 의관계는다음

의 다섯 가지 경우로 나눌 수 있다.

(i) 이 보다 에 가깝고, 가 아직 에

도착하지 않은 경우.

(ii) 이 보다 에 가깝고, 가 을 지나

친 경우.

(iii) 이 보다 에 가깝고, 가 을 지나
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친 경우.

(iv) 이 보다 에 가깝고, 가 아직 에

도착하지 않았으며, 가  보다 에 먼저

도착하는 경우.

(v) 이 보다 에 가깝고, 가 아직 에

도착하지 않았으며,  가 보다 에 먼저

도착하는 경우.

알고리즘 작성을 위하여 위의 다섯 가지 경우를 조건문으

로표기하고, 해당하는조건에대하여  와 가만나게

되는 sd-path상의 위치(이를 라하자)를식으로표현

하면 다음과 같다. 이때, 조건식과 계산식 짧게 하기 위하여

먼저 다음을 정의한다.

    

    

  ≤   

   

   

   

   

 

  

이러한정의에따라앞에서주어진다섯가지경우의조건

문과 계산식을 표현하면 다음과 같다.

(i) if∧

      (식3)

(ii) if ∧∼

     (식4)

(iii) if ∼∧

     (식5)

(iv) if ∼∧∼∧

      (식6)

(v) if ∼∧∼∧∼

      (식7)

주어진 식의 구조가 복잡하나 그 개념은 간단하므로 위의

수식은 증명 없이 받아들이는 것으로 한다. 이렇게 계산된

 중최소의값이 이되며, 이때의 가 이된

다. 이에 따라 간선에서의 핸드오버를 허용하는 배달문제 대

한 알고리즘을 구성할 수 있다.

algorithm HandoverOnEdge {

compute d(v[i],v[j]) for all i, j;

compute r[i].nt for all i;

r = {r[i] | 0<=i<n};

j = 0;

while(r is not empty) {

for all r[i] in r {

r[i].pt = /* (식3)~(식7)에 따라계산된값 */

}

s[j] = i such that r[i].pt is the minimum;

t[j] = r[s[j]].pt;

for all r[i] in r {

if (r[i].s<r[s[j]].s) r=r-{r[i]};

}

}

output the delivery path;

}

그림 4. 간선에서핸드오버를허용하는알고리즘
Fig. 4. Algorithm that allows handover on edges

정리 2. 알고리즘HandoverOnEdge는간선에서의핸드오

버를 허용하는 배달문제를 위한 최적의 배달순서를 출력한다.

증명. 위의 알고리즘에 의하여 계산된 배달순서는 보조정

리 6에서계산되는최소시간에배달할수있는배달순서를출

력하므로 최소시간 배달순서가 된다. □

알고리즘의시간복잡도를계산하면, 먼저주어진트리에대

하여모든정점의쌍에대한최단경로길이를구하는것은n번의

깊이우선탐색을호출함으로써 의시간에해결가능하

다. 그이외의문장은모두 에계산가능함을쉽게확인할

수있다. 역시 ≤이므로HandoverOnVertex와마찬가

지로 전체 시간복잡도는  이 된다.

IV. 결 론

본 논문에서는 그래프상에서의 배달문제에 대한 선행연구

로트리상에서의배달문제를제안하고제안된문제에대한최

적해알고리즘을제시하였다. 먼저정점에서만핸드오버를허

용하는 경우  시간복잡도의 최적해 알고리즘을 제안

하였으며, 이를확장하여간선상의임의의위치에서핸드오버

를 허용하는 경우에도 여전히  시간복잡도로 최적해

를 계산하는 알고리즘을 제안하였다.
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앞으로의 연구에서는 본 연구의 확장된 형태로 임의의 그

래프에서의 배달문제와 제한이 없는 임의의 m차원 유클리드

공간에서의 배달문제에 대한 연구가 진행되어야 할 것이다.
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