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고등학교 수학 교과서에서의 반례에 대한 학습가능성 탐색
1)

오혜미(보평고등학교)

권오남(서울대학교)

Ⅰ. 서론

명제를 추측하고 증명하는 과정에서, 수학자들은 최

종 형태의 정리나 증명에서는 설명될 수 없는 다양한 활

동을 한다. 증명은 수학을 연구하고 학습하는데 중요하

며(Ball, Hoyles, Jahnke, & Movshovitz-Hadar, 2002),

명제를 증명하는 방법처럼 반박하는 방법을 학생들에게

가르치는 것은 중요하다(Epp, 1998). 특히 수학자들은 반

례를 찾음으로써, 자신의 수학적 논증 과정에 대하여 논

리적 연결의 정확성과 일관성을 끊임없이 검토하게 된

다. 수학 발달에 있어서 명제가 거짓임을 밝히는 반박은

중요한 역할을 해왔으며, 수학에서 항상 반례의 형식으

로 나타났다(Lampert, 1990). 수학자들이 증명에만 의존

하지 않고 반례를 찾아 정리를 개선하면서 새로운 수학

개념이 발생하는 것처럼, 수학적 지식이 성장하는데 반

례가 사고 확장의 원동력이 될 수 있다.

이와 같이 명제를 반박하는 과정에서 생성되는 반례

는 수학 교수학습에서 중요한 역할을 하기 때문에 수학

교육연구에서도 관심이 증가되고 있다. 개인의 수학 교

수학습을 심화하는데 반례가 기초가 된다는 다수의 연구

가 있다(Knuth 2002; Peled & Zaslavsky, 1997;

Schoenfeld, 2009; Yackel & Hanna, 2003). 또한 많은

연구는 고등학생, 대학생, 고등학교 수학교사가 증명과

반례를 생성하고 이해하는 능력을 탐구하였다(Knuth,

2002; Ko, 2010; Peled & Zaslavsky, 1997; Selden &

Selden, 2003; Weber, 2010). 하지만, 고등학생, 대학생,
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능력을 탐구한 연구 결과에 의하면, 학생과 교사들이 증

명과 반례에 상당히 어려움을 느낀다는 것이다(Alcock

& Weber, 2005; Knuth, 2002; Peled & Zaslavsky, 1997;

Weber, 2010).

국내 연구에 있어서도 반례에 관련된 다수의 연구가

진행되었다. 김수미와 정은숙(2005)은 초등학교 4학년 교

과서 중 도형 단원을 중심으로 분석함으로써 정례와 반

례를 포함한 범례 제시를 통한 학습 효과성을 제안하였

다. 이종희와 이지현(2009)은 구체적 사례에 의한 반례를

지양하는 학생들의 경향을 밝혀내고 수학적 개념이 불명

확한 경우 정당화와 반례 생성에 어려움이 있음을 분석

하였다. 또한, 이정곤과 류희찬(2011)은 예비교사를 대상

으로 수열의 극한에 대한 명제의 증명과 반례 생성을 분

석하여 그 유형을 제안하였다. 이와 같이 반례에 대한

국내 연구에서는 반례와 더불어, 예나 정당화에 관련된

학습자의 특성을 분석한 연구가 주로 이루어졌으며 중등

학교 학습 측면에서 반례를 분석한 연구는 거의 없었다.

이러한 수학교육연구에서의 반례에 대한 관심은 학교

수학과 밀접하게 관련된 교육과정에서도 나타나고 있다.

우리나라 2009 개정에 따른 수학과 교육과정(2009 개정

수학과 교육과정)의 경우, 고등학교 수학Ⅱ 과목의 명제

단원에서 한정사를 포함하고, 대우를 이용한 증명과 귀

류법을 추가함으로써, 증명 단원의 내용을 보강하고 강

화하였다(교육과학기술부, 2011). 미국의 경우도, 학교 수

학을 위한 규준 (National Council of Teachers of

Mathematics [NCTM], 1989)에서 9-12학년 학생들이 반

례를 생성해낼 수 있어야 한다고 권고하였으며, 2000년

대를 위한 학교 수학을 위한 원리 및 규준(NCTM,

2000)에서는 중등학교 학생들은 수학적 서술의 참과 거

짓을 확인하는데 참여할 수 있어야 하고, 증명과 반례를

경험할 풍부한 기회를 학교 수학에서 제공해야 함을 강

조하였다. 뿐만 아니라, 미국의 새로운 교육과정인 핵심
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공통교육과정(Common Core State Standards Initiative,

2011)에서는 고등학생들은 증명을 이해할 수 있어야 하

고, 증명과 반례를 모두 생성해낼 수 있어야 함을 언급

하고 있다. 이처럼 최근 수학교육 연구와 새로운 교육과

정에서 반례에 대한 관심이 높아지고 있다.

이러한 교육과정의 흐름에 따라, 반례 학습가능성을

교과서 중심으로 살펴볼 필요가 있다. 왜냐하면, 수학교

육에서 교과서는 수학을 학습할 수 있는 학습자의 기회

에 초점을 두고 연구되었으며(Lithner, 2004; Mesa,

2010), 의도된 교육과정, 실행된 교육과정, 획득된 교육

과정의 세 가지 교육과정 형태와 연관되어 교과서가 연

구되었다(Travers & Westbury, 1989). 또한 교과서는

교육과정의 의도와 목표를 실행으로 바꾸는 중재자이며

(Schmidt, McKnight, Valverde, Houang, & Wiley,

1996) 수학 교수학습에 대한 다양한 함의점을 포함한 유

비쿼터스 과정이 되고 있지만(Mesa & Griffiths, 2012),

교과서를 중심으로 반례 학습가능성을 분석한 연구는 시

도되지 않았다. 따라서 교과서를 중심으로 한 반례에 대

한 학습가능성 탐색을 통해, 학습자의 수학적 개념 이해

를 위한 예의 일반성을 확보하고, 새로운 교육과정의 실

행 및 학습자의 수학적 사고를 심화시키기 위한 함의점

을 도출할 수 있을 것이다. 하지만, 정수론, 기하, 연속함

수, 미분법의 수학내용영역이 대학교뿐만 아니라 고등학

교 과정에서도 증명이 포함될 수 있는 수학 내용인 것처

럼(Ko, 2010), 학습의 맥락에서 반례가 의미있는 수학내

용영역은 한정될 수밖에 없다. 학교 수학에서 반례 학습

가능성에 대한 연구는 학습자가 반례를 구성할 수 있는

수학내용영역을 중심으로 전개하는 것이 본 연구의 결과

및 함의점의 실현가능성 및 실효성을 확보하기에 적절할

것이다.

이에 본 연구는 반례에 관련된 선행연구 분석을 통하

여 명제에 대한 접근방식에 따른 반례의 관점, 반례의

분류와 그 기준을 분석하여 제시하고자 한다. 이를 바탕

으로 고등학교 수학 교과서를 분석하여, 학교수학에서

적용할 수 있는 반례에 대한 교과서 활용 방안을 구안하

여 제시함으로써 반례에 대한 학습가능성을 탐색하고자

한다.

Ⅱ. 이론적 배경

반례에 대한 선행연구 분석을 바탕으로 명제에 대한

접근방식에 따른 반례의 관점, 반례의 분류와 그 기준을

제시함으로써, 고등학교 수학 교과서에서의 반례 학습가

능성과 이의 함의를 제안하는데 기반을 삼고자 한다.

1. 명제에 대한 접근방식에 따른 반례에 대한 관점

Lakatos(1976)는 “수학은 분명하게 정리의 개수가 증

가되는 것으로부터 발전하지 않으며, 증명과 반박의 논

리에 의해, 검토자와 비평자에 의한 추측의 끊임없는 발

전을 통해 성장한다.”라고 언급하였다. 이처럼 개인 및

타인에 의해 제기된 반례에 의한 반박은 수학에서 중요

한 역할을 한다. 수학교육연구자의 반례에 대한 관점은

반례에 대한 학습가능성을 분석하는데 출발점이 될 수

있다. 즉, 반례의 관점에 따라 반례의 수학적 및 교육학

적 역할이 달라지기 때문이다. 또한 하나의 수학적 개념

이 주어졌을 때 예가 제시될 수 있으나, 반례는 수학적

개념보다는 제시된 명제를 기반으로 하여 생성될 수 있

다. 따라서 본 연구에서는 명제에 대한 접근방식에 따라

반례에 대한 관점을 분류하고자 한다.

본 연구에서는 선행 연구를 기반으로 반례에 대한 관

점을 명제에 대한 접근방식에 따라 세 가지 관점으로 분

류하였다. 즉, 명제의 거짓을 확인하는 관점, 명제가 거

짓인 이유를 설명하는 관점, 수학하는 사람들 사이의 의

사소통의 산물이라는 관점이다. 이러한 관점은 다음 [표

1]과 같이 수학적 명제에 대한 반례의 접근방식에 따라

과정론적 접근에서부터 결과론적, 사회적 접근까지의 차

원을 포함할 수 있다.

반례에 대한 관점 명제에대한접근방식

명제의 거짓을 확인 결과론적 접근

명제가 거짓인 이유를 설명 과정론적 접근

수학하는 사람들 사이의

의사소통의 산물
사회적 접근

[표 1] 명제에 대한 접근방식에 따른 반례에 대한 관점

[Table 1] Views about counter-examples according to a

method of approach to statements

첫째, 반례는 명제의 거짓을 확인하는 것이란 관점이

다. Lakatos(1976)는 명제를 거짓으로 만들 수 있는 예

제를 반례로 생각하였다. Lakatos(1976)는 추측이 개선

되는 측면에서 반례를 두 가지 형태로 구분하였다. 증명
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이란 원래의 추측을 여러 개의 부분 추측으로 분해하는

사고실험이므로, 원래의 추측을 반박하지는 않지만 부분

추측을 반박하는 국소적 반례(local counter-examples)와

원래의 추측을 반박하는 전면적 반례(global counter-

examples)로 분류하였다. 이러한 반례들에 의해서 수학

적 추측이 개선되고 용어의 재정의를 통해 개념의 명료

화에 이르게 된다고 하였다. 또한, Peled와 Zaslavsky

(1997)는 수학에서 반례의 기본적인 역할을 명제의 거짓

을 확인하는 것으로 보았으며, 명제가 거짓이란 것은 명

제에 적용되지 않는 원소가 하나 이상 존재하는 것으로

간주하였다. 그들은 ‘거의 옳은’ 명제를 ‘병적인’ 몇 개의

원소를 제외하고 옳은 경우로 보았으며, 이러한 명제를

통해 학습자가 몇몇 예외적인 경우를 제외시킴으로써 원

래의 거짓 명제를 수정하는 것에 주목하였다. Zaskis와

Chernoff(2008)는 하나의 반례는 명제를 반박한다고 보

았다. 반례를 명제의 거짓을 밝히는 집합의 원소로 볼

때, 명제에 대한 반례의 접근 방식은 명제가 참인지 거

짓인지 판단하는 것으로서, 반례의 결과론적 접근이라고

볼 수 있다.

둘째, 반례는 명제의 거짓을 확인하는 관점에서 확대

되어 명제가 거짓인 이유를 설명하는 것이란 관점이다.

수학자들은 수학적 명제의 참 또는 거짓인지 보다는 수

학적 명제가 왜 참인지 거짓인지에 더 관심이 많다

(Hanna, 1995; Hersh, 1993). Polya(1973)는 문제해결 전

략으로 반례의 역할을 강조하였다. 또한, Peled와

Zaslavsky(1997)는 반례는 왜 명제가 거짓인지 설명할

뿐만 아니라 다른 반례를 생성하는 방법을 제공해야 한

다고 주장하였다. Zaskis와 Chernoff(2008)도 서로 다른

반례들은 학습자가 명제가 거짓이라고 확신하는 범위에

미치는 영향이 서로 다르다고 결론내렸다. 즉, 명제를 반

박하는 동일한 수학적 기능을 수행하는 반례일지라도,

학습자에게 명제의 거짓 이유를 탐구하는 과정에서는 동

일한 교육적 효과를 가지지 않는다는 것이다. 김수미와

정은숙(2005)은 학습과정에서 원형과 반례를 제시하고

이해하는 과정을 통해 수학적 개념을 이해하고 발전시킬

수 있음을 제안하였으며, 이종희와 이지현(2009)은 연구

결과를 통해 반증 과정에서 반례는 추측을 반증하는 것

뿐만 아니라 다른 역할도 갖고 있음을 주장하였다. 이처

럼 반례에는 주어진 명제가 거짓인 이유를 설명하는 기

능이 있다. 이러한 관점에서 볼 때, 명제에 대한 반례의

접근 방식은 명제의 거짓인 이유를 설명하고 밝히는 과

정론적 접근이라고 볼 수 있다.

셋째, 반례는 수학하는 사람들 사이의 의사소통의 산

물이라는 관점이다. 예를 들어, 연속하는 함수의 수렴하

는 급수가 연속이라는 코시의 증명에 대하여 푸리에 급

수가 반례가 되었다. 이후 아벨이 코시의 정리를 탐구함

으로써 평등수렴에 대한 아이디어가 발전하게 되었으며,

수학적 개념에 있어서 단순 수렴과 평등 수렴이라는 두

개념이 탄생되었다(Lakatos, 1976). 이와 같이 수학적 증

명은 엄밀하거나 완벽하지 않은데, 그 이유는 정리는 엄

밀한 증명보다는 다른 수학자들의 이해와 중요성을 동의

받아야 하는 사회적 과정이기 때문이다(Hanna, 1991).

이처럼 수학자들 사이에 반례는 수학적 사고를 의사소통

하기 위한 수단으로써의 역할을 수행한다(Carpenter &

Franke, 2001). 나아가 수학적 지식은 특별한 주제에 대

하여 생각하는 의미 생성 활동으로써(Thurston, 1995),

반례는 수학적 담화 과정의 사회적 산물이다. 이러한 관

점에서 볼 때, 명제에 대한 반례의 접근 방식은 반례를

통하여 수학적 개념으로 발전시켜나가는 사회적 접근이

라고 볼 수 있다.

학습자가 반례를 생성함으로써 거짓 명제를 확인하고

거짓 명제의 이유를 탐구하고 타인과 반례를 중심으로

의사소통할수록, 반례 생성에 관련된 수학적 개념이 더

욱 발달하고 다듬어질 수 있다. 따라서 교수․학습 상황

에서 반례는 앞서 언급한 세 가지 관점 모두를 포함하는

것이 가장 폭넓은 교수․학습 형태가 될 것이다. 또한,

반례에 대한 세 견해는 독립적이거나 대립적인 것이 아

니며 교수․학습에서 상호보완적으로 작용하여 수학 교

수학습의 원동력이 될 것이다. 왜냐하면 수학을 탐구하

는데 있어서 명제의 참, 거짓에 대한 판별 및 판별 과정

에 대한 탐구에서만 그치는 것이 아니라, 반례에 의해

수학적 개념들 사이의 구분이 분명해짐으로써 수학이라

는 학문 발전의 원동력이 되어 왔기 때문이다.

2. 반례의 분류와 그 기준

반례를 이용하여 명제를 반박하는 과정에 대한 연구

는 주로 Lakatos의 인식론적 견해에 따라 실행되어왔음

에도(Balacheff, 1991), 반례를 연구한 각 연구자들마다
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연구참여자가 생성한 반례를 분석하여 서로 다른 반례의

분류 체계를 제시하였다. 이에 본 연구에서는 반례를 분

류한 각 선행 연구에서 반례의 분류와 그 기준을 제시하

고자 한다.

Peled와 Zaslavsky(1997)는 반례의 정확성에 따라 명

제를 반박할 수 있는 ‘적절한 반례(adequate counter-

exmaples)’와 명제를 반박할 수 없는 ‘부적절한 반례

(inadequate counter-examples)’로 분류하였다. 여기서

적절한 반례는 또 다시 반례의 설명적 성질에 따라 세

가지 유형인 ‘특수한 예(specific examples)’, ‘반-일반적

예(semi-general examples)’, ‘일반적 예(general

examples)’로 분류하였다. 특수한 예는 명제와 모순되는

특정한 예를 제공하는 반례지만, 반례 구성을 위한 근본

적 메커니즘의 단서를 제공하지는 못한다. 반-일반적 예

는 유사한 반례들을 구성하기 위한 메커니즘에 대한 아

이디어는 제공하지만, 반례의 전체 공간을 포괄하지 못

한다. 일반적 예는 전체 반례 공간을 일반화할 수 있는

방식을 제안할 수 있는 예이며, 반례 그 자체나 반례가

제시되는 방법에 따라 일반화되기보다는 학생들에게 어

떻게 인식되는가에 따라 일반화 가능성이 결정된다. 여

기서 반례 생성을 위한 아이디어와 설명은 반-일반적

예와 일반적 예를 통해서 가능하다. 이러한 반례 연구의

함의점은 반례가 논리적 의미에서 거짓명제로 반박하는

역할뿐만 아니라, 명제의 구조와 의미에 통찰을 제공하

는 설명을 위한 교육학적 도구란 것이다(Peled &

Zaslavsky, 1997).

Zaslavsky와 Ron(1998)은 명제가 거짓임을 밝히는데

불충분한 반례를 ‘부정확한 반례(an incorrect counter-

examples)’라고 하였으며, 명제가 거짓을 밝히는데 충분

한 반례를 ‘정확한 반례(a correct counterexamples)’라고

하였다. Zaslavsky와 Ron은 Peled와 Zaslavsky(1997)가

반례를 분류한 용어와 비슷한 용어를 사용했지만, 명제

가 거짓임을 밝히는 여부에 따라서 반례를 구분하였다.

Lin(2005)은 거짓 추측에 대한 학생들의 논증을 분석

하여 ‘수사적 논증(rhetorical arguments)’, ‘발견적 논증

(heuristic arguments)’, ‘반례 생성(generating counter-

examples)’의 세 종류로 분류하였다. 여기서 수사적 논

증은 대화상대와 관련된 이유를 기반으로 한 논증을 뜻

하며, 발견적 논증은 과제에서 제한된 조건을 고려한 논

증을 뜻하며, 반례 생성은 반례를 제기함으로써 참인 명

제를 생성해내는 수학적 증명으로 향하는 논증을 뜻한

다. Lin(2005)의 연구에서 반례 생성에 해당하는 코딩은

항상 참이라고 믿지 않는 것, 반례의 가능성을 제시하는

것, 반례를 생성하는 방법을 제시하는 것, 명백하고 분명

한 반례를 제시하는 것이었다. 이처럼 Lin(2005)은 거짓

명제를 반박하는 학생들의 논증을 분석함으로써 반례에

의해 추측이 거짓임을 확인하는데 그치지 않고 수학적

정당화로 발전될 수 있는 가능성을 제시하였으며, 반례

가 교수학습 전략으로 작용함으로써 명제에 대한 반박과

명제 생성 사이에 연속성을 확보할 수 있음을 시사하였

다.

Zazkis와 Chernoff(2008)는 반례가 인지적 갈등을 일

으키고 해결하는 역할에 따라, ‘중추적 예(pivotal

examples)’와 ‘교량적 예(bridging examples)’로 분류하였

다. 학습자가 개념적 변화를 일으키는데 도움이 되는 예

가 중추적 예이며, 이러한 중추적 예가 인지적 갈등을

해결하는데 도움이 되는 예가 교량적 예이다. 반례를 중

추적 예와 교량적 예로 분류한 것은 수학적 명제의 조건

은 만족하지만 결론은 만족하지 못하는 반례의 수학적

의미를 교육학적 의미로 확대시켜 반례의 역할에 초점을

맞춘 것이다. 이는 반례는 수학적으로 불완전한 특수한

예에서 일반적 예로 확대될 수 있는 잠재된 가능성이 있

음을 뜻한다.

Ko(2010)는 반례가 타당한지 점검하는 것과 반례를

생성하는 것은 다르다고 보고, 주어진 명제에 대한 반례

의 타당화 및 반례 생성의 전략을 분석하였다. 반례의

타당화 전략은 명제와 관련된 수학적 대상(기호, 정의,

성질, 정리)을 회상하거나, 반례의 논리적 구조를 발견하

거나, 반례 서술에 대한 행간을 검토하거나, 반례의 익숙

함에 초점을 맞추거나, 반례에 있는 수학적 기호 표현에

집중하는 6가지 전략으로 제시하였다. 반면, 반례 생성의

전략은 명제를 이해하거나, 명제의 조건을 조작하거나,

개념적 이해를 찾아보거나, 과거 기억을 더듬거나, 아이

디어에 연결된 예에 의존하는 5가지 전략으로 제시하였

다.

앞서 언급한 연구들에서는 반례를 분류하는 기준이

반례의 정확성, 설명적 성질, 거짓 추측에 대한 논증 수

준, 인지적 갈등, 반례 타당화 및 생성 등으로 다양하였
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으며, 이를 연구자별로 반례의 분류 기준과 그 기준을

정리하면 [표 2]와 같다.

연구자
Peled와

Zaslavsky(1997)

Zaslavsky와

Ron(1998)

분류

기준

반례의 정확성 및 반례의

설명적 성질
반례의 정확성

분류

부적절한

반례
부정확한 반례

적절한

반례

특수한 예

정확한 반례반-일반적 예

일반적 예

연구자 Lin(2005)
Zaskis와

Chernoff(2008)
Ko(2010)

분류

기준

거짓

추측에

대한 논증

인지적 갈등의

발생 및 해결

반례의 타당성

및 생성 전략

분류

수사적

논증 중추적 예
반례의 타당화

전략 6가지발견적

논증
교량적 예

반례의 생성

전략 5가지반례 생성

[표 2] 반례의 분류와 그 기준

[Table 2] The classification of counter-examples and

their criteria

이러한 반례의 다양한 분류와 그 기준을 바탕으로,

2007 개정 수학과 교육과정 고등학교 수학 교과서에서

반례에 대한 학습가능성을 제고할 수 있을 것이다. 나아

가 이러한 반례에 대한 학습가능성 분석을 바탕으로

2009 개정 수학과 교육과정 및 교과서의 학교 현장 실행

과 수학교육연구에 함의점을 제시할 수 있을 것이다.

Ⅲ. 연구방법

본 연구는 명제의 참과 거짓을 판별하고 증명을 다루

게 되는 고등학교 수학 교과서에서의 반례에 대한 학습

가능성을 탐색하기 위해, 반례에 대한 선행연구를 국

내․외 문헌을 중심으로 분석한 후, 이를 바탕으로 고등

학교 수학 교과서에서의 반례에 대한 학습가능성을 제안

하는 문헌 연구이다.

반례에 대한 국내․외 선행연구를 분석하고자, 증명,

예, 반례에 대한 문헌을 수집하여 정리하였으며, 수집된

문헌의 내용은 명제에 대한 접근방식에 따른 반례에 대

한 관점, 각 연구에서 제시한 반례의 분류와 그 기준으

로 나누어 분석하였다. 이후, 반례에 대한 선행연구를 바

탕으로 반례에 대한 학습가능성을 2007 개정 교육과정의

수학 교과서 15종(김수환 외, 2009; 김해경 외, 2009; 양

승갑 외, 2009; 우무하 외, 2009; 우정호 외, 2009; 유희

찬 외, 2009; 윤재한 외, 2009; 이강섭 외, 2009; 이동원

외, 2009; 이만근 외, 2009; 이준열 외, 2009; 정상권 외,

2009; 최용준 외, 2009; 황석근 외, 2009; 황선욱 외,

2009)을 살펴보았다. 각 교과서에서 반례를 다루거나 다

룰 수 있는 내용 중심으로 반례에 대한 학습가능성을 제

안하였다.

Ⅳ. 결과 분석 및 논의

학교 수학에서 학습자가 수학적 개념을 접할 뿐만 아

니라 학교 수학의 주요 매체는 교과서이므로 본 연구에

서는 교과서에서 반례가 도입되거나 생성되는 등의 반례

에 대한 여러 가지 형태의 학습이 가능한 사례를 살펴볼

필요가 있다. 이 장에서는 현재 고등학생들이 사용하고

있는 2007 개정 수학과 교육과정에 따른 수학 교과서 15

종 내용을 바탕으로, 반례에 대한 학습가능성을 제안하

려고 한다. 즉, 명제에 대한 접근 방식에 따른 반례에 대

한 관점, 반례의 역할에 따른 반례 분류체계를 바탕으로

반례에 대한 학습가능성을 수학 교과서의 몇 가지 내용

을 중심으로 가늠해보고자 한다. 단, 본 연구에서는 반례

에 대한 학습가능성을 제안하는데 의의가 있으므로 모든

교과서를 언급하기보다는 학습가능성을 제안하기 위한

몇 개의 교과서를 표본으로 다룰 것이다.

1. 행렬 단원에서의 반례에 대한 학습가능성

행렬 단원에서 살펴본 반례에 대한 학습가능성은 두

가지로 제안될 수 있다. 모든 교과서의 행렬곱셈 내용에

서 영인자에 관련된 내용이 존재 명제의 형태로 서술되

어 있었다. 예를 들어, [그림 1]과 같이 김해경 외(2009)

의 고등학교 수학 I 교과서 행렬 단원의 본문 내용 중
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‘두 행렬 , 에 대하여  ≠이고  ≠이지만,

  인 경우가 있다.’라고 기술되어 있다.

[그림 1] 수학 I (김해경 외, 2009, 24)

[Fig. 1] Mathematics Ⅰ(Kim Hae Kyung et al., 2009, 24)

이 교과서에서는 행렬곱셈에서의 영인자에 대하여 존

재 한정사(어떤, 적당한)가 포함된 존재명제로 기술되어

있어 학습자들이 영행렬이 아닌 두 행렬 사이에서 성립

하는 하나의 예를 통해 두 실수에서의 곱셈과 비교하여

행렬 곱셈에서의 영인자를 이해할 수 있게 제시되어 있

다. 이는 Peled와 Zaslavsky(1997), Zalavsky와

Ron(1998)의 반례의 정확성 및 설명적 성질을 탐구할

수 있을 것이다. 즉, 영행렬이 아닌 두 행렬의 곱이 영행

렬이 되는 두 행렬의 일반적인 형태를 유도할 수 있을

것이다. 또한, Zazkis와 Chernoff(2008)가 언급했듯이 반

례는 학습자의 인지적 갈등을 해결하는 교육학적 기능이

있으므로, 교과서에서 행렬 곱셈에서 영인자에 대한 명

제가 명제의 진위 여부를 판단할 수 있는 명제로 진술된

다면, 학생들은 주어진 명제를 만족시키는 예를 다양하

게 찾는 활동이 가능할 것이다. [그림 2]와 같이 현재 교

과서를 바탕으로 명제의 형태로 기술되어 참이나 거짓을

판별하고, 판별에 대한 이유를 탐구함으로써, 그러한 탐

구를 바탕으로 명제를 만족하는 예가 하나의 특수한 예

가 아닌 일반화되고 확장될 수 있는 내용으로 학습가능

하다.

[그림 2] 수학 I (이만근 외, 2009, 26)

[Fig. 2] Mathematics Ⅰ(Lee Man Geun et al., 2009, 26)

또한, 대학과정에서 학습하게 되는 식 det

 detdet가 성립하므로, 두 행렬 , 중 적어

도 한 행렬의 행렬식이 이면 반례가 무수히 많이 생성

될 수 있다. 이는 가능한 변화의 차원1)의 예가 될 수

있는데, 가능한 변화의 차원에 대한 인식은 학습자 스스

로 자각하기는 어렵고 교사에 의해서 유도될 수 있으므

로(Watson & Mason, 2005), 반례의 교수 방법에 대한

고민도 함께 필요할 것이다.

이와 같이 교과서 진술에 있어서도 학습자가 명제의

거짓을 판단할 수 있는 명제의 형태로 제시되고 이에 대

한 이해를 바탕으로 학생들이 명제의 참, 거짓을 판별을

시도할 수 있는 기회를 제공함과 동시에 명제를 탐구함

으로써 다양한 반례 생성의 기회를 제공할 수 있을 것이

다. 학습자는 학습자 자신이 생성한 반례에 대하여 적절

성과 정확성을 탐색하고, 거짓 추측에 대한 다양한 논증

을 제안하고, 반례 생성 전략을 발달시킬 수 있을 것이

다.

2. 수열 단원에서의 반례에 대한 학습가능성

[그림 3]과 같이 우무하 외(2009)의 고등학교 수학 I

교과서 수열의 극한 단원의 본문 내용 중 ‘두 수열

1) Watson & Mason(2005)는 예의 특색을 잃지 않고 수학적 아

이디어를 전달하는 예의 특징을 ‘가능한 변화의 차원

(dimension of possible variations)'이라고 하였다.
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, 이 수렴하고 lim
→∞

  , lim
→∞

 일 때,

모든 자연수 에 대하여  ≤ 이면,  ≤ 이다.’란

참인 명제가 제시되어 있다.

[그림 3] 수학 I (우무하 외, 2009, 183)

[Fig. 3] Mathematics Ⅰ(Woo Moo Ha et al., 2009, 183)

더불어 교과서에서는 이 명제의 가정 부분의 일부가

  으로 변형된 명제를 성립시키는 예를 [그림 4]와

같이 제시하고 있다.

[그림 4] 수학 I (우무하 외, 2009, 183)

[Fig. 4] Mathematics Ⅰ(Woo Moo Ha et al., 2009, 183)

다른 교과서에서도 이와 동일한 명제 ‘‘두 수열 ,

이 수렴하고 lim
→∞

  , lim
→∞

 일 때, 모든

자연수 에 대하여   이면,   인 경우가 있

다.’가 성립하는 하나의 예를 [그림 5], [그림 6]과 같이

제시하고 있다.

이와 같이 각 교과서에서 수열의 극한에 대하여 성립

하는 참인 명제를 제시하고 이러한 명제의 가정 부분이

변형되었을 때도 성립하는 하나의 특수한 예를 제시하고

있다. 여기서 ‘두 수열 , 이 모두 수렴할 때

  이면, lim
→∞

 lim
→∞

이다.’란 거짓 명제를 제시

하고 반례를 찾는 활동을 전개할 수 있을 것이다. 이런

활동을 통해 학습자들은 거짓 명제에 대한 다양한 반례

를 생성하는 학습과정을 거칠 수 있으며 생성한 반례의

정확성을 검토함으로써, 다양한 반례들에 포함된 서로

다른 수학 개념을 바탕으로 반례 형태의 일반화를 시도

할 수 있을 것이다.

[그림 5] 수학 I (이만근 외, 2009, 164)

[Fig. 5] Mathematics Ⅰ(Lee Man Geun et al., 2009, 164)

[그림 6] 수학 I (김해경 외, 2009, 175)

[Fig. 6] Mathematics Ⅰ(Kim Hae Kyung et al., 2009, 175)

예를 들어, 수열의 항들이 다양한 함수의 그래프 위

의 값이 될 수 있기 때문에, 다양한 반례에 포함된 서로

다른 수학 개념으로 인해 학습자들은 다양한 반례를 생

성할 수 있으며, 나아가 반례들의 일반화된 형태도 제시

할 수 있을 것이다. 예를 들어, 교과서에서 제시된 예시

인 두 수열   


,   


은 각각 분수함수

  


,   


의 그래프 위의 점이고, 두 수열

  
 



,   
 



은 각각 지수함수   
 



,

  
 



의 그래프 위의 점이 될 수 있다. 학습자들은

이러한 반례 생성이 가능한 함수들은 으로 수렴하는

감소함수 형태라는 반례의 특색을 유도할 수 있다. 또한,

학습자는 거짓인 명제의 반례를 구성하고 반례의 타당성

을 탐구함으로써, 수열의 극한이라는 수학적 개념으로부
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터 수학적 개념에 대한 이해가 확장될 수 있다. 나아가,

이러한 다양한 반례의 구성과 생성한 반례에 대한 학생

들의 타당성 점검은 수학의 여러 영역 간의 수학적 개념

을 발전시킬 수 있다(Komatsu, 2010).

따라서 교과서 본문에 거짓 명제인 ‘두 수열 ,

이 모두 수렴할 때   이면, lim
→∞

 lim
→∞



이다’처럼 거짓 명제 형태로 제시된다면, 학습자는 거짓

명제의 다양한 반례를 생성하고 생성한 반례의 적절성

및 정확성을 탐구함으로써, Ko(2010)가 지적한 반례의

타당성 점검과 반례 생성의 두 가지 활동을 구분하여 경

험할 수 있을 것이며, 반례의 정확성, 설명적 성질, 수학

적 개념에 대한 인지적 갈등이 해결될 수도 있을 것이다

(Peled & Zaslavsky, 1997; Zaslavsky & Ron, 1998,

Zaskis & Chernoff, 2008). 또한, 학습자는 반례가 명제

가 거짓인 이유를 설명할 수 있으며, 다른 학습자가 생

성한 반례를 통해 수학적 의사소통의 산물임을 깨달을

수 있을 것이다.

3. 함수의 연속 단원에서의 반례에 대한 학습가능성

교과서 수학 Ⅱ(최용준 외, 2009)의 함수의 연속 단원

중 중간값의 정리를 살펴보면, ‘함수 가 닫힌 구간

  에서 연속이고  ≠일 때, 와 

사이의 임의의 값 에 대하여   인 가 와 

사이에서 적어도 하나 존재한다.’라고 제시되어 있다. 교

과서에서는 중간값의 정리를 구성하는 가정과 결론 부분

에 대한 탐구보다는 중간값의 정리를 만족하는 예를 [그

림 7]과 같이 와 의 부호에 따라

     또는     인 두 가지 경

우로 제시하고 있다.

교과서에서는 부호가 다른 두 경우를 제시함으로써

학생들이 제시된 증명이 성립하는 함수의 그래프를 예로

생각할 수 있도록 제시하고 있다.

교과서에 제시된 정리의 가정 부분을 변형하면 거짓

명제가 되고, 이 거짓명제가 성립하지 않음을 보일 수

있는 반례를 탐구할 수 있을 것이다. 예를 들어, 중간값

의 정리에서 가정 부분을 변화시키면 거짓인 명제가 되

는 것처럼, 거짓인 명제를 만드는 방법은 매우 다양하며,

다양한 거짓 명제에 따라 반례를 생성하고 생성한 반례

의 정확성을 검토하는 등의 다양한 교수학습 활동이 가

능할 것이다. 이러한 다양한 수학적 사고는 학습자에게

인지적 갈등을 야기시키게 되며, 인지적 갈등은 반례를

통하여 수학적 개념이 학생들에게 더욱 명확해질 것이다

(Zaskis & Chernoff, 2008). 나아가 학생들은 자신들의

생각을 문제시하며, 이러한 갈등을 통해 사고의 의미를

발달시키고, 적어도 갈등을 해결하려고 시도하게 될 것

이다.

[그림 7] 수학 Ⅱ (최용준 외, 2009, 98)

[Fig. 7] Mathematics Ⅱ(Choi Yong Jun et al., 2009, 98)

중간값의 정리에서 인지적 갈등을 야기시키기 위한

반례 생성의 방법은 가정 부분의 닫힌 구간   을 열

린 구간  로 변형하거나, 와  사이의 임

의의 의 값의 개수를 개, 개, 여러 개로 설정하는

등의 중간값의 정리를 변형하는 것이다(Mason &

Klymchuk, 2009). [그림 8], [그림 9], [그림 10]은 중간

값의 정리의 가정 부분 중 연속인 닫힌 구간   를

열린 구간  로 변형한 후, 각각 의 값의 개수를 

개, 개, 여러 개인 경우의 함수 의 그래프를 나타

낸 것이다.
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[그림 8] 열린 구간  에서 의 값의 개수

가 인 경우(Mason & Klymchuk, 2009)

[Fig. 8] The number of value of 

on open interval   is (Mason &

Klymchuk, 2009)

[그림 9] 열린 구간  에서 의 값의 개수

가 인 경우(Mason & Klymchuk, 2009)

[Fig. 9] The number of value of  on open

interval   is (Mason & Klymchuk, 2009)

이와 같이 수학적 정리의 가정 부분을 변형함으로써,

학습자는 다양한 반례를 생성하고 생성한 반례의 타당성

을 검토하고 반례의 특색으로부터, 중간값의 정리가 성

립할 수 있는 조건에 대하여 깊이있는 학습이 가능해질

것이다.

[그림 10] 열린 구간  에서 의 값의 개

수가 여러 개인 경우(Mason & Klymchuk,

2009)

[Fig. 8] The value of  on open interval
  is uncountable(Mason & Klymchuk,

2009)

4. 미분법 단원에서의 반례에 대한 학습가능성

교과서 수학 Ⅱ(황선욱 외, 2009)의 미분법 단원에서

살펴보면, 앞서 언급한 것처럼   에서 연속이지만 미

분가능하지 않은 함수로   를 제시하고 있다.

이러한 특정한 함수는 예 공간의 하나의 원소가 되지 못

하고 학생들의 사고를 고착화시키는 예로 작용할 수 있

다(Watson & Mason, 2005). 따라서 반례에 대한 관점

중 하나인 반례가 수학하는 사람들 사이의 의사소통의

산출물이 되기 위한 하나의 방법은 여러 명제의 거짓을

타당화할 수 있는 하나의 특정한 반례에 대한 탐구가 될

수 있을 것이다. 즉, 거짓 명제가 제시된 후, 반례를 생

성하는 과정을 거꾸로 하는 과정이라고 볼 수 있는데,

여러 거짓 명제들의 공통된 반례로써의 대표성을 탐구할

수 있을 것이다. 예를 들어, 교과서 수학 Ⅱ(우정호 외,

2009)에서 살펴보면, 함수   는 ‘미분 계수와

도함수’ 단원에서 명제 ‘  에서 연속이면 미분가능하

다.’의 반례이지만, ‘함수의 극대와 극소’ 단원에서 명제

‘함수 가   에서 극값을 가지면, ′   이

다’의 반례도 된다. 즉, 함수   는   에서

′   이고,   에서 ′   이므로   의

좌우에서 의 그래프가 감소하다가 증가하게 되므

로   에서 극값을 가지지만, ′ 의 값은 존재하지
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않는다. 이와 같이 하나의 반례가 서로 다른 수학 내용

을 포함한 명제들의 공통된 반례가 될 수 있다.

또한, 명제 ‘  에서 연속이면 미분가능하다.’의 반

례인 함수   가 학생들의 사고를 고착화시키는

반례 역할을 극복할 수 있도록 명제 자체를 다양화 시켜

서 반례를 중심으로 교수학습이 가능할 것이다. 예를 들

어, 명제 ‘  에서 연속이지만 미분 불가능하다’의 반

례는 함수   를 변형하여    도 가

능하지만, 함수      ≥ 
     

이나, 함수

  

  도   에서 연속이지만 미분불가능

한 함수이다. 이러한 반례 생성의 핵심 아이디어는

lim∆→  
∆

∆  
, lim∆→  
∆

∆ 
의

값이 같지 않은 함수의 예를 어떻게 찾느냐에 따라 달라

진다. 마지막 두 반례는 동일한 명제를 반박하는 반례일

지라도, 학습자에게는 동일한 영향을 미치지 않을 수 있

다. 왜냐하면 함수   

   는 의 값은 존

재하지 않으므로   에서 불연속이면서 미분불가능하

기 때문이다.

또한, lim
→

  lim
→

      이고,

lim∆→
∆

 ∆ 
 lim∆→

 ∆  ,

lim∆→
∆

 ∆ 
 lim∆→

  ∆  

이므로   에서 연속이고 미분불가능하다. 마찬가지

로   에서도 연속이고 미분불가능하다.

이와 같이, 반례는 수학적 대상의 본질에 대하여 학

습자의 인식을 재조정하는데 도움이 된다(Klymchuk,

2001). 따라서 교과서에서도 하나의 명제에 대하여 수학

적 대상의 본질을 다양하게 인식될 수 있는 반례 생성

과제가 제시될 수 있을 것이다. 이를 통해 하나의 명제

에 대하여 하나의 반례가 고착화되기보다는 다양한 명제

를 반박하는 하나의 반례에 대한 사고를 통해 사고의 유

연성을 기를 수 있을 것이다. 이는 Zaskis와 Chernoff

(2008)가 언급한 학습자의 인지적 갈등의 발생과 해결을

가능하게 하며, Ko(2010)가 언급한 반례의 타당화 전략

중 반례의 익숙함에 초점을 맞추거나, 반례 생성 전략

중 명제의 조건을 조작하거나 아이디어에 연결된 예에

의존하는 전략을 활용하는 기회를 학습자에게 제공할 수

있을 것이다.

Ⅴ. 결론 및 제언

본 연구에서는 선행연구를 중심으로 수학교육연구자

들의 반례에 대한 관점, 반례의 분류와 그 기준을 분석

하였다. 이를 바탕으로 현행 고등학교 교과서에서 반례

에 대한 학습가능성을 분석하여 제안하였다. 본 논문에

서 제안된 반례　학습 과정이 가능한 교과서 내용으로는

(1) 반례 탐구가 가능한 명제 형태로 교과서 본문의 진

술이 변형될 수 있으며, 이에 따른 하나의 명제를 반박

하는 하나의 반례가 아니라 다양한 반례에 대한 탐구를

통해 일반화 가능성을 내포할 수 있었다. (2) 다양한 반

례를 통하여 수학적 개념 및 표현이 가능한 교과서의 내

용을 분석하였고 이를 통하여 수학 내적 영역간의 연결

이 가능하였다. (3) 참인 명제의 형태를 지닌 수학적 정

리의 조건 부분을 변형함으로써 거짓 명제를 만들고 이

를 성립시키는 다양한 반례를 탐구할 수 있었다. (4) 하

나의 명제에 대한 강력한 대표성을 띄게 되는 하나의 반

례는 정당화와의 연관성은 부족하지만(이종희, 이지현,

2009), 여러 명제의 공통된 하나의 반례에 대한 탐구는

수학적 대상에 대한 고착화된 사고보다는 유연한 사고를

가질 수 있는 기회를 제공할 수 있을 것이다.

교과서에서 반례에 대한 다양한 내용을 도입함으로써,

학습자는 수학적 개념을 깊게 이해하고 다듬을 수 있으

며, 특정한 반례를 일반적인 경우로 확대할 수 있을 것

이다. 또한, 교과서에서 참인 명제만을 제시하여 학습자

로 하여금 교과서의 명제는 모두 참이라고 믿는 결과를

초래하지 않도록, 교과서를 바탕으로 명제 및 정리를 다

양한 형태로 변형하여 제시하고, 반례를 이용하여 명제

를 다양하게 반박할 수 있는 기회를 제공해야 할 것이

다.

2009 개정 수학과 교육과정의 고등학교 과정에서 증

명이 강조되었다. 증명의 한 과정으로써 반례가 축소되

지 않고, 주어진 명제에 대한 반박이자 수학적 개념을

다양하게 탐구할 수 있는 기회로써의 반례에 대한 학습
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가능성을 기대해볼 수 있을 것이다. 이러한 교과서의 재

구성 및 활용이 가능하려면 여러 연구에서 언급하였듯이

예비교사 및 현직교사의 수학적 내용에 대한 깊이 있는

이해와 더불어, 예와 반례의 타당화와 구성에 대한 역량

을 함양해야 할 것이다. 또한 반례를 구성하는 범위가

예 공간을 벗어나지 못함을 상기할 때(Mason, 2005), 교

사는 폭넓고 풍부한 반례집합을 사용하거나 설명해야 한

다(Ko & Knuth, 2009). 궁극적으로 고등학교 수학교사

와 학생들을 위해 다양한 수학적 예의 타당성 확인 및

구성을 위한 교과서 본문 구성 및 문제가 제시되어야 할

것이다.
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In recent years, there has been increasing interest in the pedagogical importance of counter-examples that

contradict statements about mathematics education research and the curriculum revision process for high school

mathematics courses. Using a literature research method, this study analyzed views about counter-examples

according to a method of approach to statements and the classification of counter-examples and their criteria.

The study also described the learnability of the content of counter-examples presented in Korean secondary

school mathematics textbooks. The results showed that generating many counter-examples enables learners to

understand mathematical concepts exactly, construct links between mathematical contents, and have flexible

thoughts about mathematical objects. Considering the learnability of counter-examples, the contents of

counter-examples in school mathematics textbooks are needed for mathematics teachers and students to

generate numerous counter-examples and verify the justification of generating counter-examples in various

manners.
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