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서론I.

반복 제어 는 주기적인 기준 궤적 또는(repetitive control)

외란을 갖는 제어 시스템의 추종 오차를 줄이기 위한 제어

구조의 일종이다 일반적으로 반복 제어기내에 존재하는 주.

기적인 신호 발생기가 뛰어난 추종 특성을 생성해낸다 그.

러나 이 신호 발생기는 정 궤환 루프와 시간 지연항을 가

지고 있기 때문에 전체적인 안정 여유를 감소시킨다 이런.

이유로 인해 반복 제어 시스템의 설계에서는 안정 여유와,

추종 성능간의 상충관계가 중요한 요소로 고려된다. Hara

등은 시스템의 안정을 위해서 고주파 영역의 추종 오차 성

능을 희생하는 수정된 반복 제어 시스템을 제안하였다[1].

와 는 강인 안정과 강인 성능을 갖는 반복 제어 시Li Tsao

스템의 해석과 설계에 대해서 다루었다 와 는 안[2]. Tsai Yao

정성과 이상적인 성능을 보장하는 반복 제어기 인자의 상

한 경계와 하한 경계를 유도하였고 또한 푸리에 해석[3],

을 기반으로 한 주기의 추종 오차의 좌승(Fourier analysis)

적분에 대한 상한치를 구하였다 와 는 성능 가[4]. Doh Ryoo

중치 함수를 반복 제어기의  필터로 선택하여 강인 제어

에서 사용하는 강인 성능 조건으로부터 반복 제어 시스템

의 강인 안정 조건을 유도하였다 또한 의 결과를 확[5]. [5]

장하여 일반적인 경우에도 성능 가중치 함수로부터,  필

터를 구할 수 있는 몇 가지 설계 기준과 정상 상태의 추종

오차를 전력 측면에서 해석한 결과를 제시하였다[6,7].
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이상과 같이 반복 제어기를 다루는 대부분의 연구들이,

전달 함수 표현법과 주파수 영역에서의 접근 방법들을 고

려하고 있다 제어 시스템을 표현하는 방법 중에 하나인 상.

태 공간에서 반복 제어를 해석하고 설계하는 방법들이 최

근에 대두되고 있다 주파수 영역에서 반복 제어 시스템 설.

계는 플랜트의 출력만을 이용할 수 있지만 상태 공간 영역,

에서는 플랜트의 상태 등을 이용할 수 있어 상태 궤환 상, ,

태 관측기 출력 궤환 등 다양한 방법으로 반복 제어 시스,

템을 설계할 수 있는 장점이 있다 등은. Doh  필터를 포

함하고 있는 반복 제어기를 상태 공간 방정식으로 표현하

고 전체 시스템의 안정도를 선형 행렬 부등식(LMI: Linear

으로 표현하였다 또한 조건을 갖는Matrix Inequality) . LMI

최적화 문제를 풀어  필터의 최대 주파수를 구함으로써

추종 성능을 극대화하였다 이와 같이 상태 공간에서[8,9]. ,

전체 반복 제어 시스템의 안정성을 보장함과 동시에 추종,

성능을 높이고자 하는 연구가 진행되어 왔지만 대부분 차, 1

저역 통과 필터로 표현되는  필터의 최대 주파수를 높여

서 추종 성능을 향상시키는 방식을 취하고 있다 그[10-12].

러나 필터의 대역이 넓으면 추종 성능이 향상되는 것은q

사실이나 필요 이상으로 증가할 경우 잡음 등의 영향으로,

성능이 저하될 가능성이 있다 반복 제어 시스템에서. DC

이득 인 저역 통과 필터인1  필터의 차단 주파수는 기준

궤적 또는 외란의 주기와 비주기적인 외란과 잡음 등의 영

향에 따라 정해지는 것이 일반적이어서 반복 제어기가 주,

어진 상태에서 전체 시스템의 안정도를 보장하면서도 추종

성능을 향상시킬 수 있는 방법이 필요하다.

본 논문에서는 이와 같은 문제점을 해결하고자 주어진,

주기적 기준 궤적 또는 외란에 대해서 추종 오차를 감소시,
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켜 추종 성능을 향상시킬 수 있는 반복 제어 시스템의 설

계 방법을 제안한다 반복 제어 시스템을 상태 궤환 제어.

시스템으로 구성하고 먼저 로 표현되는 안정 조건을, LMI

구한다 추종해야 하는 기준 입력과 제거해야 하는 외란이.

주기 신호이기 때문에 파워세미 놈 측면, - (power semi-norm)

에서 추종 성능을 만족하는 상태 궤환 이득을 구한다 이를.

위해 반복 제어 시스템을 강인 제어에서 주로 사용되는 정,

규형 으로 표현한 후(standard form) , H
∞
성능에 대한 LMI

조건을 구한다 이로부터. H
∞
최적화 문제를 구성하고 전,

체 시스템의 안정도를 보장하면서 추종 성능을 높일 수 있

는 즉, , H
∞
성능을 만족하는 상태 궤환 이득을 구한다 최.

종적으로 제시한 방식의 타당성을 보이기 위해 컴퓨터 시,

뮬레이션 연구를 수행한다.

문제 설정과 안정 조건II.

본 논문에서는 그림 로 표현되는 상태 궤환 제어를 통1

해 시스템의 안정도와 성능을 보장하는 연속 시간 영역의

반복 제어 시스템을 고려한다 플랜트는 식 의 상태 공. (1)

간 방정식들로 표현된다.

 

  
(1)

여기서  은 가제어성 이고(controllable) ,  는

가관측성 이다 그리고(observable) .     

∈

는

플랜트의 상태 변수이고,  ,  , ∈는 각각 주

기 을 가진 주기적인 외란 제어 입력과 플랜트 출력이,

다. ∈는 반복 제어기 

의 출력이다 이 때 반. ,

복 제어기의 q 필터인, 는 다음과 같이 차단 주파수

인 차 저역 통과 필터라고 가정한다1 .

 



(2)

식 을 이용하여(2)  에서 까지의 전달 함

수를 구하면 식 과 같다(3) .

 





 (3)

이를 역 라플라스 변환을 하면 반복 제어기를 식(Laplace) ,

과 같은 상태 공간 방정식으로 표현할 수 있다(4) .

  

    
(4)

여기서  ∈은 내부 상태 변수이다 그리고 상태 궤환.

제어기는 식 로 표현된다(5) .

   
  (5)

여기서    는 시스템의 안정도와 추종 성능을 향

상시키기 위한 상태 궤환 이득이다.

안정 조건을 구하기 위해서 외부 입력인 외란, 을 0

이라고 가정하자 이 때 폐루프 시스템은 다음의 상태 공간.

방정식으로 표현된다.

   (6)

여기서   
  

이고 각 시스템 행렬은 다,

음과 같다.

 



 


 

 
(7)

 



 


 

 
(8)

정리 1: 만약 식 의 조건을 만족시키는 양한정(9) LMI

대칭 행렬 과 가 존재한다면 식 의 반복 제어 시스, (6)

템은 안정하다.




 




 


 

 (9)

증명: 참고 문헌 참조하여 증명한다 안정도 해석에[13] .

필요한 함수를 다음과 같이 정의한다Lyapunov-Krasovskii .

  
 






 (10)

안정성을 보장하기 위해서는 ≠인 모든 에 대

해서, 가 보다 작아야 한다0 .

  








   ∀≠

위의 식을 간략하게 정리하면 식 과 같다(11) .

 




 












 




 


 




 





 

∀≠

(11)

식 을 항상 만족하기 위해서는 식 의 부등식이 항상(11) (9)

만족되어야 한다. ■

다음 보조 정리는 다음 장의 ∞ 성능 조건을 구하기

위하여 사용된다.

보조 정리 1 [Bounded Real Lemma, 14]: 다음과 같은 일

반적인 시스템을 고려하자.

 
 

(12)

이 때 다음 두 조건은 동일하다, .

그림 1. 상태궤환을갖는반복제어시스템.

Fig. 1. Repetitive control systemwith state feedback
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1) 는 안정하고 에서 까지 전달 함수 

의 ∞ 놈 은(norm) 보다 작다 즉. , ∞ .

다음 를 만족하는 양한정 대칭 행렬2) LMI 가 존재한

다.









   

   

  

 (13)

III. ∞ 성능 최적화

유한한 전력을 갖는 주기적인 신호의 성능 지수로 사용

되는 파워 세미 놈은 식 와 같이 정의 된다(14) [14].






lim
→∞


 




 (14)

알려진 바와 같이 유한한 전력의 입출력 신호를 갖는 시스

템의 유도된 놈 은(induced norm) ∞ 놈으로, ∞ 놈을 최

소화 또는 최대화함으로써 주기적인 외부 입력을 갖는 시

스템의 성능을 높이는 것이 일반적이다 본 논문에서는 주.

기적인 외란 에 대해서 플랜트 출력 를 최소화하

기 위하여, 와 간 전달 함수의 ∞ 놈을 최소화

하는 문제를 설정한다 이를 위해 먼저 그림 의 반복 제. , 1

어 시스템을 그림 와 같이2 ∞ 제어에서 사용하는 정규형

으로 나타낸다 그림 은 그림 를 단순하게(standard form) . 3 2

표현한 것이다.

와 간 전달 함수 

의 ∞ 놈을 최소화하

는 문제는 강인 제어 이론의 강인 성능 조건 즉, ,

 
∞을 최소화시키는 문제와 동일하다.

여기서  ⋅⋅과 ⋅⋅은 각각 상위 선형 변환

과 하위 선형 변(upper linear fractional transform, upper LFT)

환 를 의미하며 다음과 같이 정의된다(lower LFT) , [14].

정의 1 [14]: 복소 행렬 은 다음과 같이 분할되고,

∈


×

와 ∈


×

은 또 다른 복소 행렬이라고 하

자.





 





∈






×







이 때  
이 존재한다면, 에 대한 상위 선형

변환은

     


와 같이 정의된다 또한. 
이 존재한다면, 에

대한 하위 선형 변환은

 


와 같이 정의된다.

더 나아가 반복 제어기의 시간 지연 항이 ∞ ≦

의 특성을 만족하므로 이론에 따라, small gain ,

 
∞을 최소화하는 문제는 ∞

 을 만족하는 가장 작은 를 찾는 일반적인 ∞ 제

어 문제로 변환된다 즉[14]. , 가 주어졌을 때, ∞ 제어

문제를 해결하여 추종 오차를 최소화시키는 궤환 제어기,

를 찾는 것이다 증강된 플랜트. (Augmented) 와 제어기

는 다음과 같이 주어진다.

 

  

  
(15)

  (16)

여기서 상태 변수 와 제어 출력 는 각각

    
이고,    

이다 또한.

외부 입력은    
로 정의된다 상태 궤환.

제어기의 입력은   
 로 정의된다 시스템.

행렬들은 다음과 같이 정의된다.

  ,  



 


 

 
,    



 



 


 

 
,  




 


 

 

식 와 식 으로부터 구해진 폐루프 시스템은 다음(15) (16) ,

그림 2. 반복제어시스템의정규형.

Fig. 2. A standard form of the repetitive control system.

그림 3. 그림 의단순화2 .

Fig. 3. Simplification of Fig. 2.
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과 같다.

  

  
(17)

식 과 보조 정리 를 이용하여 다음 정리를 얻는다(17) 1 .

정리 2: 식 로 표현되는 시스템을 고려하자 만약 식(15) .

의 조건을 만족하는 양한정 대칭 행렬(18) LMI 와 적절

한 차원의 행렬 가 존재한다면, ∞ 성능 를 달성할

수 있는 즉, , 

∞ 를 보장하는 상태 궤환 제어 이

득 는 식 으로 구해진다(20) .











  




  

  

 (18)

 


(19)

  (20)

증명: 보조 정리 에 의해 그림 의 폐루프 시스템의1 , 3

안정성과 ∞ 성능 를 보장하는 필요 충분 조건은 다음

조건을 만족하는 양한정 대칭 행렬LMI 가 존재하는 것

이다.











  




  

  

 (21)

여기서, 는 다음과 같이 정의된다.


 (22)

를 로 치환하고 식 의 양변에, (21) 
을

포함한 를 곱한다 이를 정리하면.













  



  

  

 (23)

가 된다 식 에서. (23) 를 로 치환하면 식 을 얻을(18)

수 있다. ■

정리 를 이용하여2 ∞ 성능 최적화 문제는 다음과 같

이 표현할 수 있다.

Minimize  over , ,  satisfying (18) (24)

식 을 풀어냄으로써 그림 의 반복 제어 시스템의(24) , 1

∞ 성능 를 보장하는 상태 궤환 이득 를 구할 수 있다.

시뮬레이션 연구IV.

제안된 방법의 타당성을 보이기 위하여 시뮬레이션을,

수행한다 고려할 플랜트는 다음과 같다. .

 


 


 

 
,    ,     (25)

그리고 식 의(1) 는 차단 주파수 가 이다50 rad/sec .

를 이용하여 식 의 최적화MATLAB LMI Toolbox [15] , (24)

문제를 풀면, ∞ 성능 지수 는 로 구해지고0.7079 , 와

는 다음과 같이 구해진다.












  
  
  ×

 (26)

   × × (27)

식 과 식 의 결과와 식 을 이용하여 상태 궤환(26) (27) (20)

이득 와 를 구할 수 있다.


    




 


 

 
(28)

       
 (29)

여기서 과 는 각각 와 과 차원이 같다 식 로. (29)

부터 얻은 두 개의 연립 방정식을 풀어냄으로써, 와 

를 구한다.

   ×  ,  ×


두 가지 종류의 외란에 대해서 출력 결과를 비교한다.

먼저,   sin인 경우 즉 주기, ,   인 정sec

현파 형태의 외란이 인가된 경우이다 반복 제어기는 한 주.

기가 지난 후 즉 초후부터 동작한다 그림 에서 보는 바, , 2 . 4

와 같이 반복 제어기가 동작하기 시작한 초부터 플랜트의2

출력 는 급격하게 감소하고 있다 반복 제어기가 동작.

함에 따라 주기적의 외란의 영향이 빠르게 사라지고 있음,

을 알 수 있다 좀 더 정량적으로 살펴 보면 반복 제어기. ,

가 동작하기 전의 의 최대 크기는 ×이었으

나 반복 제어기가 동작 후 정상 상태에 도착했을 때, ,

의 최대 크기는 5.57×으로 급감한다 즉 반복. ,

제어기 동작 전보다 정도의 크기로 감소한다 플랜트의6% .

상태 변수 의

두 번째 경우는 외란이 단순한 정현파가 아니라 다음과,

같은 고조파로 구성되어 있다.

  sin

sin




sin (30)

이 경우에서도 반복 제어기는 한 주기가 지난 후부터 동작

한다 그림 에서 보는 바와 같이 반복 제어기가 동작한. 5 , 2

초후부터 플랜트 출력에 나타나는 외란의 영향이 급격하게

줄어드는 것을 알 수 있다 정량적 분석 결과를 보면 반복. ,

제어기 동작 전, 의 최대 크기는 7.92×이고 동,

작 후에는 1.79×으로 급격히 감소한다 즉 반복 제어. ,

기 동작 전보다 정도 감소한다 앞의 경우에 비해22.5% . ,

외란의 영향이 줄어드는 정도가 적은 것은 외란중 주기 2

초의 기본 주파수 신호 성분에 비해 고조파 성분이 충분히

제거되지 못했기 때문이다 물론. 의 차단 주파수를 높

이면 보다 좋은 성능을 얻을 수 있으나 성능 지수, 가 상

승하고 결국에는, ∞ 성능 조건을 만족하지 못하는 경우

가 발생한다.
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(a) Disturbance  and plant output  .

(b) State variable  .

그림 4. 외란 가 10sin인경우의시뮬레이션결과.

Fig. 4. Simulation results in case of   sin .

결론V.

본 논문에서는 상태 공간에서 반복 제어 시스템을 설계

하는 방법을 제시하였다 반복 제어는 주로 주파수 영역에.

서 연구되어왔다 그 결과 출력 궤환 등을 통해서만 시스. ,

템을 설계할 수 있었다 본 논문에서는 이런 단점을 극복하.

고자 상태 공간에서 플랜트와 반복 제어기를 모델링하고

상태 궤환 제어기를 이용하여 전체 시스템을 안정화시킬뿐

만 아니라 주기적인 외란에 대해서, ∞ 성능도 만족하는

반복 제어 시스템을 설계하는 방법을 제시하였다 조. LMI

건을 포함한 ∞ 성능 최적화 문제를 풀어냄으로써 상태,

궤환 이득을 구할 수 있고 이와 같은 방법의 타당성을 시,

뮬레이션 연구를 통해 확인하였다.

본 논문은 반복 제어기내에 존재하는  필터 즉, , 

를 차 저역 통과 필터로 가정하였다 따라서 다양한 형태1 .

의 를 갖는 반복 제어기에 대해서 적용하기 어렵다.

따라서 추후에 이와 같은 문제를 극복하기 위하여 일반적,

인 반복 제어기에 대해서 상태 궤환 제어기를 설계할 수

있는 방법에 대한 연구가 필요하다.

(a) Disturbance  and plant output  .

(b) State variable  .

그림 5. 외란 가식 인경우의시뮬레이션결과(30) .

Fig. 5. Simulation results in case that  is given as Eq. (30).
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