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Abstract: In this paper, we propose an optimal fixed-lag FIR (Finite-Impulse-Response) smoother for a class of discrete time-
varying state-space signal models. The proposed fixed-lag FIR smoother is linear with respect to inputs and outputs on the recent 
finite horizon and estimates the delayed state so that the variance of the estimation error is minimized with the unbiased constraint. 
Since the proposed smoother is derived with system inputs, it can be adapted to feedback control system. Additionally, the proposed 
smoother can give more general solution than the optimal FIR filter, because it reduced to the optimal FIR filter by setting the fixed-
lag size as zero. A numerical example is presented to illustrate the performance of the proposed smoother by comparing with an 
optimal FIR filter and a conventional fixed-lag Kalman smoother. 
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I. 서론 
상태 추정의 실질적인 적용에 있어 고정 시간 지연 평활기

(fixed-lag smoother)는 필터(filter)의 성능을 개선하기 위하여 
많이 사용되어 왔다. 특히 고정 시간 지연 평활 문제에서 고
정 시간 지연 파라미터를 영으로 설정하면 필터링(filtering) 
문제로 축소되기 때문에 필터링 문제의 확장 개념으로도 많
이 연구되고 있다. 이러한 고정 시간 지연 평활기의 구조는 
필터와 동일하게 무한 임펄스 응답(IIR: Infinite Impulse 
Response) 구조와 유한 임펄스 응답(FIR: Finite Impulse 
Response) 구조로 나눌 수 있다. 최근 많은 분야에서 응용되
고 있는 칼만 필터나 고정 시간 지연 칼만 평활기는 IIR 구
조의 대표적인 예로, 시스템이나 잡음의 정보가 정확하고 이
들을 모두 알고 있는 경우 최적의 성능을 보장한다. 하지만 
이러한 IIR 구조의 추정기들은 시스템이나 잡음 정보에 불확
실성이 존재하거나 계산 오차가 발생하는 경우 초기시간부
터 정보를 계속 누적으로 사용하는 IIR 구조로 인해 추정 성
능이 저하되거나 심지어 추정 오차가 발산하는 문제도 발생
할 수 있다[1]. IIR 구조를 유지하며 발산 문제를 해결하기 위
해 최근 측정 정보에 많은 가중치를 부여하는 지수 가중 칼
만 필터나 평활기가 제안되었지만, 이 결과들은 지수 가중의 
적용으로 인해 발생되는 최적성의 결여 문제를 가지고 있었
다. 따라서 추정 오차의 발산 문제의 해결과 최적성 보장을 
위해 FIR 구조의 추정기들이 제안되었다[2-11]. 제안된 FIR 

구조의 추정기들은 최근의 유한한 입력과 출력 정보만을 사
용하여 유한입출력 안정도가 보장되었으며, 시스템 불확실성
이나 계산 오차 등에 강인성을 가지는 것도 입증되었다[4,6]. 
또한, 제안된 FIR 추정기들은 다양한 성능지수를 최적으로 
만족시키도록 설계되어 최근 유한 구간의 정보에 대해 최적
성이 보장되도록 설계되었다.  
이러한 FIR 구조의 추정기에 대한 연구들 중, 고정 시간 
지연 평활기에 대한 연구도 다양하게 이루어져 왔다[5-10]. 
[5]의 연구에서는 최적 고정 시간 지연 FIR 평활기가 선형 
시불변 시스템에 대해 추정오차의 공분산을 최소화하도록 
설계되었다. 제안된 평활기는 최근의 유한한 정보만을 사용
하여 IIR 구조에서 발생될 수 있는 성능 저하나 발산 문제에 
대한 안정성과 최적성을 보장하였다. 하지만 제안된 최적 고
정 시간 지연 평활기의 설계 시 초기 상태의 공분산을 무한
대로 가정하여 유도하여 최적성에 대한 명료성이 결여되었
으며, 시스템 행렬의 역행렬을 사용하도록 설계되어 시스템 
행렬이 특이행렬인 경우 적용할 수 없는 문제가 존재하였다. 
이러한 단점을 극복하기 위해 초기 조건에 대한 어떠한 가정
도 필요하지 않고 시스템 행렬의 역행렬을 사용하지 않는 최
적 고정 시간 지연 FIR 평활기들이 최소 분산, H∞, 최대 우도, 
그리고 최소최대 등의 다양한 성능지수를 만족하도록 설계
되었다[6-9]. 하지만, 이상의 연구 결과들은 선형 시불변 시스
템에 대한 것으로 실질적인 응용에서 많이 나타나는 선형 시
변 시스템에 대한 연구는 많지 않았다. 선형 시변 시스템에 
대해서는 [10]에서 최적 고정 시간 지연 FIR 평활기가 제안
되었으나 이 연구에서도 무한대 값을 가지는 초기상태에 대
한 가정과 시스템 행렬의 역행렬을 사용하는 설계의 문제가 
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존재하였다. 이 문제에 대해 비록 필터의 결과이지만 선형 
시변 시스템에 대해 어떠한 상태 조건의 가정을 사용하지 않
고 시스템 행렬이 특이행렬인 경우에도 적용할 수 있는 최적 
FIR 필터가 최근 [11]에서 제안되었다. 하지만 제안된 최적 
FIR 필터는 시스템의 입력을 고려하지 않고 설계되어 피드
백 제어 시스템으로의 적용을 할 수 없었다. 또한, 이러한 필
터의 설계는 평활기 설계 문제로 확장할 수 있다. 따라서 본 
논문에서는 선형 시변 시스템에 대한 최적 FIR 필터 문제를 
평활기 문제로 확장하고 입력을 고려한 최적 고정 시간 지연 
FIR 평활기를 제안하고자 한다. 제안하는 최적 고정 시간 지
연 FIR 평활기는 최근 시스템의 입출력 정보의 선형 조합으
로 나타나며, 최소 분산 성능지수와 비편향 조건을 만족하도
록 설계된다. 또한, 비편향 조건으로부터 어떠한 초기 상태에 
대해서도 영향을 받지 않지 않도록 설계되며, 시스템 행렬의 
역행렬이 설계과정에서 사용되지 않는다. 제안하는 평활기는 
시스템 입력을 고려하여 설계되기 때문에 피드백 제어 시스
템에 적용이 가능하며, 고정 지연 시간을 영으로 두어 최적 
FIR 필터로 축소되기 때문에 기존의 어떠한 최적 FIR 추정
기들 보다 일반적인 해를 제공한다.  
본 논문의 구성은 다음과 같다. II 장에서는 이산 선형 시

변 시스템에 대해 최적 고정 시간 지연 FIR 평활기가 제안되
고, III 장에서는 고정 시간 지연 칼만 평활기, 그리고 최적 
FIR 필터와의 비교 모의 실험을 통해 제안된 평활기의 우수
성을 입증한다. 마지막으로 IV 장에서 본 논문의 결론을 제
시한다. 

 
II. 최적 고정 시간 지연 FIR 평활기 

먼저 다음과 같이 상태방정식 및 출력방정식으로 표현되
는 이산 시변 선형 상태 공간 모델에 대해 고려해 보자.  

 1k k k k k k kx A x B u G w+ = + +  (1) 

 k k k ky C x v= +  (2) 

여기서, ,n
kx ÎÂ ,q

ky ÎÂ p
ku ÎÂ 는 각각 시스템의 상태변

수와 출력, 그리고 입력 벡터이다. ( , )k kA C 는 가관측성을 가

지며, 초기시간 0k 의 상태인 
0kx 는 

0kx 를 평균으로하고 

0kP 를 분산으로 갖는 랜덤 변수로 가정한다. 시스템 잡음 
p

kw ÎÂ 와 측정잡음 q
kv ÎÂ 는 모두 영-평균을 가지는 백

색 가우시안 잡음으로 상호 연관이 없으며, 두 잡음 모두 초
기상태 

0kx 와도 연관이 없다고 가정한다. 또한, kw 와 kv 의 

분산은 각각 p p
kQ ´ÎÂ 와 q q

kR ´ÎÂ 로 모두 양한정 행렬로 

가정한다.  
제안하는 최적 고정 시간 지연 FIR 평활기는 상태공간 모
델 (1)과 (2)에 대해 최근 유한 구간의 입력과 출력의 선형 
조합의 구조를 가지고, 추정오차의 공분산을 최소화시키며, 
비편향 조건이 만족되도록 설계된다. 따라서 평활기의 유도
를 위해 먼저 최근 입출력 정보와 추정 상태의 관계를 알아
야 한다. 이를 위해 시간 k h- 에서 추정할 상태인 k hx - 를 

최근 유한구간 [ , ]k N k- 의 정보를 이용하여 다음과 같이 

표현할 수 있다. 
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1 2, 2 1 2 2
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1 1

1, 1 1 1 1.
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k h k h

k h k N k N k k k k

x A x B u G
A A x A B u

A G B u
G

x N U M W

w

w
w

- - - - - - - - - - - - -

- - - - - - - - - - - -

- - - - - - - - - -
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= + +

= +

+ +

+

=
= F + +
L

 (3) 

여기서 h 는 고정 시간 지연이며, , ,i jF 1,kN - 1,kM - 1,kU -  

그리고 1kW - 는 각각 다음과 같이 정의된다. 

 , 1 1 ( )i j i i j jA A A A i j- +F = ³L  (4) 

 
1 1, 1, 1 1

1, 1 2 1 0 0
k k h k N k N k h k N k N

k h k h k h k h

N B B

B B
- - - - - - - - + - +

- - - - - - - -

é= F Fë
ùF ûL L

 (5) 

 
1 1, 1, 1 1

1, 1 2 1 0 0
k k h k N k N k h k N k N

k h k h k h k h

M G G

G G
- - - - - - - - + - +

- - - - - - - -

é= F Fë
ùF ûL L

 (6) 

 1 1 1

TT T T
k k N k N kU u u u- - - + -é ù= ë ûL  

 1 1 1

TT T T
k k N k N kW w w w- - - + -é ù= ë ûL  

다음으로 상태방정식 (1)과 출력방정식 (2)로부터 최근 유한
구간 [ , ]k N k- 에서 출력을 다음과 같이 표현할 수 있으며, 

1 1 1

1 1

2 2 1, 2 1

2 1 2 1 1
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k N k N k N k N k N k N k N
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M

2, 2 2, 1

1 2, 1

1 2 2 1 2 2 1

k k N k N k N k k N k N k N

k k k N k N k N

k k k k k k k

x C B u
C G
C B u C G v

w

w

- - - - + - - + - -
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F + F

+ F +

+ + +

L

 (7) 

식 (7)을 결합하면 다음과 같이 간단한 형태로 나타낼 수 
있으며,  

 1 1 1 1k k k N k k k k kY C x B U G W V- - - - -= + + +% %%  (8) 

여기서 1kY - 와 1kV - 은 각각 다음과 같이 정의된다.  

 1 1 1

TT T T
k k N k N kY y y y- - - + -é ù= ë ûL  (9) 

 1 1 1

TT T T
k k N k N kV v v v- - - + -é ù= ë ûL  (10) 

또한, ,kC% ,kB% kG% 는 각각 다음과 같이 정의된다. 

 
1 ,

2 1,

1 2,

,

k N
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-
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 (11) 
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제안하고자 하는 최적 고정 시간 지연 FIR 평활기는 다음
과 같이 최근 유한 구간 [ , ]k N k-  내의 측정값 1kY - 과 입

력값 1kU - 의 선형 조합의 구조를 가지도록 설계되며,  

 | 1 1ˆk h k k k k kx H Y L U- - -= + , (14) 

여기서 평활기 이득행렬 kH 와 kL 는 각각 다음과 같이 정

의된다. 

, 1, 1,

, 1, 1,

,

.
k N k N k k

k N k N k k

H H H H

L L L L
-

-

é ù= ë û
é ù= ë û

L

L
 

식 (3)과 (8)의 결합을 통해 다음과 같은 선형 모델을 얻을 
수 있으며,  

 

1 ,
1

1, 1

1
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0
0
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k Nk N k k
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k hk h k N k
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xY C B
U

xI N

VG
W

M

--
-

-- - - -

-
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-
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é ù é ù
+ +ê ú ê ú

ë ûë û
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%
 (15) 

이를 식 (14)에 대입하여 다음과 같이 최근 입출력 정보와 
추정 상태 사이의 관계 수식을 얻을 수 있다. 
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( ) (
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1,
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제안하는 최적 고정 시간 지연 FIR 평활기는 비편향 제약
조건이 만족되어야 하므로, 식 (16) 양변에 기대값을 취하여 
다음의 수식을 얻을 수 있으며,  

( )
( )

| 1,

1 1

ˆ[ ] [ ] [ ]

,

k h k k k k h k N k N k h

k k k k k

x H C x x

H B N L U

- - - - - -

- -

E = -F E + E

+ - +

%

%
 (17) 

비편향 제약조건인 |ˆ[ ] [ ]k h k k hx x- -E = E 로부터 다음과 같은 

제약 조건을 구할 수 있다. 

 1,k k k h k NH C - - -= F%  (18) 

 1k k k kL H B N -= - +%  (19) 

이제 제약 조건 (18)와 (19)를 식 (16)에 대입함으로써 다음
과 같이 추정시간 k h- 에서의 상태 추정오차 k he - 를 구할 

수 있다.  

 |

1 1 1 1

ˆk h k h k k h

k k k k k k k

e x x

H G W M W H V
- - -

- - - -

= -

= - +%  (20) 

평활기 이득행렬 kL 는 시스템 정보와 이득행렬 kH 에 의

존하므로 평활기 설계에서 상태추정 오차의 공분산을 최소
화시키는 kH 만 구하면 된다. 따라서, 최적 유함 임펄스 응

답 고정지연 평활기의 문제는 다음과 같이 추정 오차의 공분
산으로 표현되는 비용함수를 최소화하고, 제약조건 (18)과 
(19)를 만족하는 최적 필터 이득 kH 를 구하는 최적화 문제

가 된다. 

 
1,
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k
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L H B N
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= F
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 (21) 

이제 최적 필터이득 kH 를 구해보자. 먼저 계산의 편의를 

위해 이동구간 필터 이득 kH 를 다음과 같이 분해하고 

 ,1 ,2 ,
T
k k k k nH h h hé ù= ë ûL  (22) 

1kM -  행렬의 i번째 열벡터를 ,k ib 로 정의하면, i번째 추정

오차 ,k ie 를 다음과 같이 표현할 수 있다.  

 
, | , ,

, 1 , 1 , 1
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.
k h i k h k i k h i

T
k i k k k i k k i k

e x x

h G W W h Vb
- - -

- - -

= -

= - +%  (23) 

여기서 1 i n£ £ 이다. 식 (23)과 같은 i번째 추정오차의 정의
로부터 i번째 추정오차의 분산은 다음과 같이 표현할 수 있
으며,  

 ( ) ( )2
, , , , ,

, ,

TT T T T
k h i k i k k i k k i k k i

T
k i k k i

e h G Q h G

h R h

b b-é ùE = - -ë û
+

% %
 (24) 

An Optimal Fixed-lag FIR Smoother for Discrete Time-varying State Space Models 
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이 식으로부터 i번째 추정오차의 분산은 오직 평활기 이득 
행렬의 i번째 열 벡터에만 영향을 받는 사실을 알 수가 있다. 
또한, 1,k h k N- - -F 행렬의 i번째 열 벡터를 ,k ia 로 정의하면 i번

째 비편향 제약조건을 다음과 같이 표현할 수 있으며, 

 , ,k k i k iC h a=%  (25) 

이 식과 시간 k 에서 비편향 제약조건으로부터 정의된 라
그랑지 승수 kl 를 이용하면, 비편향 제약요건을 포함한 i번

째 비용함수를 다음과 같이 표현할 수 있다. 
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 (26) 

여기서 ,k il 는 라그랑지 승수 kl 의 i번째 열벡터이다.  

식 (26)의 비용함수를 두 변수 ,k ih 와 ,k il 에 대해 최소화 

하기 위해서는 다음과 같은 두 조건을 만족해야 하며,  
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이 조건으로부터 임펄스 응답 평활기의 i번째 최적 이득 
열벡터 ,k ih 를 다음과 같이 구할 수 있다.  
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여기서 T
k k k k kG Q G RÕ = +% % 이며, 이 행렬은 양한정(positive 

definite) 행렬이기 때문에 항상 역행렬이 존재한다. i번째 평
활기 최적 이득 행렬 ,k ih 는 식 (25)와 같은 i번째 비편향 조

건을 만족해야 하므로, 식 (28) 양변에 T
kC% 를 곱하여 다음과 

같은 수식을 얻을 수 있으며, 

 1
, , , ,

1 
2

T
k k i k k k k k i k k i k iC h C G Q Cb l a- æ ö= Õ - =ç ÷

è ø
% % % % , (29) 

이 식으로부터 추정 오차의 공분산을 최소화하는 라그랑
지 승수의 i번째 열 벡터 ,k il 를 다음과 같이 구할 수 있다.  

( ) 11 1
, , ,2 T T

k i k k k k k k k k i k iC C C G Ql b a
-- -é ù= Õ Õ ´ - ûë

% % % %  (30) 

여기서, 고려된 시스템 (1)-(2)에서 ( , )k kA C 는 가관측성을 만

족한다고 가정했기 때문에 식 (30)의 1T
k k kC C-Õ% % 의 역행렬은 

항상 존재하게 된다. 이제 식 (30)에서 구한 i번째 라그랑지 
승수를 식 (28)에 대입하면, i번째 최적 평활기 이득 행렬을 
다음과 같이 구할 수 있으며,  

( ) 11 1 1
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모든 (1 )i i n£ £ 에 대해 최적 평활기 이득 행렬의 열벡터
들을 결합함으로써 다음과 같은 최적 평활기 이득행렬 kH

를 구할 수 있다. 
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또한, 식 (19)와 같은 비편향 제약조건으로부터 평활기의 
입력이득 행렬 kL 를 다음과 같이 구할 수 있다.  
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이상 구한 최적 이득 행렬을 통해 다음과 같이 이산 시변 
시스템에 대한 최적 고정 시간 지연 FIR 평활기를 나타낼 수 
있다. 
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마지막으로 식 (38)에서 고정 시간 지연 h 를 0으로 두면, 
기존 최적 FIR 필터[11]와 동일하게 되어 제안한 평활기가 
최적 FIR 필터보다 더 일반적인 해를 제공함을 알 수 있다.  

 
III. 시뮬레이션 

이 장에서는 제안한 최적 고정 시간 지연 FIR 평활기와 칼
만 평활기, 그리고 최적 FIR 필터와의 추정 성능을 시뮬레이
션을 통해 비교함으로써 제안한 평활기의 추정 성능이 우수
함을 보인다. 이를 위해 먼저 다음과 같은 이산 선형 시변 
상태 방정식 모델에 대해 고려해 보자[11]. 
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 (39) 

여기서 kd 는 모델 불확실성을 표현하기 위한 파라미터이며, 

다음과 같이 주어진다. 

 
0.1, 40 90,
0, .k
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£ £ì

= í
î

 (40) 

시스템 잡음 및 측정 잡음의 분산은 각각 0.01kQ = 와 

0.02kR = 로 각각 설정되었으며, 시스템 및 칼만 평활기의 

초기 상태는 0 [0 0]Tx = 으로 설정되었다. 또한, FIR 구조의 

이동구간 크기는 7N = 으로 설정되었으며, 고정 지연 시간 
2h = 로 설정되었다.  
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그림 1. 각 추정기의 상태 추정 오차 (상태1). 
Fig.  1. The estimation errors of the proposed smoother, the optimal 

FIR filter and fixed-lag Kalman smoother (state 1). 
 
그림 1은 시스템의 실제 상태(상태1)와 각 추정기에 의한 추
정 결과 사이의 오차를 나타낸다. 이 결과를 살펴보면, 모델 
불확실성이 존재하는 40 £ 90k £  구간에서 제안한 최적 고
정 시간 지연 FIR 평활기의 결과가 가장 작은 추정 오차를 가
져 모델 불확실성에 대해 비교된 두 추정기보다 강인한 특성
을 가지는 것을 알 수 있다. 또한, 불확실성이 사라진 이후에
도 다른 두 추정기 보다 실제 상태에 빠르게 수렴하는 것을 
알 수 있다. 따라서 이 시뮬레이션을 통해 제안한 최적 고정 
시간 지연 FIR 평활기가 FIR 구조에 의해 IIR 구조보다 강인
성과 수렴성을 가지며, 최적 FIR 필터보다도 좋은 추정 성능을 
가지는 것을 확인할 수 있다. 

 
IV. 결론 

본 논문에서는 이산 선형 시변 시스템에 대해 최적 고정 
시간 지연 FIR 평활기를 제안하였다. 제안된 평활기는 최근
의 유한 정보만을 사용하는 FIR 구조를 가지고 추정 오차의 
공분산을 최소화 하도록 설계되었다. 또한, 시스템 행렬의 역
행렬을 사용하지 않으며, 설계 과정에서 비편향 제약 조건이 
고려되었고, 이를 이용하여 시스템의 초기 상태 및 다른 어
떠한 상태 정보를 사용하지 않도록 설계하였다. 또한, 제안된 
평활기는 시스템 입력을 고려하여 설계하여 피드백 제어 시
스템에도 적용 가능하다. 
제안된 평활기의 FIR 구조로 인해 유한 입출력 안정도 관
점에서 안정하여 IIR 평활기에서 발생할 수 있는 발산 문제
를 근원적으로 해결할 수 있으며, 고정 시간 지연 칼만 평활
기와의 비교 모의 실험을 통해 시스템이나 잡음의 불확실성
에 대해 강인하며, 불확실성이 사라진 이후 빠른 수렴성을 
가지는 것을 보였다. 또한, 과거 제안된 최적 FIR 필터와의 
비교를 통해 보다 좋은 추정 성능을 가지는 것도 보였다. 특
히 제안된 최적 고정 시간 지연 FIR 평활기는 시변 시스템 
모델에 대해 설계되었으며, 고정 지연 시간을 영으로 둠으로
써 최적 FIR 필터로 축소되게 되어 과거 이산 선형 시스템에 
대해 설계된 최적 FIR 추정기 보다 일반적인 해를 제공한다.  
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연구원. 2007년~2008년 강원대학교 로

봇 S/W 연구센터 책임연구원. 2009년~현재 건국대학교 전기
공학과 부교수. 관심분야는 컴퓨터 기반 제어시스템 설계 도
구, 분산 제어 시스템, 시간 지연 시스템. 


