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Abstract: In this study, Design methods of stabilizing controller for time-delay pure singularly perturbed 
systems are proposed. Based on the Chang transformation and Lambert W function, we decompose the 
time-delayed pure singularly perturbed systems into completely decoupled subsystems and derive sufficient 
stability conditions for 2x2 time-delayed pure singularly perturbed systems. An illustrated example is 
presented to demonstrate the validity and applicability of the proposed methods.
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1. 서  론

시간이 느린 모드(slow mode)와 빠른 모드(fast 
mode)가 동시에 존재하는 특이 섭동 시스템은 수

학적, 과학적, 공학적 관점에서 주요 관심 대상이

다. 기계적 요소와 전기적 요소가 결합된 시스템

이나 매우 작은 시상수로 인한 와류(parasitic) 파라

미터 등에 의해 차수가 증가된 시스템은 느린 응

답과 빠른 응답이 동시에 존재하는 다중 시간 척

도(multi time scale) 동적 특성을 갖는다. 특이 섭

동 시스템은 조건수(condition number)가 매우 큰 

불량 조건(ill conditioned)을 가져서 시스템 해석을 

어렵게 한다. 따라서 이 문제를 회피하기 위해서 

Chang 변환이나, 전체 시스템을 느린 부 시스템

(slow subsystem)과 빠른(fast) 부 시스템으로 분리

한 후 시스템 해석과 제어기를 설계하는 연구들이 

진행되고 있다1,2).
물리, 공학, 생물학 등 많은 분야가 시간 지연을 

갖는 시스템으로 표현 된다3,4). 시간 지연이 지연 미

분 방정식(DDE, Delay Differential Equation)으로 모

델링 될 때 초월 특성(transcendental characteristics)에 

의해 DDE는 무수히 많은 고유치를 가질 뿐만 아

니라 시간 지연이 안정도에 매우 복잡하게 작용하

여 시스템 해석을 어렵게 한다5). 일반적인 미분 

방정식(ODE)의 해와 유사한 형태를 갖고 해석적

으로 표현할 수 있는 램버트(Lambert) W 함수를 
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이용해서 DDE의 해를 해석적으로 구하는 방법 등

이 연구되어 왔다3). DDE가 스칼라 시스템일 때는 

안정도 판별에 영향을 주는 최우측 극점(rightmost 
pole)을 해석적으로 구할 수 있으나, 벡터-행렬 시

간 지연 미분 방정식에서는 최우측 극점을 해석적

으로 구하는 것이 매우 어렵고, 시행착오를 반복

적으로 실행해야 하는 어려움이 있다5).
시간 지연을 갖는 특이섭동 시스템의 안정도 문

제는 빠른 부 시스템과 느린 부시스템으로 분리하

여 접근하는 방법과 Lyapunov-Krasovskii 범함수를 

이용하는 기법 등이 연구되어 왔다. Pan 등6)은 다

중 시간 지연을 갖는 동차 특이 섭동시스템을 느

린 부 시스템과 빠른 부 시스템으로 분리한 후 각 

시스템에서의 안정도 문제를 다루었으며, Shao 등
은7) 시간 지연을 갖는 동차 특이 섭동시스템을 

Lyapunov 방법을 이용해서 안정도 문제를 다루었

다. Kim2)은 합성제어 기법으로 시스템을 분리한 

후 ∞ 놈을 이용하여 안정화 영역을 구한 후 제

어입력을 구하고 Lambert W 함수를 이용해서 시

스템을 해석하는 방법을 제시하였다.
본 연구에서는 시간 지연이 있는 순수 특이 섭

동 시스템을 Chang 변환8)을 이용하여 저차의 부 

시스템들로 분리한 후 각 부 시스템의 해를 

Lambert W 함수를 이용해서 구한 후 이를 역변환

하여 원래 시스템에서의 해를 구한다. 또한 시간 

지연이 있는 2x2 순수 특이 섭동 시스템에서 불

량 조건을 회피하고 안정도 영역을 해석적으로 

구하기 위해 Chang 변환을 이용하여 스칼라 시스

템으로 변환한 후 Lambert W 함수를 사용하여 각 

부 시스템을 안정화 시키는 조건을 제시함으로써 

궤환 이득의 범위를 구할 수 있고 이를 이용하여 

전체 시스템을 안정화 시킬 수 있음을 보인다.

2. 시간 지연을 갖는 특이 섭동 시스템

2.1 Chang 변환을 이용한 시스템 분리

순수 시간 지연만을 갖는 특이 섭동 시스템을 

고려하자.
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  ∈

     

여기서 ∈ ∈는 각각 느린 부 

시스템과 빠른 부 시스템을 나타내고, ∈
은 제어 입력이며,   ≪  이고,   는 시간

지연 상수이다. 는 초기함수(preshape function)
이고,  는 초기치이다.

식(1)로 주어진 특이 섭동 시스템은 다음과 같

이 다시 쓸 수 있다.

 












 




 




















   
(2)

작은 파라미터 이 포함된 시스템 행렬  는 불

량조건으로서 시스템 해석을 어렵게 하고 있다. 
따라서 이 불량조건 문제를 회피하기 위해서 식 

(1)에서    으로 가정하여 상대적으로 느린 부 

시스템을 대수 행렬 방정식 형태로 다루어 전체 

시스템을 빠른 부 시스템과 느린 부 시스템으로 

분리한 후 각각의 부 시스템에서 구한 제어 입력

들을 이용해서 전체 시스템의 근사화된 제어 입력

을 구하는 합성제어 기법을 사용할 수 있다1,2). 식
(3)과 같은 시간 지연을 갖는 일반적인 특이 섭동 

시스템에서 합성제어 기법이 광범위 하게 사용되

고 있지만 Chang 변환으로 시스템을 느린 부 시스

템과 빠른 부 시스템으로 완전 분리하는 것이 매

우 어렵다.
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여기서는 Chang 변환을 이용하여 식(1)로 주어

진 시스템을 느린 부 시스템과 빠른 부 시스템으

로 완전 분리하여 안정화 할 수 있는 제어기 설계 

방법을 제시한다.

특이 섭동 시스템 (1)에서 작은 상수 는 시스

템 해석 등에 있어서 수치적으로 문제를 발생시킨

다. 이러한 문제점을 해결하기 방법 중 Chang 변

환 행렬 (4)를 이용하여 특이 섭동 시스템 (1)를 

와 결합된 저차화된 상태 방정식과 결합되지 않은 

저차화된 상태 방정식으로 완전 분리한다.




 


 

 
                    (4)

행렬  는 각각 다음과 같이 식(2)의 특이 섭

동 시스템 행렬    로 이루어진 비대칭 

Riccati 방정식의 해이다.

          (5)

   (6)

식(5)와 (6)에서   과  를 구하기 위해서는 오

차가 주어진 범위 내에 들때까지 반복적으로 계산

해야 한다. Chang 변환의 역행렬은 완전 분리된 

시스템을 원래의 시스템으로 변환하기 위해 사용

되는 것으로 다음과 같이 해석적으로 주어진다.




 


 

 
.        (7)

Chang 변환을 통한 새로운 상태 좌표계를 다음

과 같이 표시하자.




 









 





.      (8)

시스템 (2)를 Chang 변환하면 다음과 같다.




 











 


 

 




 





 





 





        (9)

따라서 식(2)는 식(9)와 같이 변환되어, 저차화

된 느린 시스템 (10)과 저차화된 빠른 시스템 (11)
로 완전 분리된다.

  


     (10)

  


         (11)

시간지연이 있는 제어 입력 식(12)를 시스템 (2)
에 인가하면 식(13)과 같이 표현되고

    



 





           (12)

 












 




 


 


 






 
(13)

이 시스템을 Chang 변환하면 다음과 같이 두 

개의 저차화된 느린 시스템과 빠른 시스템으로 완

전 분리된다.

   ,       (14)

   .           (15)

2.2 Lambert W 함수를 이용한 시스템 해석

Lambert W 함수 W(z) 는    ∈  의 역함

수로 정의되며 초월함수 특성에 의해 다음과 같이 

무수히 많은 가지(branch)를 갖는다9). 
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∈∈    ∈          (16)

여기서 k=0 인 를 주가지(principal 

branch) 라 하고, 주가지는 스칼라 지연 미분 방

정식에서 해의 안정성을 판단하는 주요 지표가 

된다.
Yi 등4)에 따르면 식(14)과 (15)와 같은 벡터-행

렬 시간 지연 미분 방정식의 해를 다음과 같이 구

할 수 있다. 

  
∞

∞




 ,             (17)

  
∞

∞




 .             (18)

여기서,  

   이고

 

   이며 미지 

행렬  는 각각 다음과 같이 구한다.


 


 

             (19)

식(19)는 시간 지연 상수 행렬  또는  만을 

갖고 있어서   를 구하는 것이 일반적인 

시간지연시스템3) 보다 수월하다. 그리고 
 는 초

기 함수와 초기값에 의해서 계산된다.
식(17)과 (18)에서 볼 수 있듯이 시스템을 안정

화 시키는 궤환이득 행렬은 의 고유값에 의해 

결정된다. 지금까지 증명은 보고되지 않았지만 다

음 추측이 잘 맞아 떨어지고 있다5).

max≥max
 ±±

     (20)

따라서 원하는 고유값을 갖는  에 대해서

   



   



  
 (21)

을 반복적으로 계산하여 오차를 최소화시키는 

궤환 이득 행렬을 구한다. 그리고 원래 시스템 (2)
의 해는 식(8)에서 Chang 역변환으로 구한다. 

3. 2x2 시간지연 특이 섭동 시스템

이 절에서는 시간 지연을 갖는 2x2 순수 특이 

섭동 시스템에서의 극 배치 문제를 Lambert W 함
수를 이용해서 구하는 방법을 고려한다.




 











 


 

 




 









 



     (22)

제어 입력을   라 

하고 식(22)에 대입하면 




 











 


 

 




 










 


 

 




 


   

   

   (23)

과 같이 전개 된다. 시스템 (23)을 느린 부 시스템

과 빠른 부 시스템으로 완전 분리하기 위해서 

Chang 변환 행렬   를 다음과 같이 정의한다.
 




 


 

 


 


 


 

 

                   
(24)

여기서  는 스칼라이다. 식(22)가 2x2 시스

템이므로 는 다음과 같이 해석적으로 쉽게 구할 

수 있다. 는 식(24) 에서와 같이 역행렬이 존재

하므로 시스템 행렬을 닮음 변환하여 아래와 같이 
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대각 행렬로 변환시킨다. 





 


 

 
 




 


 

 
                (25)

변환된 행렬에서 비 대각 요소는 0 이므로 식

(25)의 좌변을 정리하면  (1,2) 번째 요소는

 
   ,             (26)

이 된다. 따라서

 

   ,     (27)

로 구해지고 (2,1) 번째 요소도 0 이므로 

 



  (28)

로 구해진다. 시스템 (23)을 Chang 변환하여 다음

과 같이 완전 분리된 부 시스템들을 구한다.

    ,     (29)

    .             (30)

식(29)에서 해를   

  라 놓고 대입해서 

정리하면 

   
, (31) 

로 되고, 여기서 양변에 
를 곱하고 전개하면


   


       (32)

이 된다. 식(32)를 Lambert W 함수로 표현하면

  


  ,      (33)

와 같이 된다. 은 식(34)를 통해서 구한다.

 
     .  (34)

마찬가지로 식(30)에서 해를   

  라 놓

고 대입해서 정리하면

 

    
,                  (35) 

로 되고, 양변에 
를 곱하고 전개하면 식(36)과 

같다. 이를 정리하면 식(37)이 되고 는 식(38)의 

Lambert W 함수를 이용해서 구한다.


    


 , (36)

  


  


 , (37)

  

 

 


   


 . (38)

식(16)에서 명시된 봐와 같이 식(34), (38)은 식

(39)와 같이 무수히 많은 가지를 갖는다. 

  


      (39)

  


  


 ∈

시간지연을 갖는 스칼라 미분 방정식에서 최우

측 극점은 주가지    이므로10),  느린 부 시스

템 (29)에서 시스템을 안정화 시키는 이득  를 

다음과 같이 구할 수 있다. 식(27)로 표현된 을 

식(29)에 대입하여 정리하면 다음과 같다.
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    ± 

   
 (40)

     


  
              (41)

보조정리 1. 느린 부 시스템을 안정화 시키는 이득 

 의 영역은 다음 두 조건을 만족해야 한다.

(1)         ≥

(2) 

≤    .

(증명) 조건 (1)은 스칼라 시스템의 주가지 극점중 

최좌측 값은 -1 인 실수를 만족하기 위해서  ≥  

이다. 조건(2) 는 부록과 같이 최우측 극점은

   cot ∈  ≥
 

으로 구해지는데 ∈  이 되기 위해서는    이
어야 하고,    성립하기 위해서는 식

(33)에서   ≥  이다. 시스템이 안정

하기 위해서는 주가지의 극점이 복소평면의 좌방면

에 위치해야 하므로 

   

이므로     와   ≥ 가 성

립해야 한다.                                 ￭

보조정리 2. 빠른 부 시스템을 안정화 시키는 이득 

 의 영역은 다음 두 조건을 만족해야 한다.

(1)         ≥

(2) 

≤  


  .

(증명) 보조정리 1 증명 과정과 유사함.         ￭

보조정리 1, 2 로 구해진  는 부 시스템 (29), 

(30)을 안정화 시킨다. 그리고 원래의 시스템의 해

는 다음과 같이 구해진다.




 





 




 





.                   (42)

4. 수치 

Fig. 1 Stabilizing region

Fig. 2 State trajectories for 

Fig. 3 State trajectories for 



램버트 W 함수를 이용한 시간지연 순수 특이 섭동 시스템 안정화 제어기 설계 

126  한국동력기계공학회지 제18권 제1호, 2014년 2월

다음과 같은 시간 지연을 갖는 2x2 순수 특이 

섭동 시스템을 고려하자.




 










 


 

 




 








 






초기함수    ,∈ ,   이

다. 이 시스템의 고유값은 -2.219, -0.0318 이다. He 
등10)에 따르면 고유값이 -1 보다 작더라도 안정성

을 담보할 수 없다. 
보조정리 1, 2 를 이용해서 Chang 변환된 시스

템을 안정화 시키는 상태 궤환 이득  의 영역

을 Fig. 1에 나타내었다. Fig. 1에서 검은색 세모로 

표시된 영역(빗금친 영역)은 보조 정리 1의 조건 

(1), 파란색 까만 점으로 표시된 영역은 조건 (2)이
고, 빨간색 동그라미로 표시된 영역은 보조 정리 2
의 조건 (2)이다. 이 세부분이 겹치는 영역에 속한  

 가 시스템을 안정화시킨다.  

     로 선정했을때 식(13)에 있는 

 의 고유값은 -0.698, -0.013 이고, 식(29), (30)의 

고유값은 각각 -0.2792, -0.4408 로서 주가지의 최

좌측극값인 -1 보다 크고 0 보다 작아서 복소평면

의 좌방면에 위치한다.
식(29), (30)으로 주어진 부 시스템의 궤적을 

Fig. 2에 나타냈으며, Fig. 3은 Chang 역변환한 원

래 시스템 (22)의 궤적으로서 시스템이 안정함을 

볼 수 있다. 안정화 영역밖에 있는 이득으로 모의

실험한 결과 시스템은 발산하였다. Fig. 2 에서 초

기함수 값은 Chang 변환 가 반영된 것이다. 

5. 결   론

시간 지연을 갖는 순수 특이 섭동 시스템을 

Chang 변환하여 저차의 부 시스템들로 완전 분리

한 후 각 부 시스템의 해를 Lambert W 함수를 이

용해서 구한 후 이를 역변환하여 원래 시스템에

서의 해를 구하는 방법을 제시하였다.
2x2 행렬 시간 지연 특이 섭동 시스템을 

Chang 변환을 통하여 불량 조건 문제를 회피하였

고, 부 시스템이 스칼라이므로 시스템을 안정화 

시키는 이득 행렬의 영역을 해석적으로 구할 수 

있는 충분 조건을 제시했으며, Chang 변환 행렬을 

비선형 Riccati 방정식을 통하지 않고 구해진 이득

행렬과 닮은 변환을 이용해서 해석적으로 쉽게 

구할 수 있음을 보였다.
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부  록

   ∈ , Lambert W 함수    에서 

  ,   , ∈  로 하면

       cossin
  cos sin  sin  cos
 

여기서 ∈  이 되기 위한 조건은 

(1)   , 

또는

(2)  sincos  ⇒ cot   

이다. 스칼라 Lambert  W 함수의 주가지는 

≥ 이고 max, 
∈ 이므로 

  cot ∈  ≥

이면 ∈  이다10).


