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요 약

계수과정은 다양한 분야에서 활용되고 있으며 그 성질은 강도함수에 의해 결정된다. 일정 구간에

서 연속적으로 과정이 관측될 때, 우도함수를 이용하여 강도함수의 모수를 추정할 수 있다. 그러나 기

존의 연구는 직관적인 방법에 의한 우도함수 유도이며, 여러 명의 저자에 의해 얻은 우도함수가 일치

하지 않아 우도함수를 이용한 최우추정치를 구하는 문제 등의 적용에 어려움이 발생하고 있다. 따라

서이단신연구에서는계수과정의우도함수를엄밀한방법으로유도하여기존의문제점을해결한다.

주요용어: 계수과정, 우도함수, 통계물리적개념.

1. 서론

지난 한 세기 동안 전염병의 전염 현상을 수리적으로 모형화하기 위한 많은 연구가 이루어졌다. 이에

관한 자세한 역사적 고찰은 Bailey (1975)와 Anderson과 May (1991)에 나타나 있으며, 계수과정의 하

나인 확률적 전염모형은 McKendrick (1926)에 의해 처음으로 제시되었다. 전염병의 확률모형은 기본

적으로 모집단의 구성원을 질병 감염 상태에 따라 분류하며, 시간의 흐름에 따라서 각 상태가 발생하는

횟수를 계수하는 계수과정이 된다. 전염병모형 중 많은 연구와 적용이 이루어진 일반화 확률전염병모형

(the general stochastic epidemic model; 확률 SIR 모형)은 민감 (susceptible), 감염 (infective), 회복

(recovered)의세가지상태를차례로겪는모형으로후천성면역결핍증, 홍역, 구제역등의질병외에도

많은 질병에 관한 모형화에 사용된다. 확률전염병모형의 질병 전염의 실제 데이터에 대한 적용의 예는

Diekmann과 Heesterbeek (2000)에서찾아볼수있다.

확률 SIR 모형은 비선형성에 의하여 특정 시점에서의 감염 개체의 수에 대한 확률이 매우 복잡한 반

복 계산 (recursive) 식의 형태로 나타나며 (Daley와 Gani, 1999, pp. 66-73 참조), 조건부 확률이나 평

균과 분산 등의 폐수식이 얻어지지 않는다. 이러한 문제점에 의해 특정 시점에서의 감염개체 수에 대

한 확률을 기본으로 하는 최우추정법은 가능하지 않다. 주어진 시구간 (0, u]에서 감염과정이 연속적으

로 관측될 때, 즉, 모든 감염과 회복의 시점이 관측될 때, 확률 SIR 모형의 모수에 관한 우도함수의 유

도를 위해 많은 시도가 이루어졌으며, 이산 시점에서 관측되었을 때, 모수에 관한 추정은 Cauchemez와

Ferguson (2008)과 Oh (2013) 등에 의해 이루어졌다. 우도함수를 이용한 추정 방법은 여러 분야에서

많은연구가이루어져왔다 (Kang 등, 2012; Ha와 Cho, 2012).

확률 SIR 모형에 대한 우도함수를 살펴보기 위해 먼저 확률 SIR 모형을 소개한다. 확률 SIR 모형을

위하여 시점 t = 0에서 초기 감염 개체 수가 a, 초기 민감 개체 수가 µ인 전체 크기가 µ + a인 폐쇄 모

집단을생각하자. 이과정을 (0, u]에서연속적으로관측한다고하자. S(t)는시점 t에서민감개체의수,
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X(t)는시점 t까지감염된개체의총수, I(t)는시점 t에서의감염개체의수, R(t) 시점 t까지의회복된

개체의 총수, β는 감염율, γ는 회복율, Gt는 역사 {S(τ), I(τ); 0 ≤ τ ≤ t}에 의해 생성되는 시그마 앨지
브라이며, nI ≤ ν와 nR ≤ ν는 각각 시점 u까지 감염된 개체 수와 회복된 개체 수를 나타낸다고 하자.

Rida (1991)에 따르면 S(t)와 I(t)가 주어졌을 때, 미세구간 (t, t + h]에서 하나의 민감 개체가 감염될

확률을다음과같이표현된다.

Pr{dX(t) = 1,dR(t) = 0 | Gt} =
β

µ
S(t)I(t)h+ o(h),

Pr{dX(t) = 0, dR(t) = 1 | Gt} = γI(t)h+ o(h), (1.1)

Pr{dX(t) = 0, dR(t) = 0 | Gt} = 1− β

µ
S(t)I(t)h− γI(t) + o(h).

여기서, 수정항 o(h)은 h → 0이면 o(h)/h → 0를만족한다.

확률 SIR 모형에서 주어진 기간 (0, u] 동안 전염 현상의 연속적 관측을 통해 모든 감염사건과 회복사

건에 관한 자료를 얻은 경우에 모형의 모수인 감염율과 회복률의 추정은 최우추정법으로 이루어 질 수

있으며, 이를 위한 우도함수와 최우추정치를 얻기 위한 다양한 시도가 이루어졌다. 이러한 이유는 SIR

모형에서의확률의계산이매우복잡하다는것이다 (Bailey, 1975; Daley와 Gani, 1999).

구간 (0, u]에서 관측된 회복 시점을 τ = (τ1, ..., τnR), 감염 시점을 φ = (φ1, φ2, ..., φnI ) 라고 할 때,

Becker와 Britton (1999)은 Andersen 등 (1993), 402쪽의 계수과정을 이용하여 SIR 모형에서의 감염

율과회복율에관한다음의우도함수를제시하였다.∏nR
j=1 (γI(τj))

∏nI
k=1

(
β
µ
S(φk)I(φk)

)
× exp

{
−β

µ

∫ u

0
S(t)I(t)dt− γ

∫ u

0
I(t)dt

}
. (1.2)

한편, Andersson과 Britton (2000)은 통계물리학에서의 방법을 이용하여 직관적이며 개략적인 방법으

로 일반적인 다변량 계수과정의 모수에 관한 우도함수를 유도한 다음 이를 이용하여 SIR 모형의 우도함

수를구하였다.∏nR
j=1

(
γI(τ−

j )
)∏nI

k=1

(
β
µ
S(φ−

k )I(φ
−
k )
)
× exp

{
−β

µ

∫ u

0
S(t)I(t)dt− γ

∫ u

0
I(t)dt

}
. (1.3)

식 (1.3)의식 (1.2)과의차이점은앞의두곱항에서관측시점의좌극한을사용한다는것이며, 이는확률

SIR 모형이 계수과정임을 고려하면 좌극한의 사용 여부는 매우 큰 차이를 나타낸다고 할 수 있다 한편,

Kypraios (2009)는주어진구간 [0, u] 내에서전염병현상이종료된다는가정하에서즉, 관측구간동안

모든감염개체가회복되어더이상의감염이진행되지않는다는조건하에서다음의우도함수를제시하

였다. ∏nI
j=1

(
γI(τ−

j )
)∏nI

k=2

(
β
µ
S(φ−

k )I(φ
−
k )
)
× exp

{
−β

µ

∫ u

φ1
S(t)I(t)dt− γ

∫ u

φ1
I(t)dt

}
. (1.4)

우도함수 (1.4)과 우도함수 (1.3)의 차이점은 두 번째의 곱의 항이 k = 2에서 시작한다는 것과, 적분

항의 하한이 0이 아닌 처음 감염 시점 φ1이라는 것이다. 관측 시작 시점이 0인 점을 고려하면 정보의

손실이 발생함을 알 수 있다. 또한, 감염의 총수와 회복의 총수가 같다. 즉, nR = nI이다. Kypraios

(2009)는 우도함수 (1.4)를 이용하여 초기 민감 개체의 수를 미지의 값으로 하여 우도함수를 수치적인

방법으로 최대화하는 값을 찾아 최우추정치를 구하였다. 초기 민감 개체 수는 Huggins 등 (2004)이 마

팅케일 방법을 적용하여 추정되었으나, 씨뮬레이션 결과에 의하면 특정한 모수값을 제외한 부분에서 안

정적이지 못한 단점이 발견되었고, Kypraios (2009)은 자신의 최우추정량이 마팅게일 추정량보다 우월

함을 보였으나, 이 또한 불안정한 씨뮬레이션 결과를 가지고 있다. O’Neill과 Roberts (1999)은 구간

[0, u]에전염현상을관측할때, 이구간에서처음으로감염이일어난시점을관측의시작점으로한우도
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함수를 소개하였는데 이는 Kypraios (2009)의 (1.4)의 우도함수와 같고, Höhle과 Jørgensen (2002)은

생존함수의개념을사용하여이를증명하였다. O’Neill과 Roberts (1999)의우도함수는구간 [0, u]에서

관측을하지만우도함수를구할때는이구간에서처음으로발생하는감염시점을시작점으로하여우도

함수를구한다는단점이있다.

따라서, 본 단신연구에서는 먼저 Andersson과 Britton (2000)의 방법을 따라서 다변량 계수과정의

우도함수를엄밀히유도하여이를확률 SIR 모형의우도함수를구하는데사용한다. Andersson과 Brit-

ton (2000)의 증명 과정에서 생략된 몇 가지 단계를 구체적으로 명시하고 주어진 구간을 세분화하는 대

에대한효율적방법을제시하였다. 유도에는기초적수학적방법을사용하였다

본 논문의 구성은 다음과 같다. 제2절에서는 다변량 계수과정을 주어진 구간에서 관측할 때의 우도함

수를유도한다. 제 3절에서는이를이용하여확률 SIR 모형의우도함수를유도하고토의한다.

2. 다변량 계수과정과 우도함수

차수가 k인 다변량 계수과정 {N(t)}를 생각한다. 정의에 의하여 성분 {Ni(t)}, i ∈ {1, ..., k}와 합
{
∑k

i=1 Ni(t)} 은계수과정이고, 각성분과정 Ni(t)은시점 t 까지발생하는해당사건의발생횟수로해

석될수있다. 시점 t까지전체다변량과정의역사 Ht가주어졌을때, 미세구간 (t, t+ h]에서이런사건

이발생할미세확률은다음을만족한다.

P (Ni(t+ h)−Ni(t) = 1|Ht) = hλi(t) + o(h), i = 1, ..., k, (2.1)

P (N(t+ h)−N(t) = 0|Ht) = 1− h
∑
i

λi(t) + o(h).

단, λi(t)는성분계수과정 Ni(t)의음이아닌함수인강도함수이며, 시점 t 까지의역사에의존한다. 식

(2.1)은 짧은 시구간에서는 단지 k 개의 서로 다른 사건 중에 단 한가지만 발생할 수 있다는 즉, 해당되

는성분과정한개만 1만큼증가한다는것을의미한다.

기존 연구에서 미세확률을 위한 미세구간의 형태가 다양하다. 예를 들면 Rida (1991)과 Anders-

son과 Britton (2000)은 (t, t + h] 형태를 사용하며, Kypraios (2009)는 [t, t + h)의 형태를, 그리고

Huggins 등 (2004)는 (t, t+ h)의형태를사용한다.

구간 (0, u]에서 계수과정을 연속적으로 관측한다고 가정하자. 여기서 시작 점 0은 구간에 포함되지

않고, 마지막 점 u는 포함된다. 참고로 관측을 위해 Andersson과 Britton (2000), 그리고 Kypraios

(2009)은 구간 [0, u]을, Schutt (2010)은 구간 (0, u)을 사용한다. 그러나, 시작점 0를 포함시키거나 혹

은마지막점 u를제외시키게되면우도함수유도에서이들점에따른수식을조절하여야한다.

구간 (0, u]를 ν개의등구간으로나누고각세분구간의길이를 h = u/ν라고하자.

(0, u] = ∪ν−1
j=0 (jh, (j + 1)h].

각 세분 구간에 대하여 이 세분 구간 이전의 역사에 의존하여, 이 세분 구간에서 발생하는 사건들의 확

률을계산한다. Andersson과 Britton (2000)와 Schutt (2010)에서의세분구간의형태는 [t, t+ h)이고

Kypraios (2009)는세분구간의형태를특정하지않고우도함수의결과만제시하였다.

먼저기호를도입한다. j = 0, 1, ..., ν − 1에대하여

∆Nν = (∆N(0),∆N(h), ...,∆N((ν − 1)h),

∆N(jh) = (∆N1(jh),∆N2(jh), ...,∆Nk(jh))
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라고 하자. 여기에서 ∆jh = [jh, jh+ h) 대신에 ∆jh = (jh, jh+ h]을 생각하는 데 그 이유는, Ander-

sson과 Britton (2000)에서처럼 ∆jh = [jh, jh+ h)라고두면 ∆Ni(jh) 는구간 (jh, jh+ h] 내에서발

생한사건을계수하지않기때문이다.

주어진관측에대한확률즉, 우도는다음과같이얻어진다.

L(∆Nν)

=

ν∏
j=0

 k∏
i=1

(
(hλi(jh))

∆Ni(jh)
)(

1− h

k∑
i=1

λi(jh)

)1−
∑k

i=1 ∆Ni(jh)

+ o(h)



=

ν∏
j=0

h
∑k

i=1 ∆Ni(jh)
k∏

i=1

(
(λi(jh))

∆Ni(jh)
)(

1− h

k∑
i=1

λi(jh)

)1−
∑k

i=1 ∆Ni(jh)

+ o(h)

 .

두 개의 큰 괄호 안의 곱은 ∆jh에서 관측된 것에 의존하여, 어느 확률을 선택할 것인가에 관한 것이다.

참고로 k = 2인 경우에 (∆N1(jh),∆N2(jh)) = (1, 0), 혹은 (0, 1), (0, 0)이 된다. 세분 구간의 길이

h가 작아질수록, 세분 구간의 개수 ν는 커지며 사건을 포함하게 되는 세분 구간을 제외한 거의 모든 세

분구간이위식의두번째큰괄호에포함되게된다.

여기서 h ≈ 0이면, 테일러 전개에 의해
(
1− h

∑k
i=1 λi(t)

)
≈ exp(−h

∑
i λi(t)) 가 되므로 다음이

성립한다.

L(∆Nν)

=

ν−1∏
j=0

h
∑k

i=1 ∆Ni(jh)
k∏

i=1

(
(λi(jh))

∆Ni(jh)
)
exp

(
−h

k∑
i=1

λi(jh)

)1−
∑k

i=1 ∆Ni(jh)

+ o(h)


(2.2)

=

ν−1∏
j=0

h
∑k

i=1 ∆Ni(jh)
k∏

i=1

(
(λi(jh))

∆Ni(jh) + o(h)
)
exp

(
−h

k∑
i=1

λi(jh)

)1−
∑k

i=1 ∆Ni(jh)
 .

(2.3)

식 (2.3)은 Andersson과 Britton (2000)의 88쪽의 식과 일치하며, 식 (2.3)은 수렴의 증명을 위해 변형

된 식이다. 사건의 발생하지 않는 경우인 ∆N1(jh) = · · · = ∆Nk(jh) = 0를 제외하면 이 식은 ν가 증

가함에 따라 값이 감소하는데, 그 이유는 h가 내부의 곱에 나타나기 때문이다. 이는 당연한 결과로서,

한점에서사건이발생할확률이 0이기때문이다.

우도 계산을 위해, 각 성분 계수과정 Ni, i = 1, . . . , k, 이 ri개의 점프를 ti,1 < ... < ti,ri에서 가진다

고하고, r1 + · · ·+ rk = r라고하자.

L(∆Nν)

=

ν−1∏
j=0

h
∑k

i=1 ∆Ni(jh)
k∏

i=1

(
(λi(jh))

∆Ni(jh) + o(h)
)
exp

(
−h

k∑
i=1

λi(jh)

)1−
∑k

i=1 ∆Ni(jh)
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= h
∑k

i=1 ∆Ni(0·h)
k∏

i=1

(
(λi(0 · h))∆Ni(0·h) + o(h)

)
exp

(
−h

k∑
i=1

λi(0 · h)

)1−
∑k

i=1 ∆Ni(0·h)

×h
∑k

i=1 ∆Ni(1·h)
k∏

i=1

(
(λi(1 · h))∆Ni(1·h) + o(h)

)
exp

(
−h

k∑
i=1

λi(1 · h)

)1−
∑k

i=1 ∆Ni(1·h)

× · · ·

×h
∑k

i=1 ∆Ni((ν−1)h)
k∏

i=1

(
(λi((ν − 1)h))∆Ni((ν−1)h) + o(h)

)

× exp

(
−h

k∑
i=1

λi((ν − 1)h)

)1−
∑k

i=1 ∆Ni((ν−1)h)

.

표현의 편의를 위하여 Jνi = {j | ti,m ∈ (jh, (j + 1)h], j = 0, . . . , ν − 1;m = 1, . . . , ri}, i = 1, . . . , k에

대하여 Jν = ∪k
i=0J

ν
i , E = {0, . . . , ν − 1}라고 나타내자. 그러면 위의 식은 다음의 표현으로 간단히 할

수있다.

L(∆Nν) =
∏

j∈E\Jν
exp

(
−h

k∑
i=1

λi(jh)

) k∏
i=1

∏
j∈Jνi

(hλi(jh) + o(h))

 .

이식을 h의관측된점프의개수의승

h
∑ν−1

j=0

∑k
i=1 ∆Ni(jh)

으로나누어다음을얻는다.

L(∆Nν) =
∏

j∈E\Jν
exp

(
−h

k∑
i=1

λi(jh)

)
k∏

i=1

∏
j∈Jνi

(
λi(jh) +

o(h)

h

)
.

충분히 큰 ν에 대하여, 과정의 각 점프 시점 t0는 j0h < t0 ≤ (j0 + 1)h가 되는 j0를 가지며 모든 이

와 같은 세분 구간은 겹치지 않는다. 따라서 ν → ∞인 경우에, h → 0이므로
∑

j∈E\Jν hλi(jh) ≈∑
j∈E hλi(jh)이고 j0h는 t−0 한다. 따라서다음이성립한다.

lim
ν→∞

L(∆Nν) = lim
ν→∞

exp

−
k∑

i=1

∑
j∈E\Jν

hλi(jh)

 k∏
i=1

∏
j∈Jνi

(
λi(jh) +

o(h)

h

)

= exp

(
−

k∑
i=1

∫ u

0

λi(t)dt

)
k∏

i=1

ri∏
m=1

(
λi(t

−
i,m

)
. (2.4)

따라서이표현의로그함수는다음과같이나타낼수있다.

ℓu(N(t); 0 ≤ t ≤ u) =
k∑

i=1

∫ u

0

(log[λi(t)]dNi(t)− λi(t
−
i,m)dt). (2.5)

여기서 λi(t
−)는 시점 t 직전의 강도를 나타낸다. 또한 dNi(t) 항은 계수과정의 점프에 따른 합을 나타

낸다.
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3. 토의 및 결론

이 연구에서는다변량 계수과정의 우도함수를 엄격한 방법으로 구하였다. 고려한 세분 구간의 형태는

(t, t+ h]로서왜이러한구간의형태가필요한지를보였다. 식 (2.2)에서식 (2.3)로넘어가는단계와관

측구간 (0, u]를 ν개의 세분 구간으로 나누고 이를 바탕으로 회복 시점의 좌극한으로 수렴하는 것을 보

인 부분은 증명의 중요한 단계이며, Andersson과 Britton (2000)이나 Schutt (2010)에서는 모두 생략

되어있다.

식 (1.1)로 주어지는 일반화 확률전염병모형에 대한 로그 우도함수는 다변량계수과정의 우도함수인

식 (2.5)를이용하여얻을수있다:

nR log γ + nI (log β − logµ) +
∑nI

j=1 logS(φ
−
j )−

β
µ

∫ u

0
S(t)I(t)dt− γ

∫ u

0
I(t)dt (3.1)

여기에서 S(φ−
j )은초기민감개체수 µ에의존한다.

식 (3.1)의우도함수는 Andersson과 Britton (2000)과같으며 Kypraios (2009)의우도함수와는일치

하지 않는다. Kypraios (2009)의 우도함수는 구간 (0, u]에서의 관측에 대한 우도함수라기 보다는 관측

구간 (0,∞) 내에서 처음 발생한 감염의 시간 φ1부터 전염 상태가 종료될 때까지 즉, 모든 감염 개체가

회복되고 나서 더 이상 감염이 진행되지 않는 시간까지의 구간 (φ1,∞)에서의 관측에 대한 우도함수라

고할수있다.

어떤 집단에 하나의 전염병이 감염될 때, 그 집단의 구성원 중 일부는 그 질병에 대한 면역성을 이미

보유하고 있거나, 혹은 동질혼합성에서 제외되거나 할 수 있다. 따라서 집단의 구성원 중 그 질병에 감

염될 수 있는 구성원의 수 즉, 민감 개체 수는 전염율의 추정및 예방접종 등의 방역 정책에 큰 영향을

미치게 된다. Kypraios (2009)는 우도함수 (1.4)를 사용하여 시점 0에서의 초기 민감 개체 수의 최대추

정치를 구하는 문제를 다루었다. 이때 폐형식 해가 존재하지 않으므로 수치적 방법을 사용하여야 한다.

시뮬레이션을 통하여 Kypraios (2009)는 자신의 최우추정치가 Huggins 등 (2004)의 마팅게일 추정치

보다더좋음을보였으나, 최우추정치는마팅게일추정치와마찬가지로특정모수의값에서는좋은결과

를가지나전체적으로좋은결과를가지지못한다.

전체 구간에서의 관측에 대한 우도함수 (1.3)를 이용한 초기 민감 개체 수의 최우추정치는 저자의 시

뮬레이션 결과 (여기에 결과를 제시되지 않음)에 의하면 Kypraios (2009)의 결과 보다는 좋지 않은 성

질을 보이나, Huggins 등 (2004)의 결과와는 유사한 성질을 보였다. 따라서 추후 연구에서 이에 대한

추가적고찰과검증이필요하다고본다.

우도함수 (1.3)를 이용한 초기민감 개체 수의 최우추정치는 회복시점에 민감한 반응을 보이는 것으로

나타나므로, 이의 조절을 통한 추정방법, 예컨대 벌칙 (penalized) 최우추정법에 관한 추가적 연구가 진

행되어야할것이다.
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Abstract

Counting processes are widely used in many fields, whose properties are determined

by the intensity function. For estimation of the parameters of the intensity functions

when the process is observed continuously over a fixed interval, the likelihood function

is of interest. However in the literature there are only heuristic derivations and some

results are not coincident. We thus in this note derive the likelihood function of the

counting process in a rigorous way. So this note fill up a hole in derivation of the

likelihood function.
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