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요 약

분산함수가 불연속인 경우 Kang과 Huh (2006)는 잔차제곱을 이용한 Nadaraya-Watson 추정

량으로 분산함수를 추정하였다. 음의 실수 값도 가질 수 있는 로그분산함수를 추정 대상으로 하여,

오차제곱의 분포를 χ2-분포로 가정하고 국소선형적합을 이용한 불연속 로그분산함수의 추정이 Huh

(2013)에 의해 연구되었다. Chen 등 (2009)은 연속인 로그분산함수를 로그잔차제곱을 이용한 국

소선형적합으로 추정하였다. 본 연구는 Chen 등의 추정법을 이용하여 불연속인 로그분산함수의 추

정량을 제시하였다. 기존의 제안된 불연속인 로그분산함수의 추정량들과 제안된 추정량을 모의실험

을 통하여 비교연구하고자 한다. 한편, 로그분산함수가 연속이지만 그 미분된 함수가 불연속일 경우,

Huh (2013)의 방법과 제안된 방법으로 적합된 국소선형의 기울기를 이용하여 불연속인 미분된 로그

분산함수의 추정량을 제시하고자 한다. 이들 추정량의 비교 연구 또한 모의실험을 통하여 제시하고자

한다.

주요용어: 국소선형적합, 로그분산함수, 로그잔차제곱, 불연속점, 커널함수.

1. 서론

이변량표본 {(Xi, Yi) : i = 1, · · · , n}은설명변수 X와반응변수 Y의확률벡터 (X,Y )로부터추출된

임의의 표본이라 하자. 설명변수 X의 토대 (support)는 [0, 1]이며 확률밀도함수는 f(x)를 가진다고 할

때, 회귀함수와분산함수를각각 m(x) = E(Y |X = x)와 v(x) = V ar(Y |X = x)라두면회귀모형은다

음과같이정의된다.

Yi = m(Xi) + v(Xi)
1/2εi, i = 1, · · · , n, (1.1)

여기서오차항 εi는 X1, X2, · · · , Xn과독립이며, 그들의평균과분산은각각 0과 1이다.

회귀모형에서 중요한 추정 대상인 회귀함수와 분산함수의 비모수적 추정은 커널함수를 이용한 추정

법이 이론적 추정의 우수성뿐만 아니라 실제 구현에서도 계산의 편리성으로 인해 널리 쓰이고 있다. 분

산함수의 커널추정 연구로는 Rice (1984), Gasser 등 (1986), Müller와 Stadtmüller (1987), Hall과

Carroll (1989), Hall 등 (1990), Ruppert 등 (1997), Yu와 Jones (2004), Chen 등 (2009) 등이 있다.

이들의연구는분산함수가연속인경우이다.

분산함수가 불연속점인 경우는 두 가지이다. 첫 번째, 회귀함수가 불연속인 경우에 그 불연속점에서

분산함수도 불연속일 수 있다. 이러한 경우는 분산함수 추정법으로 불연속점을 추정하기 보다는 회귀
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함수 추정법으로 불연속점을 추정하는 것이 편리할 것이다. 이러한 회귀함수가 불연속인 경우의 연구

로는 Müller (1992), Loader (1996), Gréoire와 Hamrouni (2002), Huh와 Carrière (2002), Huh와

Park (2004), Huh (2010) 등이 있다. 두 번째, 회귀함수는 연속이지만 분산함수가 불연속일 수 있다.

이 경우에 분산함수의 불연속점의 커널추정은 Huh (2005), Kang과 Huh (2006), Huh (2009), Huh

(2013)에 의해 이루어졌다. Huh (2005)는 회귀함수가 연속이라는 점을 이용하여 커널추정법으로 이차

적률 (second moment)함수를추정하여분산함수의불연속점을추정하였다. Kang과 Huh (2006)는회

귀함수의 커널추정량으로 만들어진 잔차제곱을 국소상수항적합 (local constant fit)에 의한 Nadaraya-

Watson 커널추정량으로 분산함수의 불연속점을 추정하였다. 분산함수는 음의 값을 갖지 않는 함수이

다. 고차커널함수 (higher-order kernel function)를 사용한 분산함수의 추정이나, 국소다항적합 (local

polynomial fit)을이용한분산함수의추정은추정된분산함수가음의값을가질수도있는단점이있다.

분산함수가 연속일 때, Yu와 Jones (2004)는 오차제곱이 카이제곱분포를 따른다고 가정하고 로그분산

함수 (log-variance function)을국소선형적합으로추정하여분산함수의국소선형적합이음의값을가질

수있는단점을보완하였다. Huh (2013)는 Yu와 Jones (2004)의국소선형적합을이용한로그분산함수

의커널추정법을이용하여불연속점추정량을제시하였다.

한편, Kang과 Huh (2006)와 Huh (2013)는 추정된 불연속점을 기준으로 표본을 양분하여 양분된

각 영역의 표본을 독립적인 표본으로 간주하고 각 영역에서 분산함수 혹은 로그분산함수를 추정하였다.

Kang과 Huh (2006)는 추정된 불연속점으로 양분된 두 영역의 잔차제곱을 Nadaraya-Watson 커널추

정량을 이용하여 불연속인 분산함수의 커널추정량을 제시하였다. Huh (2013)는 추정된 불연속점에 의

해 양분된 두 영역의 잔차제곱의 분포를 카이제곱으로 가정하고 로그분산함수를 국소다항적합으로 추

정하여 Kang과 Huh (2006)가 제안한 불연속인 분산함수의 추정량의 정도 (precision)를 개선하였다.

Fan과 Gijbels (1996) 등에 의해 국소상수항적합은 경계점 (boundary point)에서 이론적으로 추정의

정도가 떨어진다고 익히 알려져 있다. 추정된 불연속점을 기준으로 표본을 양분하여 독립적으로 분산함

수혹은로그분산함수를추정하므로, 추정된불연속점은경계점과같은역할을하게된다. 따라서, 경계

점문제가없는국소다항적합을이용한 Huh (2013)의로그분산함수추정은국소상수항적합으로분산함

수를추정한 Kang과 Huh (2006)의추정법을개선한것이된다.

Huh (2013)의 잔차제곱으로 국소다항적합을 이용한 로그분산함수의 추정은 커널함수를 가중한 카이

제곱분포의 가능도함수 (likelihood function)를 최대로 하는 과정을 거친다. 가능도함수를 최대로 하는

해는 명시적 형태 (explicit form)로 표현되지 않기 때문에 초기치 (initial value)를 주고 반복적으로 계

산하여 최대로 하는 해를 구하게 된다. 이러한 내재적 형태 (implicit form)의 추정치를 구하는 방법은,

잘 알려져 있듯이, 적절하지 않은 초기치 설정으로 인해 최대로 하는 해를 구하지 못하거나, 비록 최대

로하는해를구하였더라도방대한계산량의문제를야기할수도있다.

본 연구에서는 명시적 형태의 추정량을 제시하면서도 국소선형적합의 장점을 활용할 수 있는 불연

속인 로그분산함수의 추정량을 제안하고자 한다. 제안할 불연속 로그분산함수의 추정법은 Chen 등

(2009)이 로그잔차제곱의 국소선형적합으로 제안한 연속인 로그분산함수의 비모수적 추정법을 이용한

것이다. Huh (2013)와 제안된 불연속 로그분산함수의 추정법은 국소선형적합을 이용한 것이다. 로그

분산함수는 연속이지만 미분된 로그분산함수가 불연속점을 가질 때, 적합된 국소선형의 기울기를 이용

하여불연속인미분된로그분산함수의추정량을제안할것이다.

2절은 Kang과 Huh (2006)가제안한불연속분산함수추정량과, Huh (2013)의불연속로그분산함수

의 추정에 대해 소개하고, 로그잔차제곱의 국소선형적합을 이용한 불연속 로그분산함수의 추정법을 제

안한다. 또한, Huh (2013)의 추정법과 로그잔차제곱을 이용한 제안된 추정법의 적합된 국소선형의 기

울기를 이용하여 불연속인 미분된 로그분산함수의 추정량을 제안한다. 3절에서는 2절에서 소개된 추정

법들을모의실험을통한비교연구결과를설명하고, 본연구에대한맺음말을 4절에제시한다.
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2. 불연속 로그분산함수의 추정

분산함수의 불연속점을 τ∈ (0, 1)라 하고 알려져 있다고 하자. 즉, v+(τ) − v−(τ) ̸= 0이다. 여기서

v+(τ) = limx→τ+ v(x)와 v−(τ) = limx→τ− v(x)이다. 회귀함수의 어떤 커널형 추정량을 m̂이라 하자.

불연속점 τ를 알고 있을 때, Kang과 Huh (2006)는 국소상수항적합에 의한 커널추정량인 Nadaraya-

Watson 커널추정량으로다음과같이 τ에서불연속인분산함수를추정하였다.

v̂KH(x; τ) =

n∑
i=1

K∗
h(Xi − x; τ)R̂i

n∑
i=1

K∗
h(Xi − x; τ)

, (2.1)

여기서 h는 평활모수인 띠폭 (bandwidth)이며, R̂i = {Yi − m̂(Xi)}2는 잔차제곱이고 K∗
h(u − x; τ)는

다음과같다.

K∗
h(u− x; τ) =



1

h
K

(
u− x

h

)
I[x− h ≤ u < τ ], τ − h ≤ x < τ

1

h
K

(
u− x

h

)
I[τ ≤ u < x+ h], τ ≤ x < τ + h

1

h
K

(
u− x

h

)
, 그외,

(2.2)

여기서 함수 K는 토대 [−1, 1]를 가지는 커널함수이고, I는 표시함수 (indicator function)이다. 식

(2.2)의 커널함수 K∗
h를 사용함으로써 표본은 불연속점 τ를 기준으로 왼쪽 표본과 오른쪽 표본으로 분

리되어진다. 따라서 τ의왼쪽분산함수와오른쪽분산함수는각각 τ의왼쪽표본과오른쪽표본을이용

하여 Nadaraya-Watson 추정량으로추정되는것이다.

회귀모형 (1.1)에서오차 εi가정규분포를가진다고가정하면오차제곱은다음과같이

ε2i =
{Yi −m(Xi)}2

v(Xi)
=

{Yi −m(Xi)}2

es(Xi)
(2.3)

로 표현되고, Xi가 주어졌을 때 식 (2.3)은 χ2(1)분포를 가지게 된다. 여기서 s(x) = log v(x)이다. 비

록 εi가 정규분포를 가지지 않더라도, 그 분포가 평균 0을 중심으로 대칭이라고 가정하면 식 (2.3)의 분

포는 근사적으로 χ2(1)이 될 수 있다. 이러한 오차 εi의 분포가 대칭이라는 가정은 논리적으로 충분히

타당성이 있다. 한편, 분산함수는 음이 아닌 실수 값을 가지는 함수이므로 국소선형적합이나 고차커널

함수를 이용한 커널추정량으로 추정하는 것은 적절하지 않다. Yu와 Jones (2004)는 오차제곱의 분포를

χ2(1)이라 가정하고 이 분포의 가능도함수 (likelihood function)을 이용한 국소선형적합으로 연속인 로

그분산함수를 추정하였다. 분산함수가 v(x)가 τ에서 불연속이면 로그분산함수 s(x)도 τ에서 불연속이

다. Huh (2013)는 Yu와 Jones의 방법을 이용하여 식 (2.2)의 커널함수를 사용한 국소선형적합으로 불

연속로그분산함수를다음과같이추정하였다.

로그분산함수 s(x)를 국소선형으로 근사적으로 표현하고 χ2(1)분포의 커널가중국소로그가능도함수

(kernel weighted local log-likelihood function)

n∑
i=1

ℓ(α0 + α1(Xi − x), R̂i)K
∗
h(Xi − x; τ) (2.4)
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를생각하자. 이를최대로하는해를 α̂ = (α̂0, α̂1)
T라하면불연속점 τ를가지는 s(x)와 v(x)의추정으

로 ŝYJ(x; τ) = α̂0과 v̂YJ(x; τ) = eα̂0을각각제안할수있다. 여기서

ℓ(u, y) = −1

2
log2π − 1

2

(
logy + u+

y

eu

)

로 χ2(1)분포를 로그변환한 것이다. 즉, Xi = x가 주어졌을 때 u = s(x)라 두고 {Yi −m(Xi)}2대
신 R̂i을 사용한 R̂i/e

u가 근사적으로 가지게 되는 χ2(1)분포의 로그변환이다. 식 (2.4)에서 α0 +

α1(Xi − x)대신국소상수항 α0를사용하여식 (2.4)를최대로하는해 α̂0을구하면, 분산함수의추정량

v̂YJ(x; τ) = eα̂0은 Kang과 Huh (2006)의추정량인식 (2.1)의 v̂KH(x; τ)와일치한다.

Huh (2013)가 제안한 추정량 ŝYJ(x; τ)는 실수 값을 취할 수 있는 로그분산함수를 추정 대상으로

하여 경계점에서 우수한 이론적 성질을 가지고 있는 국소선형적합을 이용하여 추정한 것이다. 경계점

과 같은 역할을 하고 있는 불연속점을 가진 로그분산함수의 국소선형적합을 이용한 Huh (2013)의 추

정 방법이 Kang과 Huh (2006)의 추정 방법보다 불연속점 근처에서 이론적으로 우수하다는 것을 Huh

(2013)가보였다. 식 (2.4)를최대로하는해는명시적형태로표현되어지지않고초기치를이용한반복

적 계산으로 구해지는 내재적 형태를 가지고 있다. 따라서 적절한 초기치 설정과 많은 계산량이 단점이

될수있다.

로그분산함수가 연속일 때, Chen 등 (2009)은 E(log(ε2i /d)) = 0가 되게 하는 상수 d를 이용하여

log(Yi − m(Xi))
2 = log(dv(x)) + log(ε2i /d)라 표현하고, 로그잔차제곱 log R̂i로 국소선형적합을 이용

한 로그분산함수의 커널추정량을 제시하였다. Chen 등의 로그분산함수의 커널추정 방법과 식 (2.2)의

커널함수를이용하여한점 τ에서불연속인로그분산함수의추정을다음과같이제안하고자한다.

함수 log(dv(x))를국소선형으로근사적으로표현하고다음의식

n∑
i=1

{
log R̃i − β0 − β1(Xi − x)

}2

K∗
h(Xi − x; τ) (2.5)

를 생각하자. 잔차제곱 R̂i이 0에 매우 근접한 경우의 문제를 해결하기 위하여 식 (2.5)에는 다음과 같

이주어진어떤작은실수 c에대하여

log R̃i =

log R̂i, R̂i > c

log c, 그외,
(2.6)

를 사용하였다. Chen 등 (2009)은 잔차제곱 R̂i이 0에 매우 근접한 경우의 문제를 해결하기 위하여

log(R̂i+n−1)을사용하였다. 여기서 n은표본의수이다. 식 (2.5)을최소로하는해를 β̂ = (β̂0, β̂1)
T라

하면 dv(x)의 추정으로 d̂v(x) = eβ̂0로 정의하면 분산함수를 v̂CP (x; τ) = eβ̂0/d̂로 추정할 수 있다. 여

기서, d의추정 d̂은 Chen 등 (2009)이제안한것으로

d̂ =

[
n−1

n∑
i=1

R̃i exp(−d̂v(Xi))

]−1

이다. 불연속 로그분산함수의 추정으로는 분산함수의 추정량 v̂CP (x; τ)에 로그를 취한 형태로 ŝCP

(x; τ) = β̂0 − d̂로 정의할 수 있다. 식 (2.5)의 해 β̂0는 명시적 형태로 다음과 같이 표현됨을 쉽게 알 수

있다.

β̂0 = n−1
n∑

i=1

{u2(x; τ)− u1(x; τ)(Xi − x)}K∗
h(Xi − x; τ) log R̃i

u2(x; τ)u0(x; τ)− {u1(x; τ)}2
, (2.7)
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여기서 uk(x; τ) = n−1∑n
i=1(Xi − x)kK∗

h(Xi − x; τ), k = 0, 1, 2이다. 제안된 추정량은 식 (2.7)과 같

이 명시적 형태로 표현될 수 있는 장점이 있지만, 0 근처에서 로그값의 불안정성으로 수정된 log R̃i을

사용하게되어왜곡된추정량을만들수있는단점이있다.

한편, 로그분산함수는 연속이지만 그 미분된 함수 s′(x)가 τ에서 불연속인 경우를 생각해보자. Huh

(2013)는 식 (2.4)를 최대로 하는 α̂1을 이용하여 s′(x)를 ŝ′YJ(x; τ) = α̂1으로 추정하였다. Chen

등 (2009)의 방법에 의한 식 (2.5)을 최소로 하는 해 β̂1을 이용하여, s′(x)의 추정을 다음과 같이

ŝ′CP (x; τ) = β̂1으로제안하고자한다. 이때 β̂1의명시적형태는다음과같다.

β̂1 = n−1
n∑

i=1

{u0(x; τ)(Xi − x)− u1(x; τ)}K∗
h(Xi − x; τ) log R̃i

u2(x; τ)u0(x; τ)− {u1(x; τ)}2
.

3. 모의실험을 통한 비교

2절에서 소개한 추정량들을 모의실험을 통하여 비교해보고자 한다. 모의실험에 쓰이는 설명변수

X는 토대 [0, 1]을 가지는 균등분포 (uniform distribution)을 고려하였다. 로그분산함수가 불연속인 경

우와미분된로그분산함수가불연속인두모형을다음과같이

v1(x) =

x2, 0 ≤ x ≤ 0.65

25(1− x2), 0.65 < x ≤ 1,

v2(x) =

25x2, 0 ≤ x ≤ 0.5

25(1− x2), 0.5 < x ≤ 1,

을고려하였다. 이때두모형에공통으로이용될회귀함수는다음과같다.

m(x) = 4x+ 4e−100(x−0.5)2 , 0 ≤ x ≤ 1.

분산함수 v1(x)는 τ = 0.65에서 불연속이며, 연속인 v2(x)는 그 미분된 함수가 τ = 0.5에서 불연속이

다. 오차 εi의 분포는 표준정규분포를 선택하였다. 표본의 수 n은 500으로 하고, 반복은 1000회를 실

시하였다. 제안된추정량 ŝCP (x; τ)와 ŝ′CP (x; τ)를계산하는과정에서식 (2.6)의상수 c의선택이필요

하다. 상수 c를 다양하게 변화를 주며 ŝCP (x; τ)와 ŝ′CP (x; τ)를 계산하고, s(x)와 s′(x)의 추정이 우수

한적절한상수 c = 0.0001을선택하였다.

두 회귀모형에 사용될 잔차를 구하기 위하여, 회귀함수의 추정량 m̂(x)는 국소선형적합으로 추정하였

으며, 이때띠폭은 0.05로하였고사용된커널함수는흔히사용되는 Epaneknikov 커널을다음과같이

K(x) =
3

4
(1− x2)I[−1 ≤ x ≤ 1] (3.1)

을 선택하였다. 띠폭 h는 다양하게 변화를 주며 로그분산함수 혹은 미분된 로그분산함수를 추정하였고,

커널함수는식 (3.1)의 Epaneknikov 커널함수를사용하였다.

먼저, 불연속 분산함수 v1(x)와 관련된 추정량들을 비교해 보자. 추정대상 함수는 로그분산함수로

하였다. Kang과 Huh (2006)가 제안한 불연속 분산함수의 추정량 v̂KH(x; τ)를 이용하여 불연속 로그

분산함수를 다음과 같이 ŝKH(x; τ) = log v̂KH(x; τ)로 추정할 수 있다. 띠폭 h를 다양하게 변화를 주

며 불연속 로그분산함수의 추정량들 ŝKH(x; τ), ŝYJ(x; τ)와 ŝCP (x; τ)를 계산하였다. 추정된 불연속 로

그분산함수들의 추정 정도를 비교하기 위하여 적분제곱오차 (integrated squared error)의 몬테카를로

추정치를 구하였다. Figure 3.1은 분산함수 v1(x)의 로그분산함수 추정량들인 ŝKH(x; τ), ŝYJ(x; τ)와
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ŝCP (x; τ)들의 log h의 변화에 따른 적분제곱오차들을 그린 것이다. 가는점선, 실선, 굵은점선은 각각

ŝKH(x; τ), ŝYJ(x; τ), ŝCP (x; τ)의 적분제곱오차를 나타낸 것이다. ŝYJ(x; τ)의 최소 적분제곱오차가 다

른 추정량들의 최소 적분제곱오차에 비해 작게 나타나고 있다. 한편, 국소선형적합을 이용한 두 추정량

ŝYJ(x; τ), ŝCP (x; τ)의 최소 적분제곱오차가 국소상수항적합을 이용한 ŝKH(x; τ)의 최소 적분제곱오차

보다작다는것을알수있다.

다음은 미분된 로그분산함수가 불연속인 v2(x)와 관련된 추정량인 ŝ′YJ(x; τ)와 ŝ′CP (x; τ)를 비교해

보자. Figure 3.2는 log h의 변화에 따른 추정량 ŝ′YJ(x; τ)와 ŝ′CP (x; τ)들의 적분제곱오차들을 보여주

고 있다. 실선과 점선은 각각 ŝ′YJ(x; τ)와 ŝ′CP (x; τ)의 적분제곱오차이다. 이 경우 또한 ŝ′YJ(x; τ)의

최소적분제곱오차가 ŝ′CP (x; τ)의최소적분제곱오차보다작게나타나고있다.

Figure 3.1 The ISEs as function of log-bandwidth for the case of v1. The ISEs of ŝKH(x; τ), ŝYJ (x; τ) and

ŝCP (x; τ) represented by the dotted, the solid and the dashed line respectively.

Figure 3.2 The ISEs as function of log-bandwidth for the case of v2. The ISEs of ŝ′YJ (x; τ) and ŝ′CP (x; τ)

represented by the solid and the dashed line respectively.
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4. 맺음말

Kang과 Huh (2006)가 제안한 불연속 분산함수의 추정량은 잔차제곱을 이용한 국소상수항적합인

Nadaraya-Watson 커널추정량을 사용한 것이다. 이 추정량의 경우에 경계점과 경계점과 동일한 역할

을하고있는불연속점에서의추정의정도는떨어지게된다. 음이값을취하지않는분산함수이기에, 커

널추정량에서 경계점의 문제가 없는 장점을 가진 국소선형적합을 사용하여 분산함수를 추정할 수 없어,

Kang과 Huh (2006)의추정량을개선하고자 Huh (2013)는로그분산함수를추정대상으로삼아오차제

곱의 분산을 χ2-분포로 가정하고 국소선형적합으로 불연속 로그분산함수를 추정하였다. Huh (2013)의

추정량은 Kang과 Huh (2006)의 추정량을 개선하였지만 명시적 형태를 가진 것이 아니기에, 커널가중

로그가능도함수에초기치를주어반복적으로계산을해야하는단점이있다.

Huh (2013)의 추정량의 단점인 계산상의 문제점을 극복하기 위하여, 본 연구에서 명시적 형태의 추

정량을 제시하면서도 Kang과 Huh (2006)의 추정량의 문제점인 경계점과 불연속점에서 추정의 정도를

개선할 수 있는 추정량을 제안하였다. 이는 Chen 등 (2009)이 로그잔차제곱을 이용하여 국소선형적합

으로 연속인 로그분산함수의 추정량을 제안한 방법을 이용한 것이다. 제안된 추정법은 명시적 형태를

가진 추정량을 만들지만, 잔차제곱이 0 근처인 경우 로그잔차제곱의 불안정성으로 인해 수정된 로그잔

차제곱을 사용하게 되어 왜곡된 추정량을 만들게 되는 단점이 있다. 3절의 모의실험에서 Huh (2013)의

추정량이 제안된 추정량 보다 조금 우수하게 나타나는 이유도 여기에 연유한 것이라 추측된다. 국소선

형적합 기법을 사용한 Huh (2013)와 제안된 추정량은 적합된 국소선형의 기울기로 불연속인 미분된 로

그분산함수의추정량을생각할수있는장점이있다.

Kang과 Huh (2006)와 Huh (2013)는 교차타당성 (cross-validation)을 이용한 띠폭 선택 방법을 제

시하였다. 최대가능도교차타당성, 최소제곱교차타당성, 불편교차타당성, 편의교차타당성 등을 이용한

불연속점 추정의 띠폭 선택 방법의 연구는 Huh (2012a, 2012b)에 의해 이루어졌다. 본 연구에서 제안

한추정량 ŝCP (x; τ)와 ŝ′CP (x; τ)의띠폭선택방법에대한연구도차후필요하다고본다.
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Abstract

In the regression model, Kang and Huh (2006) studied the estimation of the dis-

continuous variance function using the Nadaraya-Watson estimator with the squared

residuals. The local linear estimator of the log-variance function, which may have the

whole real number, was proposed by Huh (2013) based on the kernel weighted local-

likelihood of the χ2-distribution. Chen et al . (2009) estimated the continuous variance

function using the local linear fit with the log-squared residuals. In this paper, the es-

timator of the discontinuous log-variance function itself or its derivative using Chen et

al . (2009)’s estimator. Numerical works investigate the performances of the estimators

with simulated examples.
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