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직교격자상에서 효율적인 비압축성 자유표면유동 해법
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An efficient solution algorithm for simulating free surface problem is presented. Navier-Stokes equations for 
variable density incompressible flow are employed as the governing equation on Cartesian meshes. In order to 
describe the free surface motion efficiently, VOF(Volume Of Fluid) method utilizing THINC(Tangent of Hyperbola for 
Interface Capturing) scheme is employed. The most time-consuming part of the current free surface flow simulations 
is the solution step of the linear system, derived by the pressure Poisson equation. To solve a pressure Poisson 
equation efficiently, the PCG(Preconditioned Conjugate Gradient) method is utilized. This study showed that the 
proper application of the preconditioner is the key for the efficient solution of the free surface flow when its 
pressure Poisson equation is solved by the CG method. To demonstrate the efficiency of the current approach, we 
compared the convergence histories of different algorithms for solving the pressure Poisson equation.
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1. 서  론

선박유체역학에서 자유표면(free surface)이란 물과 대기 사

이의 경계를 뜻한다. 잠수함을 제외한 모든 선박은 자유표면

에 위치하고 있기 때문에 자유표면 문제에 대한 연구는 선박

유체역학 분야에서 지속적으로 이루어지고 있다. 자유표면유

동을 해석하기 위해서는 특성이 다른 두 유체 사이에 발생하

는 비선형적인 현상을 고려해야 된다. 그러나 선박유체역학 

분야에서 유체 유동해석에 가장 많이 쓰이는 포텐셜 이론

(potential theory)은 유체의 점성과 회전성을 무시하기 때문에 

유체의 비선형성을 구현할 수 없다. 따라서 자유표면유동을 

정확히 해석하기 위해서는 유체의 비선형성을 고려할 수 있

는 접근방법이 필요하다. 이를 전산유체역학(computational 

fluid dynamics)에 기반한 선박유체역학이라고 한다. 전산유체

역학에서 자유표면을 구현하는 대표적인 기법은 VOF(Volume 

Of Fluid)법[1]이다. 이외에도 Level Set법[2], MOF(Moment Of 

Fluid)법[3]과 같이 여러 방법들이 개발되면서 자유표면문제를 

해석하는데 많은 기여를 하고 있다.

전산유체역학 분야의 새로운 알고리즘은 a)정확도 향상과 

b)계산시간 단축에 관한 것으로 분류될 수 있다. 본 논문은 

그 중 두 번째 주제인 계산시간의 효율성을 증대시키는 방안

에 대해서 소개 하고자 한다. 비압축성 유동해석에서 계산시

간의 가장 많은 비율(약 90%)을 차지하는 부분은 압력 포아

송 방정식(pressure Poisson equation)으로부터 유도된 선형방정

식(linear equation)의 해법이다. 직교격자상에서 선형방정식의 

계수 행렬(coefficient matrix)은 일반적으로 풀이에 용이한 성

질을 가지는 대칭양정치(symmetric positive-definite)이다. 자유

표면 유동해석일 경우 약 1000:1에 가까운 물:공기의 밀도비

로 인하여 계수 행렬의 조건이 악화될 수 있다. 이를 극복하

기 위한 시도로 선형방정식의 예조건화(pre-conditioning)에 대

한 연구가 Gibuo and Min[4]에 의하여 단일 유체 유동해석에 
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시도된 바가 있다. 본 연구에서는 선형방정식 해법으로 계수 

행렬이 대칭양정치일 때 수렴성이 매우 뛰어나다고 알려진 

켤레구배(Conjugate Gradient, CG)법[5]을 사용하였다. 또한, 물

과 공기를 포함하는 자유표면 유동을 효율적으로 해석하기 

위해 켤레구배법에 예조건화 기법을 적용하였다. 이는 예조건

화된 켤레구배(Preconditioned Conjugate Gradient, PCG)법이라 

한다.

비압축성 유동해석시간의 약 90%가 선형방정식을 푸는데 

소요되기 때문에 전체 계산시간의 단축효과는 선형방정식의 

수렴도(convergence history)로 나타내었다. 일반적으로 반복횟

수의 감소는 곧 계산시간의 단축을 의미한다. 그러나 복잡한 

예조건화 과정이 추가되면 반복횟수가 감소하더라도 계산시

간은 오히려 증가하게 된다. 본 연구는 전체 계산시간 단축이 

목적이기 때문에 타 예조건화 방법에 비해 과도한 추가적인 

계산시간이 필요하지 않은 Jacobi 예조건화 방법을 사용하여 

반복횟수의 감소가 계산시간의 단축으로 직결되도록 하였다.

본 논문에서는 직교격자상의 효율적인 자유표면 구현기법

을 제시하고자 한다. 시간에 따라 변화하는 자유표면의 거동

을 표현하기 위하여 VOF법을 사용하였으며, 유체 유동에 따

라 volume-fraction의 변화를 표현하기 위하여 THINC(Tangent 

of Hyperbolic for Interface Capturing)법[6,7,8]을 적용하였다. 

THINC법을 사용하면 자유표면을 구현하는데 기하학적 재구

성(geometrical reconstruction)과정이 생략되어 기존의 VOF법[3]

에 비해 계산 시간을 단축할 수 있다.

본 논문에서는 단상유동을 효율적으로 해석하기 위해 타 

연구자에 의해 수행된 기존의 연구[4]를 자유표면유동으로 확

장하였다. 자유표면유동 해석시 단상유동 해석에 비하여 선형

방정식의 수렴성이 저하된다는 사실을 확인하였으며, 이는 예

조건화 기법으로 극복 가능함을 보여준다. 본 논문은 다음과 

같이 구성되어 있다. 2절에서는 본 연구에 적용된 직교격자상

의 효율적인 비압축성 자유표면유동 해법이 제시된다. 3절에

서는 연구 결과를 검증하기 위하여 다양한 자유표면 문제의 

해석 결과가 제시된다. 마지막으로, 4절에서는 본 해석방법의 

효율성과 신뢰성이 정리된다.

2. 자유표면유동 해법

2.1 지배 방정식

본 연구에서는 지배방정식으로 다음과 같은 비압축성 유동

의 Navier-Stokes 방정식을 고려한다.

Continuity equation :




∙  (1)

Fig. 1 Schematic figures of the cartesian grid in 2-D case

Momentum equation : 
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u는 유체의 속도벡터, Ω는 검사체적, n은 검사체적의 법선

벡터, Γ는 검사체적의 표면, p는 압력, ρ는 밀도, f는 중력과 

같은 외력 항 그리고 τ는 viscous stress tensor를 뜻한다. τ는 

index 표기법을 사용하여 식 (3)과 같이 표현 할 수 있다.

  





 (3)

2.2 직교 격자

본 연구에서는 Fig. 1과 같은 직교격자를 사용했다. 속도 

값은 격자의 경계와 중심에 위치하고, 압력 값은 격자의 중심

에만 위치하는 준 엇갈림(semi-staggered) 격자 체계이다. 비압

축성 Navier-Stokes 방정식을 풀기위해 SIA(Surface Integrated 

Average)값과 VIA(Volume Integrated Average)값을 이용하는 

VSIAM3(Volume/Surface Integrated Average based Mult-Moment 

Method)[9]를 사용했다. SIA값은 격자 경계의 평균 값을 뜻하

고, VIA값은 격자 체적의 평균 값을 뜻한다. 3차원 직교격자

에서 식 (4)는 VIA 그리고 식 (5)-(7)은 각각의 경계에 대한 

SIA를 뜻한다.
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여기서 i, j, k는 각각 x, y, z 방향에 대한 index를 뜻한다.

는 x y z, 는 x y, 는 y z, 는 x z를 

뜻한다.

2.3 압력 포아송 방정식

비압축성 유동의 Navier-Stokes 방정식을 풀기 위해 식 (2)

를 식 (8)-(11)과 같이 분할하여 계산하는 다단계(Fractional 

Step)법[10]을 사용했다. 분할함에 따라 발생하는 오차는 시간

간격을 줄임으로써 극복할 수 있다.

∆





∙   (8)

∆







∙ (9)

∆


Ω
 (10)

∆







 (11)

위의 식들을 순차적으로 풀게 되며, 식 (8)-(10)을 통해 구

하게 되는 속도는 물리적인 의미를 가지지 않는 속도이다. 이

를 중간속도(intermediate velocity)라고 정의하며 윗 첨자 *를 

사용하여 나타낸다. *의 개수는 중간속도의 순서를 의미하며 

현재와 다음단계 속도사이에는 총 3개의 중간속도가 존재하

게 된다. 식 (11)에 divergence( )를 적용하면 divergence 

theorem에 의해 식 (13)과 같은 결과를 얻을 수 있다.

Divergence Theorem :

Ω
∇∙ 



∙ (12)




∆


∙


∇


∙ (13)

비압축성 유동이기 때문에 는 식 (1)을 만족한다. 그

러나 물리적인 의미를 가지지 않는 중간속도  는 식 (1)

을 만족하지 않는다. 따라서 식 (13)은 식 (14)와 같은 압력 

포아송 방정식(pressure Poisson equation)으로 표현된다.

Fig. 2 A system of A matrix.   means number of grids about
               i-direction




∆
∙




∇


∙ (14)

압력 포아송 방정식인 식 (14)를 공간에 대해 중심 차분하

게 되면 식 (15)와 같이 표현된다. 식 (15)를 전체 격자 시스

템에 대하여 정리하면 Ax=b 형태의 선형방정식(linear 

equation)이 된다. 여기서 A는 밀도 값으로 이루어진 계수 행

렬(coefficient matrix), b는 중간속도의 divergence 값으로 이루

어진 벡터 그리고 x는 압력 값으로 이루어진 미지수 벡터이

다. 3차원 직교격자 상에서 계수행렬(coefficient matrix)은 Fig. 

2와 같이 일곱 개의 diagonal로 이루어진 대칭양정치

(symmetric positive-definite) 행렬이다.
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여기서
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2.4 예조건화된 켤레구배법

켤레구배(CG)법[5]을 적용하기 위해서는 선형방정식(linear 

equation)의 계수행렬(coefficient matrix)이 식 (17)과 같은 대칭

양정치(symmetric positive-definite) 조건을 만족해야 한다.

   for   (17)

식 (18)의 벡터함수 를 미분하게 되면 식 (19)와 같

다. 미분 값이 0이 되는 점에서 함수는 최소 값을 가지게 됨

으로 는 Ax=b를 만족하는 x값에서 최소 값을 가지게 

된다. 켤레구배법은 임의의 초기 점으로부터 벡터함수 

의 최소 값을 가지는 x값에 반복적인 과정을 통해 접근하여 

선형방정식을 푸는 방법이다.

  

∙∙ (18)

∇  (19)

 

해로 접근하는 방향은 식 (20)과 같이 식 (18)의 음의 기울

기 값을 활용하여 결정한다. 음의 기울기 값은 선형방정식의 

residual 벡터인 r과 같다. 켤레구배법에서는 해로 접근하는 방

향을 최적화하기 위하여 식 (18)의 현재단계 음의 기울기 값

과 이전단계에서의 방향성을 동시에 고려한다. 식 (28)의 p가 

해를 추적하는 방향성을 가진 벡터이다.

∇     (20)

켤레구배법의 알고리즘을 순차적으로 나열하면 식 

(21)-(28)과 같다.

   (21)

  (22)

  (23)

for   


∙
∙

(24)

Fig. 3 Pre-conditioning effect

  (25)

  (26)


∙

∙
(27)

  (28)

예조건화(pre-conditioning)는 예조건화 행렬 P를 활용하여 

식 (29)와 같이 수행한다. 이를 통해 벡터함수 도 식 

(30)과 같이 변하게 된다.

 (29)

  

∙∙ (30)

기하학적 관점에서 켤레구배법에 적용된 적절한 예조건화

는 Fig. 3와 같이 벡터함수 의 형상을 단순화시킨다. 해

를 추적하는 방향이 의 기울기에 의해 결정되기 때문에 

단순한 형상일 경우 임의의 초기값 에서 해인 로 보다 

빠르게 수렴하게 한다. 여기서 와 의 위치는 예조건화 

전후에서 각각 동일하다. 본 연구에서는 예조건화 행렬 중 A

계수행렬(coefficient matrix)의 diagonal 만으로 이루어진 Jacobi 

예조건화 행렬을 사용했다. Jacobi 예조건화 행렬은 아주 단순

하지만 diagonal이 지배적인 행렬에 적용하면 수렴성 향상에 

큰 효과가 있다.

Jacobi pre-conditioner,  (31)

켤레구배법의 수렴성을 식 (32)와 같은 간단한 포아송 방

정식(Poisson equation)에 대한 수렴도로 검증했다. 포아송 방

정식의 기본조건은 Fig. 4와 같다. 비교대상은 대표적인 선형

방정식 해법인 SOR(Successive Over Relaxation)법과 

Gauss-Seidal법이다. tolerance 값은 10-6 이다.
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Fig. 4 Layout of equation (32)







 (32)

Fig. 5를 보면 반복횟수가 증가함에 따라 켤레구배법의 경

우 타 방법에 비해 residual 값이 급격하게 감소하는 것을 확

인 할 수 있다. 이 경우 선형방정식의 계수행렬을 구성하는 

각각의 diagonal이 일정한 값으로 이루어지기 때문에 Jacobi 

예조건화 과정을 거쳐도 전체 시스템의 변화가 발생하지 않

는다. 그래서 Fig. 5에서 CG법과 PCG법이 동일한 수렴도를 

가지게 된다.

2.5 자유표면구현 방법

자유표면(free surface)을 구현하기 위해 VOF(Volume Of 

Fluid)법을 기반으로 한 THINC(Tangent of Hyperbola Interface 

Capturing)법[6,7,8]을 사용했다. VOF법은 유체의 특성함수

(characteristic function) χ를 기본으로 한다. χ는 유체의 특성에 

따라 0과 1의 사이 값을 가지는 스칼라 함수로써 다음과 같

은 관계를 만족한다.




∇∙∇∙ (33)

는 유체의 속도 벡터이다. 식 (33)을 적분형태로 나타내

면 다음과 같다.



 Ω




∙ 




∙   
(34)

Ω는 검사체적, n은 검사체적의 법선벡터, Γ는 검사체적의 

표면이다. 격자를 구성하는 셀에서 χ의 평균값을 volume- 

Fig. 5 Convergence histories of equation (32)

fraction함수 C라고 정의한다. 함수 C는 셀이 물로 가득차 있

으면 1, 공기로 가득차 있으면 0 그리고 경계(자유표면)에서

는 0과 1의 사이 값을 가진다.

  
 



 (35)

2차원에서 식 (34)은 중간단계 개념을 도입하여 다음과 같

이 분할하여 계산한다.


 

 ∆

 





∆

 



∆
(36)
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Fig. 6  Schematic figure of 1-D THINC scheme

Fig. 7 Layout of the hydrostatic pressure problem(left) and
pressure variation along y-direction(right)




 ∆

 





∆

 



∆
(37)

식 (34)의 두 번째 적분 항은 식 (36)-(37)에서 t 동안의 

χ의 flux값 F로 표현되었다. THINC법은 flux값 F를 계산하는

데 hyperbolic tangent 함수를 사용한다. 셀이 가지는 함수 C의 

값을 바탕으로 셀 내부에서 χ의 분포를 hyperbolic tangent 함

수로 나타내고 Fig. 6와 같이 Lagrangian 접근으로 flux값을 계

산한다. hyperbolic tangent 함수는 선형과 비선형적인 형상을 

모두 구현 가능할 수 있고 직접연산에 적용될 수 있기 때문

에 flux 값을 효율적으로 계산할 수 있다. 식 (36)-(37)에서 

flux값  F를 구하게 되면 다음단계의 함수 C는 explicit하게 계

산할 수 있기 때문에 각각의 셀이 가지는 유체의 특성을 파

악하여 자유표면을 구현할 수 있다.

3. 결  과

3.1 정수압 문제

정수압(hydrostatic pressure) 문제의 조건과 해석결과는 Fig. 

7과 같다. 정수압 문제에 대한 이론값은 식 (38)과 같다. 위쪽 

Fig. 8 Convergence histories of pressure Poisson equation in the 
hydrostatic pressure problem

경계조건은 대기압 값의 pressure outlet이고 나머지 경계조건

은 벽(wall)으로 지정하였다.

Hydrostatic pressure,    (38)

정수압 문제에 대한 압력 포아송 방정식의 수렴도는 Fig. 8

과 같다. 여기서 tolerance 값은 10-6이다. Fig. 8을 보면 켤레구

배(CG)법의 경우 오히려 SOR법 보다 수렴성이 좋지 않다. 이

는 물과 공기 사이의 밀도차이로 인하여 압력 포아송 방정식

으로부터 유도된 선형방정식의 계수 행렬에서 불연속이 발생

했기 때문이라고 판단된다. 반면, 예조건화된 켤레구배(PCG)

법의 경우에는 높은 수렴성이 나타나 반복횟수가 증가함에 

따라 residual 값이 급격하게 감소하는 것을 확인할 수 있다. 

이는 예조건화가 자유표면문제에서 발생하는 불리함을 극복
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Fig. 9 Layout of the dam-breaking problem

Fig. 10 Definition of    and . The initial configuration 
of the water column is indicated by the mesh lines

Fig. 11 Snapshot of the dam-breaking simulation at T=3(top),
                 T=5(middle) and T=7(bottom). Where T is
                 nondimensional time expressed at equation (41)

한 것으로 판단된다. 이를 통해 켤레구배법을 자유표면 문제

에 적용하기 위해서는 예조건화가 필수임을 알 수 있다.

3.2 댐 붕괴 문제

댐 붕괴(dam-breaking) 문제의 조건은 Fig. 9과 같다. 폭(z)

방향 길이는 0.25a이며 a값은 0.05715 m이다. 색칠된 부분은 

물이고 나머지는 공기이다. 경계조건은 정수압 문제와 동일하

다.

결과를 검증하기 위해 결과 값을 검증된 시뮬레이션 값[3]

과 실험 값[11]에 비교하였다. 비교변수로 다음과 같이 무차

Fig. 12 Surge front position(up) and column height(down)
                   comparison with experimental[11] and other CFD      
                   simulation[3] data

원화된 값을 사용했다.

Surge front position,  


(39)

Column height, 


(40)

Non-dimensional time,   




(41)

여기서 는 실제시간, 는 중력가속도이다.  ,  , 에 

대한 정의는 Fig. 10과 같다.

시간에 따른 시뮬레이션 결과는 Fig. 11과 같다. 댐 붕괴 

문제에서 해석시 가장 어려운 부분은 붕괴된 물이 전진하여 

벽과 충돌하는 부분이다. Fig. 11을 통해 붕괴된 물이 벽과 충

돌한 이후에도 안정적으로 해석되는 것을 확인할 수 있다.

시뮬레이션 결과 비교는 Fig. 12와 같다. 실험값의 부재로 

붕괴된 물이 벽과 충돌하기 전까지 결과만 비교되었다. surge 

front position의 경우 시간에 따른 변화율이 크기 때문에 셀의 

개수가 적은 경우 오차가 크게 발생하였지만, 셀의 개수가 증

가함에 따라 실험값으로 수렴하였다. column height의 경우 시

간에 따른 변화율이 작기 때문에 셀의 개수에 크게 영향을 
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Fig. 13 Convergence history of pressure Poisson equation in 
the dam-breaking problem

받지 않고 오차가 거의 발생하지 않았다.

댐 붕괴 문제에 대한 압력 포아송 방정식의 수렴도는 Fig. 

13과 같다. 여기서 tolerance 값은 10-6이다. 정수압 문제와 동

일하게 켤레구배(CG)법이 SOR법보다 수렴성이 좋지 않음을 

확인할 수 있다. 하지만 예조건화된 켤레구배(PCG)법은 매우 

뛰어난 수렴성을 보여준다. 이를 통해 동적인 자유표면유동 

도 효율적으로 해석할 수 있음을 알 수 있다.

4. 결  론

본 논문에서는 효율적인 비압축성 자유표면 유동해법을 제

시하였다. 이와 더불어 해법의 결과 또한 매우 신뢰할 수 있

음을 나타냈다. 해법의 효율성은 비압축성 유동해석에서 계산

시간의 가장 많은 비율을 차지하는 압력 포아송 방정식의 수

렴도로 나타냈다. 결과에 대한 신뢰성은 정수압과 댐 붕괴 문

제를 통해 나타냈다. 이에 대한 자세한 내용은 다음과 같다. 

(1) 효율적인 CFD 시뮬레이션

압력 포아송 방정식으로부터 유도된 선형방정식을 푸는 과

정에서의 수렴도를 비교해보면 다른 방법들과 달리 예조건화

된 켤레구배(PCG)법의 경우 반복횟수가 증가함에 따라 

residual 값이 급격하게 감소하는 것을 확인 할 수 있다. 격자

의 개수가 증가함에 따라 선형방정식을 풀기위해 1번 반복하

는데 소요되는 시간은 기하급수적으로 늘어나기 때문에 반복

횟수를 절반으로만 줄여도 그 효율성은 매우 뛰어나다. 타 방

법에 비해 예조건화된 켤레구배법의 반복횟수가 절반이하로 

줄어들기 때문에 향후 수많은 대형문제를 풀어야하는 입장에

서 본 연구의 가치는 매우 크다고 판단된다. 이와 더불어 자

유표면 유동해석에서 예조건화 과정이 필수임을 확인했다.

(2) 자유표면유동 시뮬레이션 결과의 신뢰성

정수압과 댐 붕괴와 같이 가장 기본적인 자유표면 문제를 

통해 자유표면의 효과와 유동의 형상 변화를 본 연구의 시뮬

레이션이 매우 정확히 표현하고 있음을 확인했다. 이를 통해 

본 논문에서 제시한 자유표면 유동해법을 매우 신뢰할 수 있

다고 판단된다.
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