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Abstract

This article is concerned with one of the most important prior distributions for Bayesian analysis of survival

and event history data, called Beta processes, proposed in Hjort (1990). We review the current state of

the art of beta processes and their application to survival analysis. Relevant methodological and practical

areas of research that we touch on relate to constructions, posterior distributions, large-sample properties,

Bayesian computations, and mixtures of Beta processes.
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1. 서론

본 논문은 생존자료 또는 사건사 자료를 모형화하고 분석하는 비모수 베이지안 방법론에 관한 것이다.

이러한 방법들은 전통적으로 생존자료분석에서 사용되는 Kaplan-Meier 추정량, Nelson-Aalen 추정량,

공변량이 있는 경우에는 Cox 비례위험모형과 Aalen의 가법위험모형, 그리고 시간이질(time inhomo-

geneous) 마코프과정에적용할수있는 Aalen-Johansen의방법등에대응되는베이지안의생존자료분

석 기법들이다. 지금 언급한 빈도론 관점에서의 생존자료분석과 관련된 방대한 이론 및 방법론은 An-

derson 등 (1993)이저술한책에자세히기술되어있다.

베이지안 생존분석에서 가장 근본적인 문제는 위험률, 누적위험률 또는 누적강도함수(cumulative in-

tensity function)의 사전분포를 부여하는 것으로 공변량이 있는 회귀모형의 경우 회귀계수에 대한 사전
분포 또한 함께 고려해야 한다. 이러한 사전 분포로는 여러 종류가 있지만, 그 중에서도 가장 중요한 분
포족은 단연 Hjort (1985, 1990)가 제안한 베타과정이다. 본 논문에서는 베타과정을 기반으로 하는 베

이지안 생존분석 또는 사건사자료(event history data)의 분석 대한 최신 이론과 방법론을 다루며, 나아

가향후연구되어야할문제들에대해서소개한다.

Ferguson (1973)은 미지의 분포에 대한 최초의 비모수 사전분포족인 디리끌레 과정을 제안하였다. 이

이후로 많은 사람들이 중도절단된 자료가 주어졌을 때 이에 대한 사후분포를 구하려고 노력하였다. 이

러한 결실로 Susarla와 Van Ryzin (1976)은 베이즈 추정량을 구하였고, Ferguson과 Phadia (1979)는

Doksum (1974)이제안한 NtR 과정(neutral to the right process)이중도절단된자료에대한켤레사전

분포가 된다는 사실을 증명해냈다. 하지만 NtR 과정 사전분포족은 그 범위가 상당히 넓기 때문에 모든
NtR 과정이 유용하다고 보기 어려울 뿐만아니라 수학적으로도 다루기가 쉽지 않다. 디리끌레 과정은
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NtR 과정의 한 종류이기는 하지만 중도절단자료에 대한 켤레사전분포가 아니기 때문에 이 또한 훌륭한

대안이 될 수는 없다. 중도절단자료에 대한 사전분포에 대하여 1980년대에는 큰 진전이 없다가 1990년

에 Hjort가 누적위험함수에 대한 사전분포로 베타과정을 제안하였고 이것이 중도절단자료에 대한 켤레

사전분포가 된다는 사실을 증명하였다. 또한, Hjort는 베타과정이 시간이질 마코프 과정의 누적강도함

수에 대한 사전분포로 활용되어 다중사건자료, illness-death 모형, recovery 모형 (Anderson 등, 1993)

등에 적용할 수 있다는 사실을 발견하였다. 이는 베타과정의 발견으로 인해 사건사 자료에 대한 베이지

안분석방법이현저하게발전햇다는것을의미한다.

Hjort가 처음 베타과정을 발견한 이래로 많은 사람들이 다양한 목적으로 이를 연구하기 시작하였다.

Lo (1993)은 감마과정을 사용하여 베타과정을 유도해냈고 이를 beta-neutral 과정이라고 명명하였다.

Kim (1999)는 Aalen의 일반적인 승법 셈과정 모형에서 누적강도함수에 대한 사후분포를 유도해 내

었다. Walker와 Muliere (1997)은 소위 beta-Stacy 과정이라는 사전분포를 연구하였는데, 이는 베타

과정과 거의 유사하지만 누적위험함수가 아니라 누적분포함수 관점에서 기술한 것이다. Kim과 Lee

(2003)은 Cox의 비례위험모형에서 기저누적함수에 대한 사전분포로 베타과정을 사용하였을 때 회귀
계수에 대한 사후분포를 구하였다. (이에 대한 결과의 일부는 Hjort의 1990년 첫 논문에도 소개되어 있

다.) Kim과 Lee (2001, 2004) 및 Kim (2006)에서는 베타과정 사전분포에 대한 사후분포의 대표본 이

론을 다루고 있으며 소위 말하는 좋은 성질인 점근적 일치성, 정규성 등이 성립한다는 것을 증명하였다.

De Blasi와 Hjort (2007)은 로지스틱 링크를 사용한 비례위험모형에서 사후분포의 대표본 이론을 밝혀

냈다. Damian 외 2인 (1996), Wolpert와 Ickstadt (1998), Lee와 Kim (2004)은 베타과정 표본을 생

성하는 계산 알고리즘을 각각 개발하였으며, Laud 등 (1998)은 베타과정을 사전분포로 하는 Cox 비례

위험모형에서 마코프 연쇄 몬테 까를로 (MCMC) 알고리즘을 개발하였다. Kim (2001)은 모수모형 근
처에서 정의되는 비모수 사전분포인 혼합베타과정을 제안하였고 De Blasi 등 (2009)는 여러 베타과정

을 중첩하는 비모수 사전분포를 개발하였다. Kim 등 (2012)은 베타과정을 다변수로 확장하는 격인 베

타-디리끌레 과정을 개발하였고 이것이 마코프 과정의 누적강도함수에 대한 켤레 사전분포가 된다는 사

실을증명하였다.

본 논문의 2장부터 7장까지는 베타과정과 관련된 여섯 가지 분야 (베타과정의 생성, 사후분포, 대표본

이론, 베이지안 계산법, 혼합 베타과정, 다변수로의 확장)에 대한 연구 결과를 다루었다. 마지막 장인

8장에서는몇가지논의사항과함께향후연구방향을모색하기로한다.

2. 베타과정의 생성

음이아닌실수집합 [0,∞)에서정의된분포함수 F가주어졌을때이에대응하는누적위험함수 A는

A(t) =

∫ t

0

dF (s)

1− F (s)
=

∫ t

0

dF (s)

F [s,∞)
(2.1)

로정의된다. 역으로주어진누적위험함수 A에대하여이에대응하는분포함수는

F (t) = 1−
∏

s∈[0,t]

{1− dA(s)}

로 구할 수 있는데 여기서
∏
는 곱적분 (Gill과 Johansen, 1990)을 의미한다. 그러므로 F를 추정하는

문제는 A를 추정하는 문제로 변환할 수 있고 그 반대 또한 마찬가지이다. 누적위험함수의 극소적 의미
는

dA(s) = Pr{transition in [s, s+ ds]|survival up to time s} (2.2)
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이기 때문에 F보다는 A를 추정하는 문제가 위험률 (또는 강도함수, 전이율)이라는 개념에 보다 가깝다

고 볼 수 있다. 특히 경쟁위험모형이나, 이질 시간 마코프 과정 등을 분석하는 경우 누적위험함수 A를

다루는것이 F를고려하는것보다개념적으로훨씬자연스럽다.

베타과정은 누적위험함수들의 공간인 A 상의 사전분포 및 사후분포를 구하기 위해 고안되었다. 이번

장에서는 베타과정을 생성하는 네 가지 방법에 대한 내용을 다룬다. 누적함수 공간 A는 [0,∞) 상에서

정의된 함수 A 중에서 단조증가, 우연속, A(0) = 0, 그리고 모든 t ∈ [0,∞)에 대하여 ∆A(t) ≤ 1을 만

족함과동시에 limt→∞ A(t) = ∞ 또는어떤 t > 0에대하여 ∆A(t) = 1를만족하는함수들을모아놓은

집합이다. 여기서 ∆A(t) = A(t)−A(t−) = A{t}는시간 t에서함수 A의점프크기를의미한다.

2.1. 시간 이산 과정의 극한 (Hjort, 1990)

A0를 A 원소 중 연속인 함수라 하고 c( · )을 조각별 연속인 음이아닌 함수라고 하자. 주어진 자연수

m과 i = 1, 2, . . .에 대하여 시간 공간 [0,∞)을 서로 겹치지 않는 구간들 ((i − 1)/m, i/m]로 나눈 후

ββ(am,i, bm,i)를따르는서로독립인확률변수 Xm,i를정의하자. 여기서상수 am,i과 bm,i는각각

am,i = cm,iA0

(
i− 1

m
,
i

m

]
, bm,i = cm,i

(
1−A0

(
i− 1

m
,
i

m

])
로정의되며 cm,i = c((i− 1/2)/m)이다. 그리고확률과정 Am( · )을 Am(0) = 0,

Am(t) =
∑

i/m≤t

Xm,i, ∀t ≥ 0

으로 정의하자. Hjort (1990)은 독립 증분을 갖는 어떤 확률과정 A가 존재하여 확률 1로 표본 경로가

A에 포함되며 모든 t > 0에 대하여 D[0, t] 상에서 Am( · ) →d A( · )가 성립한다는 사실을 증명하였다.

여기서 D[0, t]는 [0, t] 상에서 정의된 우연속이며 좌극한을 갖는 함수들을 모은 집합으로 Skorohod 위

상을갖는거리공간이다. 또한, 동일논문에서 Hjort는 A의 Laplace 변환이

E exp{−θA(t)} = exp

{
−
∫ 1

0

(1− e−θs) dLt(s)

}
, ∀θ ≥ 0 (2.3)

로된다는사실을증명하였다. 여기서, t ≥ 0에대하여 Lt는 A의 Lévy 측도로,

dLt(s) =

{∫ t

0

c(z)s−1(1− s)c(z)−1 dA0(z)

}
10<s<1ds

로정의되는측도이며수식 (2.3)을 A의 Lévy 표현법이라고부른다.

이러한 이론을 기반으로 Hjort (1990)은 베타과정을 다음과 같이 정의하였다. 우선 A0를 A의 원소라
하고 t1, t2, . . .에서 점프를 갖는다고 하자. 또한 c( · )을 [0,∞) 상의 조각별 연속인 음이 아닌 함수라고

하자. 이제 (c( · ), A0( · ))을모수로하는베타과정 A는 Lévy 과정으로써 Lévy 표현법이

E exp{−θA(t)} =

 ∏
j : tj≤t

E exp(−θSj)

 exp

{
−
∫ 1

0

(1− e−θs) dLt(s)

}
와같이되는확률과정으로정의한다. 여기서

Sj = ∆A(tj) ∼ Beta
{
c(tj)∆A0(tj), c(tj)(1−∆A0(tj))

}
,

dLt(s) =

∫ t

0

c(z)s−1(1− s)c(z)−1 dA0,cont(z) ds
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이며 A0,cont(t) = A0(t)−
∑

tj≤t ∆A0(tj)는 A0에서점프부분을제거하고남은연속함수이다. 확률과

정 A가 베타과정을 따를 때 A ∼ Beta{c( · ), A0( · )}라고 표기하기로 한다. 또한, Hjort (1990)는 베타

과정의평균과분산에대하여 EA(t) = A0(t)와

VarA(t) =

∫ t

0

dA0(s){1− dA0(s)}
c(s) + 1

이성립한다는사실을증명하였다. 약간의계산을더하면

E{A(t)−A0(t)}3 =

∫ t

0

2 dA0(s) {1− dA0(s)}{1− 2 dA0(s)}
{c(s) + 1}{c(s) + 2}

를보일수있다.

그러므로 베타과정에서 A0는 A에 대한 사전 추측치 생각할 수 있고, c는 이에 대한 믿음의 정도를 조

절하는 모수라고 생각할 수 있다. 또한 F가 A에 대응하는 랜덤분포함수라면 F (t) = 1 −
∏

s∈[0,t]{1 −
dA(s)}가성립하기때문에 EF (t) = 1−

∏
s∈[0,t]{1− dA0(s)} 또한만족된다는것을알수있다. 그러

므로 A0는역시나 F에대응되는누적위험함수에대한사전추측치로여길수있다.

A가베타과정이면그에대응되는랜덤분포함수 F는 NtR 과정 (Doksum, 1974)이된다. 다시말해, 단

조증가, 음이아닌 함수이면서 독립 증분을 갖는 확률과정 Y가 존재하여 1 − F (t) = exp{−Y (t)}를 만
족한다. 또한 A와는관계가 1− dA(s) = exp{−dY (s)}로된다.

베타과정은 디리끌레 과정과도 흥미로운 관계가 있는데 F가 [0,∞) 상의 디리끌레 과정이고 유한측도

aF0를기저측도로갖는다고하자. 그러면 F에대응되는누적위험함수 A는 A0와 c를모수로하는베타

과정이 되는데 (Hjort, 1990), 여기서 A0는 F0( · ) = EF ( · )의 누적위험함수이고 c(t) = aF0[t,∞)이

다. 즉, 베타과정은디리끌레과정의자연스러운확장이된다는것이다.

2.2. 감마과정의 위험률 (Lo, 1993)

Lo (1993)은 다음과 같이 두 개의 독립인 감마과정을 이용하여 베타과정을 생성하는 방법을 발견하였

다. 먼저, 주어진 [0,∞) 상의 유한측도 α가 있을 때 독립증분과정 γ의 유한차원 분포 γ(t) − γ(s) =

γ((s, t])가 평균, 분산이 모두 α((s, t])인 감마분포를 따를 때, 확률과정 γ는 α를 모수로 하는 감마과정

이라고정의한다.

이제 γα와 γβ를각각 α와 β를모수로하는독립인감마과정이라고하자. 다음으로 A라는확률과정을

A(t) =

∫ t

0

γα(ds)

γα[s,∞) + γβ [s,∞)

로정의하자. 그러면 A가 c(t) = α[t,∞) + β[t,∞)와

A0(t) =

∫ t

0

α(ds)

α[s,∞) + β[s,∞)

를 모수로 하는 베타과정이 된다는 사실이 Lo (1993)에 의해 증명되었다. 이러한 생성법은 유용하기는

하지만 c(t)가반드시단조감소함수여야한다는제약이있기때문에완전히일반적이지는않다.

2.3. 포아송 측도를 통한 접근 (Kim, 1999)

Kim (1999)는 포아송 랜덤 측도의 개념을 통해 베타과정을 설명하였다. 이는 준마팅게일을 방식의 접

근법으로 A 상의 독립증분 과정 A의 Lévy 측도를 다음과 같이 정의하는 것이다. 주어진 A 상의 독립
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증분 과정 A가 있을 때 [0,∞) × [0, 1] 상의 랜덤측도를 µ(dt, dx) = I{A[t, t + dt] ∈ [x, x + dx]}로 정
의하자. 그러면 µ가 포아송 랜덤측도 (Jacod과 Shiryaev, 1987)가 된다는 사실을 쉽게 증명할 수 있

는데 포아송 랜덤측도는 평균 측도인 ν(dt, dx) = E(µ(dt, dx))에 의해 그 성질이 규명된다. 역으로,

[0,∞)× [0, 1] 상의 σ-유한측도인 ν가주어지면평균측도가 ν인포아송랜덤측도 µ가유일하게존재하

는데이때 µ의 subordinator를

A(t) =

∫ t

0

∫ 1

0

xµ(ds, dx)

로 정의할 수 있다. 따라서 A 상의 독립증분 확률과정은 [0,∞) × [0, 1] 상의 σ-유한 측도 하나를 선택

하기만하면완전히정해진다.

A를 A 상의 확률적으로 연속(stochastically continuous)이고 Lévy 표현법이 (2.3)으로 주어지는 독립

증분과정이라고가정하자. 그러면모든 t > 0와 [0, 1] 상의보렐집합 B에대하여

ν([0, t]×B) =

∫
B

dLt(x)

가 성립한다는 사실을 증명할 수 있다 (Jacod과 Shiryaev (1987)의 Theorem II.4.8). 그러므로 ν는

Lévy 측도 Lt의또다른표현법이라고할수있다.

A 상에서 평균이 A0인 동시에 확률적으로 연속인 독립증분과정 A를 생성하는 문제를 생각해보자. 이

때 Lévy 측도는

ν(dt, dx) = ft(x) dx dA0(t)

로주어져있다고하자. EA(t) = A0(t)가성립하기때문에

EA(t) =

∫ t

0

∫ 1

0

xfs(x) dx dA0(s) = A0(t). (2.4)

또한 성립해야 한다. 식 (2.4)를 만족하는 ft(x)를 선택하는 하나의 방법으로 xft(x)가 모든 t > 0에

대하여 [0, 1] 상의 확률밀도함수가 되도록 하는 것이 있다. 따라서 xft(x)에 대한 자연스러운 선택

은 α(t)와 β(t)를 모수로 하는 베타분포의 확률밀도함수가 되도록 하는 것이다. 이러한 맥락 하에서

Kim과 Lee (2001)은 (α(t), β(t), A0(t))를모수로하는확장된베타과정을제안하였는데이는독립증분

을가지는동시에

ν(dt, dx) =
1

x

Γ(α(t) + β(t))

Γ(α(t))Γ(β(t))
xα(t)−1(1− x)β(t)−1 dA0(t). (2.5)

를 Lévy 측도로 갖는 확률과정을 말한다. 참고로 (c(·), A0(·))를 모수로 하는 베타과정은 수식 (2.5)에

서 α(t) = 1이고 β(t) = c(t)인특별한경우이다.

3. 사후 분포

베타과정을 처음 소개한 Hjort는 1990년 논문에서 누적위험함수뿐만 아니라 시간이질 마코프 과정의

누적강도함수에 대한 사전분포로도 베타과정을 사용하였다. Kim (1999)는 Hjort의 결과들을 셈과정에

대한 Aalen의일반적인승법강도모형 (이러한모형은 Andersen 등 (1993)에잘설명되어있다)으로확

장하였다. 이번 장에서는 우선 누적위험함수의 사전분포로 베타과정을 사용했을 때의 사후분포를 유도

하고그다음시간이질마코프과정과 Aalen의일반적승법셈과정모형을다루기로한다. 또한 Cox의

비례위험모형을베이지안관점에서다루는방법을소개하기로한다.
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3.1. 누적위험함수의 사후분포

X1, . . . , Xn를 누적분포함수가 F인 i.i.d. 생존시간이라 하고 C1, . . . , Cn을 Xi와 독립인 중도절단시간

이라하자. 관측치가중도절단되었기때문에실제관측치는 (T1, δ1), . . . , (Tn, δn)로표현할수있다. 여

기서 Ti = min(Ci,Xi)이고 δi = I{Xi ≤ Ci}이다. A를 F의누적위험함수라고하자.

A에 대한 사전분포로 (c( · ), A0( · ))를 모수로 하는 베타과정을 고려하자. 사후 분포에 관하여 Hjort

(1990)에나와있는가장중요한내용은사후분포또한 (cp0( · ), A
p
0( · ))를모수로하는베타과정이된다는

것이다. 여기서

Ap
0(t) =

∫ t

0

c(s) dA0(s) + dN(s)

c(s) + Y (s)
and cp0(t) = c(t) + Y (t) (3.1)

이며 N(t) =
∑n

i=1 I{Ti ≤ t, δi = 1}는 셈과정, Y (t) =
∑n

i=1 I{Ti ≥ t}는 위험에 노출되어 있는 개체
수이다.

사후분포에 관해서는 몇 가지 짚고 넘어가야 할 것들이 있다. 첫째로 베타과정 분포족은 우측으로 중도

절단된 자료에 대하여 켤레 사전분포가 된다는 것이다. 참고로 디리끌레 과정과 감마 과정은 모두 우측

중도절단 자료에 대한 켤레 사전분포가 아니다. 둘째는 제곱손실함수에 대한 베이즈 추정량이 사후 분

포의 평균, 즉 Ap
0(t)이 된다는 것이다. 이 형태를 자세히 들여다 보면 사전 추측치와 빈도론의 Nelson-

Aalen 추정량 Â(t) =
∫ t

0
dN(s)/Y (s)의가중평균으로이루어져있어매우흥미롭다. 또한, c(s)는시간

s에서 위험에 노출되어 있는 가상의 사전 표본 수로 해석할 수가 있는데 여기서 가상의 표본은 누적위

험함수가 A0인 분포를 따른다고 생각하면 된다. 셋째로 c( · )이 0으로 수렴할 때 베이즈 추정량은 빈도

론의 추정량으로 수렴한다. 따라서 비모수 최대우도추정량이라 할 수 있는 Nelson-Aalen 추정량은 사

전 정보가 전혀 없을 때의 베이즈 추정량이라고 생각할 수 있다. 마지막으로 Hjort (1990)에서 언급되

었듯이 사전분포의 정확도에 해당하는 함수 c(t)는 용도에 따라 유동적으로 정해질 수 있다. 예를 들어,

t > t0인 A(t)을추론하고자할때 [0, t0]까지의관측치들을바탕으로사전분포를정할수도있다는것인
데 이는 사전분포에 필요한 두 모수 c(t)와 A0(t)가 실험 전부터 완전히 결정될 필요가 없다는 것을 의

미한다.

3.2. 누적강도함수의 사후분포

X1, . . . , Xn를 상태공간 {1, . . . , k} 상에서 정의된 독립인 시간이질 마코프 과정이라고 하고 j ̸= h일

때의 누적강도함수를 Ah,j라고 하자. 누적강도함수는 직관적으로 다음과 같이 생각할 수 있다 (cf. 식

(2.1)과식 (2.2)).

dAh,j(s) = Pr{transition occurs h → j, inside [s, s+ ds] | Xi(s) = h}. (3.2)

전통적인 생존분석이라 함은 상태가 단 두 종류(살아 있거나 죽은)이며 가능한 전이 방향 또한 한 가지

밖에 없는 경우이다. 그러므로 생존분석에서 마코프 과정을 고려하게 되면 그 응용 범위가 훨씬 넓어진
다.

사전분포로 Ah,j가 확률적으로 연속이고 독립이며 평균 및 정확도 모수가 Ãh,j , ch,j인 베타과정을 따른

다고하자. Hjort (1990)과 Kim (1999)는각각 Ah,j의사후분포가마찬가지로독립인베타과정이며평

균, 정확도모수가가 Ãp
h,j , c

p
h,j로주어진다는사실을증명하였다. 여기서

Ãp
h,j(t) =

∫ t

0

ch,j(s) dÃh,j + dNh,j(s)

ch,j(s) + Yh(s)
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이며 cph,j(t) = ch,j(t) + Yh(t)이다. 또한,

Nh,j(t) =

n∑
i=1

∑
s≤t

I{Xi(s) = j,Xi(s−) = h}, Yh(t) =

n∑
i=1

I{Xi(t−) = h}

는각각 h → j로전이되는셈과정과현재 h에있는지의여부를나타내는확률과정이다.

Kim (1999)은 시간이질 마코프 과정를 통하지 않고도, Aalen의 일반적인 승법강도모형에서 비슷

한 결과를 도출해냈다. 우선 주어진 셈과정 N이 Aalen의 승법강도모형을 따른다는 것은 어떤 예

측가능과정(predictable process) Y (t)와 단조증가이면서 음이아닌 함수 A(t)가 존재하여 N(t) −∫ t

0
Y (s)dA(s)가 마팅게일이 된다는 것이다. 이 때 A를 N의 누적강도함수라고 부른다. 하나의 예

를 들자면, Y (t) ≡ 1인 경우 N(t)는 평균이 A(t)인 포아송 과정이 된다. 또 하나의 중요한 예는 중도절

단된포아송과정으로 N이포아송과정이고 Y가 0-1의값을가지는조각별상수과정일때 Y (t) = 1인

경우에만 셈과정 N(t)를 관측하고 Y (t) = 0인 경우에는 관측할 수 없는 경우이다. 이 때 관측되는 셈
과정 Nc(t) =

∫ t

0
Y (s) dN(s) 또한 Aalen의 승법강도모형을 따른다는 사실이 잘 알려져 있다. Kim

(1999)는 A에 대한 사전분포로 베타과정을 사용했을 때 사후분포 또한 식 (3.1)을 모수로 하는 베타과

정이된다는것을증명하였다.

3.3. Cox의 비례위험모형

비례위험모형은다음과같이정의된다. 먼저 i = 1, . . . , n에대하여 X1, . . . , Xn은생존시간이라고하고

Z1, . . . , Zn를 Rp 상의공변량이라고하자. 공변량 Zi가주어졌을때 Xi의분포 Fi를

1− Fi(t) = {1− F (t)}exp(β
tZi) (3.3)

라고 가정한다. 여기서 β ∈ Rp는 미지의 회귀계수이고 F 또한 미지의 분포함수로 공변량이 0벡터일

때의 생존시간에 대한 분포함수이다. 대부분의 응용 분야에서 생존시간이 우측 중도절단되었다는 사실

을 고려하면 Ci를 Xi와 Zi에 독립인 중도절단 시간, Ti = min(Ci, Ti), δi = I{Xi ≤ Ci}라고 했을 때
관측치는 D\ = {(T∞, δ∞,Z∞), . . . , (T\, δ\,Z\)}가된다.

수식 (3.3)은위험률이아니라로그생존함수에대한비례모형처럼보이지만동치인수식 (cf. 식 (2.1))

1− dAi(s) = {1− dA(s)}exp(β
tZi), (3.4)

로 바꾸어 놓고 보면 그 이름의 유래를 짐작할 수 있다. 이러한 표현은 시간이 이산인 경우를 자연스럽

게확장한것으로수학적으로다루기편리하다.

비례위험모형 식 (3.4)에는 두 개의 모수(회귀계수 β와 기저누적위험함수 A)가 있다. 준모수 베이지안

분석을 위한 자연스러운 방법은 기저누적위험함수 A에는 베타과정을, 그리고 회귀계수 β에는 적절한

밀도함수 π(β)를 사전분포로 부여하는 것이다. 이는 Hjort (1990)의 6장에서 소개된 베이지안 Cox 회

귀모형의 원형으로 볼 수 있다. 이 논문에서 Hjort는 모든 관측시간이 서로 다를 경우 (A, β)에 대한 사

후분포를유도해냈다. 동일한관측치가있는경우에대한확장은 Kim과 Lee (2003)의논문에서다루었

는데여기서는이러한일반적인경우를다루기로한다.

먼저 i = 1, . . . , n에 대하여 셈과정 Ni(t) = I{Ti ≤ t, δi = 1}를 정의하고 Yi(t) = I{Ti ≥ t}, 합과정은
N(t) =

∑n
i=1 Ni(t), 차분을 ∆N(t) = N(t) − N(t−), 그리고 Y (t) =

∑n
i=1 Yi(t)라고 하자. 다음으로

qn을 중도절단되지 않은 서로 다른 관측 시간의 수라 하고 t1 < t2 < · · · < tqn을 그 값으로 표기하자.
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이제

Dn(t) = {i ≤ n : Ti = t, δi = 1}, Rn(t) = {i ≤ n : Ti ≥ t}

라하고 R+
n (t) = Rn(t)−Dn(t)라하자. 그러면사후분포에대하여다음이성립한다.

(i) β와 D\이주어졌을때, A의사후분포는 Lévy 측도가

ν(dt, dx | β,D\) =
1

x
(1− x)

∑
j∈Rn(t) exp(βtZj)+c(t)−1 dx dt

+

qn∑
i=1

dHn,i(x | β)δti(dt),

로 주어지는 독립증분과정이다. 여기서 δa 는 a에서 전체 질량 1을 갖는 디락 측도이고 Hn,i( · | β)는
[0, 1] 상에서정의되는확률측도로

hn,i(x | β) = 1

x

 ∏
j∈Dn(ti)

{
1− (1− x)exp(β

tZj)
} (1− x)

∑
j∈R

+
n (ti)

exp(βtZj)+c(ti)+1
. (3.5)

에비례하는밀도함수를가진다.

(ii) β의주변사후분포는

π(β | Dn) ∝ π(β) exp{−ρn(β)}
qn∏
i=1

∫ 1

0

hn,i(x | β) dx

로주어지며, 여기서

ρn(β) =
n∑

i=1

∫ Ti

0

∫ 1

0

1

x

{
1− (1− x)exp(β

tZi)
}
(1− x)

∑n
j=i+1 exp(βtZj)+c(t)−1 dx dt

이다.

참고로 β가 주어졌을 때 A는 베타과정과 거의 비슷하지만 δi = 1인 Ti, 즉, 관측된 생존시간에서 랜덤
점프의분포가베타분포는아니다. Hjort (1990)의 6장이나 Kim과 Lee (2003)의논문에 A의사후분포

에대한평균과분산이자세히기술되어있다.

4. 대표본 이론

베이지안 통계에서는 사후분포의 여러가지 대표본 이론을 다루기도 한다. 첫째가 사후분포의 일치성에

관한것인데이는자료의수가커짐에따라사후분포의확률대부분이자료를생성하는참분포주변으로
몰려드는 현상을 말한다. 두 번째 성질은 소위 Bernstein-von Mises(BvM) 정리라고 불리는 것인데 사

후분포의 점근 분포가 최대우도추정량의 표본분포와 점근적으로 같아지는 성질이다. 사후분포의 이러

한 성질들은 사후분포의 평균 추정량, 즉 베이즈 추정량의 극한분포를 결정한다. 본 장에서는 베타과정

사전분포에대한이러한대표본이론을살펴보기로한다.

모수공간이 클 때 Diaconis와 Freedman (1986)은 사후분포가 불일치성을 가질 수 있다는 것을 보였

는데 이 이후로 사후분포의 대표본 이론에 관한 것이 많이 연구되기 시작하였다 (e.g. Hjort (1986),

Barron (1988), Barron 등 (1999), Ghosal 등 (1999), Ghosal 등 (2000), Shen과 Wasserman (2001),

Walker와 Hjort (2001), Ghosh와 Ramamoorthi (2003), Walker (2003, 2004)). 하지만, 이러한 이론
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과 방법론은 보통 모형에 속하는 모든 분포함수를 지배하는 σ-유한 측도의 존재성 하에서 전개된다. 사

후분포를 구하기 위해 베이즈 정리를 사용하는 위의 일반적 이론에서 이 가정은 필수적이다. 하지만 베

타과정에서 나오는 표본 경로는 확률 1로 이산분포인데 이로 인해 모든 이산확률분포뿐만 아니라 모든

연속확률분포를고려해야한다. 이를모두지배하는 σ-유한측도는존재하지않을뿐만아니라사후분포

를 구하기 위해 베이즈 정리를 직접적으로 사용하기도 어렵다. 따라서 위에서 언급한 논문과 이론들을

생존모형에직접적으로적용할수는없다.

사후분포에 비해 베이즈 추정량의 점근적 성질을 구하는 것은 상대적으로 쉽기 때문에 먼저 이를 살펴
보기로 하자. Nelson-Aalen 추정량 Â(t) =

∫ t

0
dN(s)/Y (s) 은 점근적으로 일치하며 정규분포로 수렴

할 뿐만아니라 효율적이라는 사실이 잘 알려져 있다 (Andersen 등, 1993). 수식 (3.1)의 베이즈추정량

Ap
0(t)와 Nelson-Aalen 추정량을 비교해보면 supt∈[0,τ ] c(t)가 유계이며 X1, . . . , Xn이 연속인 누적위험

함수 A∗(t)로부터나온랜덤표본일경우

sup
t∈[0,τ ]

∣∣∣Ap
0(t)− Â(t)

∣∣∣ = Op

(
1

n

)
가성립한다는것을증명할수있다. 따라서베이즈추정량은 Nelson-Aalen 추정량과똑같이좋은점근
적성질을가진다는것을알수있다. 이러한결과는 Hjort (1990)에의해처음밝혀졌다.

베타과정의사후분포에대한점근이론은 Kim과 Lee (2003)에의해처음밝혀졌다. 이들은우측중도절

단된 자료에서 누적위험함수에 대한 사전분포로 베타과정을 사용하였을 때 그 사후분포가 일치성을 갖
는다는 사실을 증명하였다. 즉, X1, . . . , Xn이 연속인 누적위험함수 A∗(t)로부터 나온 랜덤 표본일 경

우적당한조건하에서확률 1로어떠한 ϵ > 0에대해서도

πp

(
sup

t∈[0,τ ]

|A(t)−A∗(t)| < ϵ|Dn

)
→ 1

이 성립한다는 것을 보인 것이다. 여기서 πp(·|data)는 A의 사후분포, Dn = {(T1, δ1), . . . , (Tn, δn)}이
다. 또한, 식 (2.5)에서 정의된 확장된 베타과정 중 원래의 베타과정 (α(t) ≡ 1)만이 점근적으로 일치한
다는 사실을 증명하였다. 이는 독립증분과정 중 불일치하는 사전분포가 있다는 것이기 때문에 매우 놀

라운 사실이다. 이전까지만 해도 사람들은 독립증분과정의 성질이 매우 좋기 때문에 모든 독립증분과정

에대한사후분포가일치할것이라고생각하였다. Kim과 Lee (2001)은이러한믿음이사실이아니라는

것을증명한셈이다.

나아가 Kim과 Lee (2003)는 어떤 독립증분과정을 사전분포로 사용하면 사후분포는 일치하지만 BvM

정리가 성립하지 않는다는 사실을 증명하였다. 다행히도 이들은 같은 논문에서 베타과정을 사용하면

BvM 정리가성립한다는것을증명하였다. 즉, 확률 1로

πp
(√

n
(
A( · )− Â( · )

)
∈ · |Dn

)
− L

(√
n
(
Â( · )−A∗( · )

)
∈ ·
)
→ 0

이성립한다는것이다. 여기서 Â는 Nelson-Aalen 추정량이고 L( · )는 Â의표본분포이다.

비례위험모형 하에서는 Kim (2006)의 결과에 따르면 기저위험함수뿐만 아니라 회귀계수에 대해서도
BvM 정리가성립한다.

5. 베이지안 계산법

베타과정에 대한 이론이 발달함에 따라 베타과정과 관련된 계산 방법에 대한 연구 또한 중요해졌다. 가

장 중요한 것은 베타과정의 표본 경로를 생성하는 알고리즘에 관한 것이다. 이러한 알고리즘은 Hjort
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(1990)에 나오는 시간 이산화 방법 (2.1장)에 더하여 Damien 등 (1996), Wolpert와 Ickstadt (1998),

Lee와 Kim (2004) 등에 의해서 개발되었다. 본 장에서는 베타과정의 표본경로를 생성하는 세 가지 방

법을 다루고 이러한 방법들이 비례위험모형 하의 MCMC에서 어떻게 쓰이는 지에 대해 설명하기로 한

다.

5.1. 베타과정의 표본경로 생성법

우선, A가 (c( · ), A0( · ))를모수로하는확률적으로연속인베타과정이라고하고주어진구간 [0, τ ]에서

A의표본경로를생성하는다음세가지방법을살펴보자.

시간이산화알고리즘 (Hjort, 1990):

(1) 충분히큰 m을잡고, i ≤ mτ에대하여 2.1장에나온대로독립인확률변수 Xm,i ∼ β(am,i, bm,i)를

생성한다.

(2) A(t) =
∑

i/m≤t Xm,i라고놓는다.

가중포아송알고리즘 (Damien 등, 1996):

(1) 충분히큰 m에대하여 dA0(t)/A0(τ)로부터 i.i.d. 확률변수 T1, . . . , Tn을생성한다.

(2) i = 1, . . . ,m에대하여 Xi ∼ Beta(1, c(Ti))를생성한다.

(3) i = 1, . . . ,m에대하여, λi = A0(τ)/(nXi)라놓고 Zi ∼ Pois(λi)를생성한다.

(4) A(t) =
∑

i≤m XiZiI{Ti ≤ t}라놓는다.

ε-근사알고리즘 (Lee와 Kim, 2004):

(1) 충분히 작은 ε > 0에 대하여, 점프의 총 수 M을 Pois(λ)에서 생성한다. 여기서 λ = ε−1
∫ τ

0
c(s)

dA0(s)이다.

(2) 점프 시간 (s1, . . . , sM )을 다음과 같이 생성한다: i = 1, . . . ,M에 대하여 [0, τ ] 상에서 확률밀도

함수가 c(s) dA0(s)에 비례하도록 i.i.d. 확률변수 r1, . . . , rM를 생성한 후 si = r(i)라고 한다. 여기서,

r(i)는 i번째순서통계량이다.

(3) 점프크기 (x1, . . . , xM )를 xi | si ∼ Beta(ε, c(si))로부터생성한다.

(4) A(t) =
∑

i≤M xiI{si ≤ t}로놓는다.

(1) 위의 세 알고리즘은 모두 주어진 베타과정을 근사하는 알고리즘이다. 예를 들어, 포아송 가중 알고

리즘에서는 m이 ∞로 갈 때, ϵ-근사 알고리즘에서는 ϵ이 0으로 갈 때 생성된 표본경로가 베타과정으로

수렴한다.

(2) Damien 등 (1996)은 원래 베타과정의 증분을 계산하기 위해 포아송 가중 알고리즘을 개발하였고

앞에서 소개한 알고리즘은 이를 약간 변형한 것이다. 포아송 가중 알고리즘의 문제점 중 하나는 생성된

표본 경로의 점프 크기가 1보다 클 수 있다는 것인데 이는 사후분포의 질량이 음의값을 가질 수도 있게

한다. 다른알고리즘들은이러한문제점이없다.

Figure 5.1은 가중 포아송 알고리즘을 통해 A0(t) = 2t와 여러 상수값 c에 대한 베타과정의 점프와 표

본 경로를 그린 것이다. 그림을 보면 c 값이 작을 때는 소수의 큰 점프가 전체 경로의 대부분을 차지하

고반대의경우작은점프가많이모여전체경로를결정한다는것을알수있다.
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Figure 5.1. Beta process relaization with A0(t) = 3t and (a) c(t) ≡ 10, (b) c(t) ≡ 3 and (c) c(t) ≡ 1. The left

panels and right panels draw jumps and sample paths, respectively.

5.2. 비례위험모형에서의 MCMC 알고리즘

본 장에서는 베이지안 생존분석에서 베타과정의 표본경로 생성 알고리즘이 어떻게 사용되는지를 설명한
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다. 이를위해비례위험모형에서베이지안방법에사용되는 MCMC 알고리즘을소개한다.

비례위험모형에관한기본적인사항들은 3.3장에소개했었다. A에대한사전분포로는 Beta(c(·), A0(·)),
β에 대한 사전분포로는 π(β)를 사용하기로 한다. β와 관측치가 주어졌을 때 A의 사후분포는 3.3장에

주어져있다. A의사후분포는연속인부분 Acont와이산부분 Adisc 둘로분해하여 A = Acont +Adisc로

쓸수있는데여기서

Acont ∼ Beta

(
Rn(t, β) + c(t),

c(t)

Rn(t, β) + c(t)
A0(t)

)
이고 Rn(t, β) =

∑
j∈Rn(t) exp(β

tZj)이다. 또한 Adisc는 중도절단되지 않은 관측 시간인 t1 < · · · <
tqn에서의 고정 점프만으로 이루어져 있으며 점프의 분포는 수식 (3.5)를 따른다. 앞서 말했듯이 점프

크기의 분포가 베타분포가 아니기 때문에 β가 주어졌을 때 A의 사후분포는 베타과정이 아니다. 하지만

연속인 부분 Acont는 베타과정이므로 Acont의 표본경로는 6.1장에서 소개한 알고리즘을 통해 생성할 수

있다. Laud명 등 (1998)은 두 개의 보조변수를 사용하여 Adisc를 생성하는 멋진 알고리즘을 개발하였

다.

일단 A를 생성하면 β는 다음과 같이 생성하면 된다. 먼저 u1, . . . , uqn을 t1, . . . , tqn에서 Ad의 점프 크

기라하고 {(s1, x1), . . . , (sM , xM )}를 Ac의점프시간과크기라고하자. 참고로 t ∈ [0, τ ]에대하여

A(t) = Ac(t) +Ad(t) =

M∑
i=1

xiI{0 ≤ si ≤ t}+
qn∑
i=1

uiI{0 ≤ ti ≤ t}

로쓸수있다. 그러면 A가주어졌을때회귀계수 β의사후분포밀도함수는

π(β)

qn∏
i=1

{
ki∏
j=1

(
1− (1− ui)

exp(βtzi(j))
)
(1− ui)

R+
n (ti,β)

}
×

M∏
j=1

(1− xj)
Rn(sj ,β) (5.1)

에 비례한다. 여기서, R+
n (t, β) =

∑
j∈R+

n (t)
exp(βtZj)이고 ki는 ti에서의 중도절단되지 않은 관측

시간의 수, zi(j)는 Dn(ti)에 속하는 j번째 관측치의 공변량 벡터이다. β를 생성하는 것은 임의보행

Matropolis–Hastings 알고리즘을 사용하면 되는데 저자들의 경험에 의하면 이 방법은 매우 유용하다.

대안으로 β 생성 시 log π(β)가 위로 볼록한 함수이면 Laud 등 (1998)처럼 Gilks와 Wild (1992)의 알

고리즘을사용할수도있다.

전체 MCMC 알고리즘은위에서설명한방법대로 A와 β가수렴할때까지반복적으로시행하면된다.

6. 혼합 베타과정

이번 장에서는 베타과정을 응용하는 한 방법을 다루기로 한다. 많은 문제에서 모수 분포족을 사용할 수

있기는 하지만 보통의 경우 자료가 완전히 모수 모형을 따른다고 보기는 힘들다. 이런 경우 베이지안은

모수 분포족 주변에 대부분의 질량을 갖는 비모수 사전분포를 사용할 수 있다. Doss (1994)는 혼합 디

리끌레 과정을 사용하였고 그 후에 Kim (2001)은 다음과 같은 혼합 베타과정을 고안하였다. 먼저 누적

위험함수에대한모수분포족 Aθ를고른다. 다음으로주어진모수족 Aθ와조각별연속이면서음이아닌

함수 cθ(t) (θ ∈ Θ ⊂ Rp)에 대하여 확률 측도 ν를 따르는 θ를 선택한다. 여기서 ν는 Θ 상에 정의된 사

전분포이다. 이제 A가 β{cθ( · ), Aθ( · )}로부터 생성하면 이 A가 혼합 베타과정이 된다. 혼합 베타과정

을따르는 A를

A ∼
∫

Beta {cθ( · ), Aθ( · )} ν(dθ). (6.1)
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로표기하도록한다.

이제 A를수식 (6.1)의혼합베타과정이라고하고주어진관측치 (T1, δ1), . . . , (Tn, δn)가있을때 T(1) ≤
· · · ≤ T(n)를 T1, . . . , Tn의순서통계량이라고하자. 그리고 qn은 T1, . . . , Tn 중중도절단되지않은서로

다른 값의 수라 하고 v1, . . . , vqn 을그관측값이라고 하자. Kim (2001)은 (T1, δ1), . . . , (Tn, δn)가 주어

졌을때 A의사후분포또한혼합베타과정∫
Beta {cpθ( · ), A

p
θ( · )} ν

p (dθ | Tn, δn) ,

이된다는것을보였다. 여기서

νp (dθ | Tn, δn) ∝ exp

{
−

n∑
i=1

∫ T(i)

0

cθ(s)

cθ(s) + n− i
dAθ(s)

}

×
qn∏
k=1

cθ(vk)λθ(vk)

dn(vk)∏
j=1

{cθ(vk) + Yn(vk)− j}

−1

ν(dθ),

이고

dAp
θ(s) =

cθ(s) dAθ(s) + dN(s)

cθ(s) + Y (s)
and cpθ(s) = cθ(s) + Y (s)

이며 N과 Y는 3.1장에서정의된것과같다.

Kim (2001)은 θ의 사후분포가 cθ의 선택에 크게 의존한다는 사실을 보였다. 특히 cθ(t) ≡ c > 0인 경

우 θ의 사후분포가 이상한 경향을 보였는데 (사적인 대화를 통해) Hjort 또한 비슷한 현상을 발견하였

다. Hjort는 Aθ(t) = θt일 때 베이즈 추정량이 O(n/ logn)의 속도로 수렴한다는 사실을 증명하였다.

이는 θ의 사후분포가 A의 사후분포에 막대한 영향을 미친다는 것이며 그 결과 A의 사후분포에 대한 대

표본성질이일반적인이론과크게다를수있다는것을의미한다. 이와는대조적으로, Kim (2003)에서

cθ(t) = c exp{−Aθ(t)}이고 c > 0인 경우 A와 θ의 사후분포가 모두 정상적으로 행동한다는 것을 보였

다. 게다가 Kim과 Hjort (2012)에서는 A가적당한조건하에있고

0 < inf
θ∈Θ,t∈[0,τ ]

cθ(t) exp(Aθ(t)) ≤ sup
θ∈Θ,t∈[0,τ ]

cθ(t) exp(Aθ(t)) < ∞ (6.2)

이 만족되면 A에 대한 BvM 정리 또한 성립한다는 사실을 증명하였다. 현재 본 저자들은 혼합 베타과

정에대하여 BvM 정리가성립하기위해서는수식 (6.2)가반드시필요한조건일거라믿고있다.

7. 베타-디리끌레 과정: 다변수로의 확장

베타-디리끌레 과정을 쉽게 설명하기 위해 먼저 K 종류의 사건이 있는 경쟁위험모형을 생각해보자.

X(t)를 t 시점에서 개체의 상태, 즉 시간 t까지 아무런 사건도 발생하지 않았다면 X(t) = 0, t 시점

이전에 k번째 종류의 사건이 발생했다면 X(t) = k로 하기로 한다. A(t) = (A1(t), . . . , AK(t))는 마

코프 과정 X(t)의 누적강도함수, 다시 말해 k = 1, . . . ,K에 대하여 Pr(X(t) = 0|X(t−) = 0) =

1−
∑K

k=1 ∆Ak(t), 그리고 Pr(X(t) = k|X(t−) = 0) = ∆Ak(t) 라고하자.

먼저 A를 T = {t1, . . . , tm}에서만 점프를 하는 이산확률과정이라 하자. 그러면 A에 대한 자연스러운

사전분포는

π(A) ∝
m∏

j=1

K∏
k=1

(∆Ak (tj))
αk(tj)

(
1−

K∑
k=1

∆Ak(tj)

)αK+1(tj)
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와 같이 서로 독립인 디리끌레 분포를 부여하는 것이다. 하지만 Hjort (1990)는 이러한 독립 디리끌

레 분포가 maxj |tj − tj−1| → 0일 때 A∗ = (A∗
1, . . . , A

∗
K)로 수렴한다는 사실을 보였는데 여기서

A∗
1, . . . , A

∗
K는 서로 독립인 연속 베타과정이다. 참고로 연속 시간 상의 베타과정을 누적강도함수에 대

한사전분포로사용하면켤레가되지않을수도있다 (Kim 등, 2012).

Ak들이 서로 독립이 아닌 켤레 사전분포가 되게 하기 위해 Kim 등 (2012)은 다음과 같은 베타-디리끌

레 과정을 개발하였다. 먼저 A가 이산과정으로 T = {t1, . . . , tm}에서만 점프를 하는 경우부터 살펴보
자. ∆A(t) = (∆A1(t), . . . ,∆AK(t))라고표기하고 j = 1, . . . ,m에대하여 ∆A(tj)를서로독립이라하

자. ∆A·(tj) =
∑K

k=1 ∆Ak(tj)가 (α(tj), β(tj))를 모수로 하는 베타분포를 따르면서 ∆A·(tj)가 주어졌

을때 (∆A1(tj)/∆A·(tj), . . . ,∆AK(tj)/∆A·(tj))의분포가 (γ1(tj), . . . , γK(tj))를모수로하는디리끌

레분포라고하자. 그러면이에대응되는 ∆A(tj)의밀도함수는

(∆A· (tj))
α(tj)−

∑K
k=1 γk(tj) (1−∆A· (tj))

β(tj)−1
K∏

k=1

∆Ak (tj)
γk(tj) (7.1)

에 비례하는데 이 분포를 베타-디리끌레 분포라고 한다 (Kim 등, 2012). 여기서 ∆Ak(tj) ≥ 0이고

0 ≤ ∆A·(tj) ≤ 1이다. 또한 이런 식으로 형성된 확률과정 A를 이산 베타-디리끌레 과정이라고 한다.

동일 논문에서 저자들은 시간 간격이 0으로 갈 때 시간 이산 베타-디리끌레 과정이 독립이 아닌 다변수

Lévy 과정으로 수렴한다는 것을 보였는데 이것이 바로 일반적인 베타-디리끌레 과정이다. 정확한 정의

는 다음과 같다. A·이 (A0, c)를 모수로 하는 베타과정이고 (V1(s), . . . , VK(s))이 (γ1(s), . . . , γK(s))를

모수로하는디리끌레분포를따를때 k = 1, . . . ,K에대하여

Ak(t) =
∑
s≤t

Vk(s)∆A·(s)

로 정의하면 (A1, . . . , AK)는 (A0( · ), c( · ), γ1(·), . . . , γK(·))를 모수로 하는 베타-디리끌레 과정이라고

한다.

주어진 A에 대하여 X1, . . . , Xn는 A를 누적강도함수로 하는 경쟁위험모형 나온 독립 사건사 자료라고

하자. A에 대한 사전분포로 (A0, c, γ1, . . . , γK)를 모수로 하는 베타-디리끌레 과정을 부여하면 Kim 등

(2012)은 그 사후분포가 다시 (Ap
0, c

P , γp
1 , . . . , γ

p
K)를 모수로 하는 베타-디리끌레 과정이 된다는 사실을

증명하였다. 여기서

dAp
0(t) =

c(t)

c(t) + n
dA0(t) +

1

c(t) + n

n∑
i=1

dNi(t),

cp(t) = c(t) + n

이고 k = 1, . . . ,K에대하여 γp
k(t) = γk(t) +

∑n
i=1 I(Xi(t−) = 0, Xi(t) = k)이다.

Kim 등 (2012)는 베타-디리끌레 과정이 경쟁위험모형이나 illness-death 모형 등 유한 상태공간을 취하

는 일반 마코프 과정의 누적강도함수에 대한 켤레 사전분포가 된다는 사실을 증명하였다. 또한, 이러한

마코프 과정 자료에 적용할 수 있는 베이지안 준모수 회귀모형을 제안하였고 베타-디리끌레 과정을 이

모형에서기저누적강도함수로사용하였다.

8. 결론 및 향후 과제

지금까지 베타과정 사전분포에 대한 좋은 성질들을 살펴보았다 그 중에서도 가장 중요한 성질은 베타과
정이 우측 중도절단자료에 대한 켤레 사전분포가 된다는 사실이고 베이즈 추정량이 사전 추측치와 빈도
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추정량의 가중평균으로 표현된다는 것이다. 둘째로 두 개의 모수인 A0와 c가 각각 사전 추측치와 그에
대한 신뢰도라는 의미로 해석될 수 있기 때문에 사전분포를 정하는 것이 매우 용이하다는 것 또한 큰 장

점이다. 세 번째 장점은 점근적 일치성이나 BvM 정리 등 사후분포에 대한 대표본 이론이 잘 성립되어

있다는 것이다. 넷째로 다양한 셈과정 모형의 누적강도함수에 대한 사전분포로 활용될 수 있다는 점을

들 수 있고, 다섯 번째 중요한 성질로 디리끌레 과정을 특수한 형태로 포함하고 있다는 것이다. 마지막

으로 표본 경로를 쉽게 근사시킬 수 있을 뿐만 아니라 실용적으로 계산법 또한 다양한데 이를 요약하자
면베이지안생존자료분석에있어베타과정이매우편리하고유용한도구가된다는것이다.

베타과정과 베이지안 생존분석 관련 향후 연구과제로는 다음과 같은 것들을 고려할 수 있다. 먼저, 여

러 개의 누적강도함수에 의존성을 줄 수 있는 사전분포의 개발이 필요하다. 현재는 각 누적위험함수가

독립이라는 가정하에서 베이지안분석방법이 개발되었다. Aalen의 가법 모형에 대한 베이지안 분석방법

의 개발 또한 이론적/기술적 어려움으로 인하여 아직 연구가 되지 않고 있는 분야이다. 나아가 대부분

의 회귀모형을 포함하는 일반변형모형(general trnasformation model)에 대한 베이지안 분석방법의 개

발도연구를기다리고있다.
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Semiparametric Bayesian Statistics, (eds. Dey, D., Muller, P. and Sinha, D.), 227–242.



Beta Processes and Survival Analysis 907

베타과정과 베이지안 생존분석

김용대a,1 · 최민우a

a서울대학교 통계학과

(2014년 10월 21일 접수, 2014년 11월 14일 수정, 2014년 11월 19일 채택)

요 약

Hjort (1990)가 제안한 베타과정은 베이지안 생존분석 또는 사건사 분석에서 널리 쓰이는 사전분포이다. 본 논문은

베타과정에 대한 최신 이론과 이를 기반으로 하는 베이지안 생존자료분석 방법을 주로 다룬다. 구체적으로는 베타과
정의생성법, 사후분포, 대표본이론, 베이지안계산법, 혼합베타과정등을소개하기로한다.
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