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Abstract

Constant conditional correlation (CCC) is frequently employed for parsimony in the field of multivariate

GARCH time series. An extended-CCC (ECCC) model is further developed in order to allow interactions

between multivariate volatilities. The paper introduces both CCC model and ECCC model to the domestic

financial time series. The CCC and ECCC models are fitted and then compared with each other through

various multivatiate time series.

Keywords: Constant conditional correlation (CCC), extended-CCC (ECCC), interactions.

1. 배경 설명

금융시계열은 다른 시계열과는 차별적으로 변동성 집중(volatility clustering), 비대칭성 그리고 급

첨(leptokurtic)분포를 따른다는 성질을 갖는다. 금융시계열의 이와 같은 특징을 설명하기 위해 Boller-

slev (1986)는 GARCH(p, q) 모형을제안하였다. 시계열 {ϵt}가다음식을따를때 GARCH(p, q) 모형

이라정의한다.

ϵt =
√
htet, ht = α0 +

q∑
i=1

αiϵ
2
t−1 +

p∑
j=1

βjht−j (α > 0, αi ≥ 0, βj ≥ 0).

여기서 {et}는 평균이 0이고 분산이 1인 i.i.d. 확률변수이다. 본 논문에서는 가장 간단하면서도 널리

이용되는 GARCH(1,1)을주로이용하고자한다. GARCH(1,1) 모형식은다음과같다.

ht = α0 + α1ϵ
2
t−1 + β1ht−1.

GARCH(1,1) 모형에서는오차항 ϵt−1의부호에관계없이동일한 ht을갖는다.

Bollerslev 등 (1988)에 의해 제시되었던 EWMA, BEKK와 같은 다변량 GARCH 모형에서는 추정해

야 할 모수가 많다는 어려움이 발생한다. 이러한 어려움을 해결하기 위해 Bollerslev (1990)은 추정해

야 할 모수의 개수가 적으며 모형이 단순화된 CCC(Constant Conditional Correlation)-GARCH모형
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을 제안하였다. CCC-GARCH 모형은 조건부 상관계수가 일정하고 공분산 계수가 시점에 상관없이 일
정한모형으로서다음과같이정의된다.

Ht = DtRDt = (ρij
√
hii,thjj,t),

Dt = diag(h
1/2
1t . . . h

1/2
Nt ),

R = (ρij), i = 1, 2, . . . , N, j = 1, 2, . . . , N.

여기서 N은 다변량 시계열의 차원이며, hii,t는 t 시점에서 자산 I에 대한 조건부 분산이며, R =

(ρij)는 ρii = 1이성립하는대칭인양정치행렬을의미한다. CCC-GARCH모형은벡터형GARCH(p, q)

로나타낼수있다. 즉,

ht = α0 +

q∑
i=1

αiϵ
2
t−1 +

p∑
j=1

βjht−j . (1.1)

여기서 ϵ2t = (ϵ21,t, . . . , ϵ
2
N,t)

T : (N×1)이며, α0는 (N×1)벡터, αi와 βj는 (N×N)행렬이며, ht는 hii,t

(i = 1, 2, . . . , N)를 모아놓은 (N × 1) 벡터이다. CCC-GARCH 모형에 대한 더 자세한 내용은 Tsay

(2005, Ch. 10)과최성미등 (2009)를참고하기바란다.

2. Extended CCC-GARCH 모형

기존의 CCC-GARCH 모형의 벡터형 표현식 (1.1)은 αi와 βj가 대각행렬이라는 특징을 갖지만,

ECCC-GARCH 모형에서는 αi와 βj의 비대각 원소를 통해 N개 변동성의 상호작용(interaction)을

모형화 할 수 있다. 따라서 ECCC-GARCH 모형을 이용하면 조건부 상관관계 뿐 만 아니라 변동성간
의상호작용을함께고려할수있다는장점을갖는다. ECCC 모형의자세한내용은 Nakatani (2010)을

참고하기바란다.

ECCC-GARCH 모형을 적용시키려면 시계열 자료가 정상성을 만족하는지 확인하여야 한다. 본 논문

에서는 p = q = 1인 모형만을 설명하기로 한다. 간단한 모형인 ECCC-GARCH(1,1)의 강(strictly)정

상성의 충분조건은 Jeantheau (1998)가 정상 에러(normal error)를 이용하여 설명하였다. 확률과정행

렬(stochastic matrices) {Ct}가 i.i.d. 행렬로서다음과같이정의된다.

Ct = α1z
2
t + β1. (2.1)

여기서 zt = diag(z1,t, . . . , zN,t)는 N ×N 행렬이며 ECCC-GARCH(1,1) 에서강정상은

λ(ΓC) < 1. (2.2)

일 경우 성립한다. ΓC = E[Ct]라 정의하며, λ(Γ)는 Γ의 큰 고유값(eigenvalue)의 절댓값 즉, Γ의 스펙

트럼반경(spectral radius)이다.

ECCC-GARCH(1,1)에서 N개 변동성간의 상호작용이 존재한다는 검정을 LM test를 통해 실시할 수

있으며이때의가설은다음과같다 (p = q = 1).

H0 : 식 (1.1)에서 α1과 β1은 대각행렬을 갖는다.

H1 : α1 뿐 만 아니라 β1 혹은 둘 다 대각행렬이 아니다.
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즉, 귀무가설은 CCC-GARCH(1,1)을 따른다는 내용이며, 대립가설은 ECCC-GARCH(1,1)을 따른다

는내용이다. 조건부정규분포를가정하고얻은스코어(로그우도의일차미분)를 S(θ)라할때근사적으
로다음이성립한다. 여기서자료의수는 T이다.

√
T · S(θ)→ NN(N−1)(0, J(θ)). (2.3)

여기서 J(θ) = T × V ar(S(θ))으로 정보행렬(information matrix)이다. 이를 통해 구해진 LM 검정통

계량 LMECCC는다음과같다.

LMECCC = TST (θ̃)J−1(θ̃)S(θ̃). (2.4)

여기서 θ̃는 θ의최대우도추정량이다. LMECCC에대한자세한설명은 Nakatani (2010)을참고하기바

란다.

3. Value at Risk (VaR)

금융시장에는 이자율, 환율, 주가 등에 대해 불확실성이 항상 존재한다. 위험(risk)이란 이러한 불확실

성에 노출되는 것을 의미한다. 많은 위험 측정치가 존재하지만 통계적 위험 측정치로 변동성과 VaR 이

있다. VaR 개념은다른위험관리분야에서도많이이용하고있는방법으로, 이해하기쉽고명확하기때

문에 금융시장에서의 위험관리 뿐 아니라 계량경제 분야에서도 널리 쓰이는 방법이다. 본 논문에서는

CCC, ECCC-GARCH 모형을 비교하는 척도로 VaR을 사용한다. 아래의 설명은 황선영 등 (2009), 최

성미등 (2009)와윤평식과김철중 (2010)을참고해작성하였다.

VaR은 ‘정상적인 시장(normal market)에서 주어진 신뢰수준 (confidence level)으로 목표기간 동안에

발생할 수 있는 최대 손실금액’으로 정의한다. 예를 들어 어떤 포트폴리오의 신뢰수준이 95%이고 1일

VaR이 100만원이라 하면, 이 포트폴리오는 정상적인 시장에서 향후 1일 동안 100만원 넘게 손실을 볼

확률이 5%라는 것을 의미한다. n개의 포지션으로 구성되는 포트폴리오가 있다고 가정 할 때, t 시점에

서의포트폴리오가치는다음과같다.

Vt =

t∑
j=1

Vj,tΦj(F1,t, F2,t, . . . , Fk,t).

여기서 Vj,t는 t 시점에서 j번째 자산의 투자단위이고, F1,t, F2,t, . . . , Fk,t는 자산 Vj,t의 가치변동에 영

향을 주는 k개의 위험요인, Φj는 j번째 자산 한 단위의 시장가치를 평가하는 함수이다. 확률적으로

VaR을 생각해보면 다음과 같다. L기간 동안의 포트폴리오의 가치변동을 ∇V (L)이라 하면 VaR는 다

음식을통해정의된다.

Pr[∇V (L) > −V aR] = 1− α. (3.1)

즉, 신뢰수준 100× (1− α) 에서포트폴리오의가치변동이 -VaR보다클확률은 1− α 이다.

목표기간 동안의 포트폴리오 수익률이 표준정규분포를 따른다고 가정하면 목표기간 동안 신뢰수준

100× (1− α)% VaR은다음과같다.

VaR=−zαV0σ (여기서, zα : 표준정규분포의 100× (1− α)% 이다).
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Ft를 시점 t에서의 정보집합이라 할 때 수익률 rt+1의 조건부 예측치 rt+1|Ft 에 대한 조건부 정규분포
가정 rt+1|Ft ∼ N(r̂t(1), σ̂2

t (1))으로부터 VaR 값은아래와같이계산된다.

5%V aR : r̂t(1)− 1.645 · σ̂t(1).

1%V aR : r̂t(1)− 2.33 · σ̂t(1).

수익률 rt가 k개인포트폴리오의 100× (1− α)%인다변량 VaR은다음과같다.

다변량 VaR = ωT r̂t(1)− zα
√
ωT Ĥt(1)ω.

여기서 zα는표준정규분포의 100× (1− α)%이며, ω는 가중치벡터, ωT r̂t(1)는 t+ 1 시점에서의포트

폴리오수익률을의미한다. Ĥt(1)는수익률벡터에대한 1 시차조건부-공분산행렬이다.

사후검정(back-testing)은 VaR 모형의 정확성을 검증하는 방법이며, Kupiec (1995)는 세 가지 방법을

소개 하였다 ; (ⅰ) 최초모형실패 방법(time until first failure) (ⅱ) 실패율(failure proportion) (ⅲ) 역

사적 시뮬레이션 방법(historical simulation). 최초모형실패란 예측한 VaR을 초과하는 손실이 실제 자

료에서 최초로 발생하는 시기이며, 실패율은 예측한 VaR을 초과하는 손실이 실제 자료에서 발생하는

비율을 이용하는 방법이다. 역사적 시뮬레이션 방법은 매일 실제 포트폴리오 수익률을 산출하여 히스토

그램을 그리고, 신뢰구간을 정하여 하위 1% 또는 5%에 해당하는 손실액을 결정하여 실제 자료와 비교
하는 방법이다. 실패율을 자세히 설명하기 위해 황선영 등 (2009)을 참조하였다. 실패율 계산을 위해서

다음과 같은 지시변수 xt = I{ωTt rt < ˆV aRt}을 고려한다. 여기서 ωt는 포트폴리오에서 각 주식종목들

의 투자 가중치 벡터를 의미한다. ˆV aRt은 모형에 의해 추정된 VaR 값이다. t 시점의 포트폴리오의 실

제 손실이 예측된 VaR 보다 크면 xt = 1이며, 예측된 VaR보다 작으면 xt = 0이 된다. 따라서 xt는 평

균이 p 인 베르누이 분포를 따르는 확률변수이다. 1 − p의 값은 VaR 계산 시 신뢰수준이며, T 기간 동

안예측된 VaR을초과하여발생하는총실패횟수 XT는다음과같다.

Xt =
T∑
t=1

xt.

VaR 추정에 사용된 모형이 적절하다면 xt(t = 1, 2, . . . , T )는 서로 독립적이며 따라서 Xt는 B(T ×
p, T × p × (1 − p))를 따른다. 이러한 실패율을 검정하는 Kupiec’s test와 실패율의 독립성을 검정하는

Christoffersen’s test가 있다. 이를 계산하기 위해 우도비 검정을 수행하였다. Kupiec’s test는 xt가 서

로 독립적이라는 가정하에 주어진 p(0.01 혹은 0.05) 값을 갖는 베르누이 분포를 따르고 있는지를 검정

하는방법이며이용하는로그우도함수는다음과같다.

LRUC = −2ln

(
(1− p)T−xpx[

1−
(
x
T

)]T−x( x
T

)x
)
.

이 통계량은 귀무가설 하에서 χ2(1)를 따른다. 귀무가설을 기각한다면 모형이 위험을 과대 혹은 과소평
가 하고 있음을 의미한다. Christoffersen’s test의 독립성 검정은 Kupiec’s test를 위해 가정했던 xt의

독립성확인을위한검정으로서통계량은다음의로그우도함수이다.

LRIND = −2ln
(

(1− π)n00+n10+n01+n11

(1− π0)n00πn01
0 (1− π1)n10πn11

1

)
.

이 통계량도 귀무가설 하에서 χ2(1)를 따른다. 자세한 내용은 황선영 등 (2009)을 참고하기 바란다. 귀
무가설이 기각 되지 못한다면, 위험의 과소평가로 인한 손실이 특정기간에 연이어 발생하여 큰 손실로

이어질 수 있음을 의미하게 된다. 따라서 사후검정을 통하여 다변량 VaR 모형이 위험을 정확히 평가하

는지여부를판단하며모형의적절성을동시에평가할수있다.
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Table 4.1. Data description

종목 분석대상

은행 하나은행, 신한은행

자동차 현대자동차, 기아자동차

건설 현대건설, 대림건설

전자 삼성전자, SK하이닉스

(a) Hana (b) Shinhan

Figure 4.1. Time series plot (bank)

4. 사례분석

본 절에서는 주가 데이터를 다변량 GARCH 모형에 적합 시키고, 각 모형을 비교해 보고자 한다. 모형

간 비교 방법으로는 모형을 적합 시킨 후 VaR을 계산하여 비교하였다. 분석에는 SAS/ETS와 R 패키

지의 ccgarch를이용하였다. 분석은백분위수익률을사용하였다.

Rt = ln Pt
Pt−1

× 100,

Pt : t 시기의 자산의 가격.

분석에 사용된 자료는 국내 8개 대기업의 일별 주가 데이터로써 2009년 1월 2일부터 2014년 3월 31일

까지의주가데이터의수익률(%)을사용하였다. 8개기업은각분야별로대표할수있는기업으로분석

에사용된자료들은 Table 4.1과같다. Figure 4.1부터 Figure 4.4는산업별기업들의각시점에서의수

익률을나타내는시도표이다. 총 4개종목 8개시도표를확인해본결과종목별로수익률이유사하게

움직이는 것을 확인할 수 있다. 자동차산업의 시도표를 살펴보면, 현대자동차와 기아자동차의 시도표가

2012년에 큰 변동성을 갖은 후 점차 변동의 폭이 줄어든 것을 볼 수 있다. 은행산업과 건설산업도 유사

한 변동성을 보이는 것을 확인할 수 있다. 전자산업의 경우, 삼성전자와 SK하이닉스는 유사한 패턴을

보이지만, 삼성전자가상대적으로큰규모와종가액을가지고있기때문에큰변동폭을보인다.

CCC-GARCH 모형은 각각의 조건부분산을 단변량 GARCH 모형으로 하여 시계열 자료들 간의 관계
를 상관행렬을 이용하여 조건부분산-공분산으로 모형화 한다. Tsay (2005, Ch. 10)에서 제안한 mov-

ing window 방법을 통해 상관계수를 그려봄으로써 CCC-GARCH 모형의 필요성을 확인할 수 있다.

본 논문에서는 같은 종목의 수익률에 대해 50개의 일별자료 기준으로 moving window 방법을 이용하여

비조건부 상관계수를 계산하였다. 50개 기준의 moving window 방법은 t 시점부터 t − 50 시점까지 수

익률의상관계수를구하고, t− 1 시점부터 t− 51 시점까지의수익률을구하며마지막시점이될때까지
구간을 옮겨가며 구한 상관계수를 순차적으로 그린 것이다. 이 그래프를 이용하여 시간에 따른 상관계
수변화를통해 CCC-GARCH 모형이적합한지혹은동태적(dynamic) 상관관계모형이적합한지확인
할 수 있다. 다음에 나오는 그래프들은 각 은행산업, 자동차산업, 건설산업, 전자산업에 해당되는 기업

들 간의 조건부 상관계수 시도표를 그린 것이다. Figure 4.5에서 (a)는 하나은행과 신한은행의 상관관
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(a) Hyundai (b) Kia

Figure 4.2. Time series plot (car)

(a) Hyundai (b) Daelim

Figure 4.3. Time series plot (construction)

(a) Samsung (b) SK-hynix

Figure 4.4. Time series plot (electronics)

계를 그린 시도표로, 상관계수 0.71을 크게 벗어나지 않는 것을 볼 수 있다. 또한 Figure 4.6에서 (a)는

대림건설과 현대건설의 상관관계 그림으로, 2011년 한차례를을 제외하고는 상관계수 0.65를 크게 벗어

나지않으므로 CCC-GARCH 모형이적합하다고판단할수있다.

다변량 GARCH 모형에 적합 시키기 전, 각 모형에 맞는 ARMA 모형에 적용 시킨 후 그 잔차를 이
용하여 다변량 GARCH 모형에 적합 시켰다. Table 4.2는 ARMA의 잔차를 이용하여 CCC- GARCH

와 ECCC-GARCH 에 적합 시킨 결과이다. CCC-GARCH 모형에서 ECCC-GARCH 모형으로 확장

시키기 위해서 정상성 체크와 변동성간의 상호작용이 있는지 검정해야 한다. 모형 적합결과는 Table

4.2에 수록 하였다. 표에서 hana는 하나은행, shinhan은 신한은행, daelim은 대림건설, hyundai는 현

대건설, hcar는 현대자동차, kia는 기아자동차, skh는 SK하이닉스, sse는 삼성전자를 의미한다. 통계
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(a) bank (b) car

Figure 4.5. Moving window

(a) construction (b) electronics

Figure 4.6. Moving window

량 λ(ΓC)와 λ(ΓC⊗C)의 값이 1보다 작을 경우, 정상성과 변동성의 상호작용이 있다고 한다. λ(ΓC)와

λ(ΓC⊗C)의 값을 보면, 모든 산업에서 1보다 작은 것을 확인할 수 있다. 또한 ECCC-GARCH 모형으

로확장시키기위한 LM test의결과는 LMECCC를통해확인할수있으며, p− value가 0.05보다작은

것으로 나타났다. 이를 통해 ‘상호작용이 존재하지 않는다’란 귀무가설을 기각할 수 있다. 따라서 모든

산업에대해서 CCC-GARCH 모형의확장형인 ECCC-GARCH 모형이유용함을알수있다.

ECCC-GARCH 모수 중 자동차산업을 먼저 살펴보면 α̂12 = 0.00968이고 β̂12 = 0.04711이다. 이는

현대자동차의 t − 1 시점의 변동성은 현재 시점의 기아자동차의 변동성에 양의 효과(positive effect)를

준다는 것을 의미한다. 전자산업의 경우 β̂12 = 0.0311를 통해 SK하이닉스의 t − 1 시점의 변동성이

삼성전자의 t 시점의 변동성에 양의 효과를 주지만, 그 수치가 작기 때문에 미미한 효과를 준다고 볼
수 있다. 건설산업과 은행산업의 경우 서로의 기업에 양의 효과를 주며, 특히 은행산업의 경우 β̂12 =

0.8538로그효과가매우크다고볼수있다.

산업별로 적합 시킨 CCC와 ECCC-GARCH 모형의 상관계수 결과는 Table 4.2에서 ρij 에 나타내었

다. CCC와 ECCC-GARCH 의 상관계수행렬은 서로 크게 차이가 없다. 하지만 은행산업과 건설산업,

전자산업에서는 ECCC-GARCH 모형의 상관계수가 더 크고, 자동차산업에서는 CCC-GARCH 모형의

상관계수가더크게나타났다.

적합 시킨 다변량 GARCH 모형을 이용하여 분산-공분산 행렬을 예측하여 VaR을 구하였다. 보유기간

은 1일이며 신뢰수준은 95% 와 99%, 포트폴리오를 구성하는 산업의 가중치는 동일하게 부여하였다.

2013년 1월 3일부터 2014년 3월 31일까지 306개의관측치를표본외기간으로설정하여사후검증을실
시하였다. Table 4.3과 Table 4.4는 각각 CCC-GARCH와 ECCC-GARCH의 사후검정 표로써, UC는
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Table 4.3. CCC failure proportion

95% 99%

실패율 UC IND 실패율 UC IND

은행 0.1699 0.9454 2.2834 0.0850 0.4280 1.7372

건설 0.1471 0.8434 1.9838 0.0686 0.2579 1.1529

자동차 0.1503 0.8592 2.1366 0.0654 0.2185 1.1438

전자 0.1373 0.7934 1.6173 0.0588 0.1331 0.8337

Table 4.4. ECCC failure proportion

95% 99%

실패율 UC IND 실패율 UC IND

은행 0.1699 0.9454 2.2834 0.0850 0.4280 1.7372

건설 0.1471 0.8434 1.9838 0.0784 0.3646 1.5847

자동차 0.1503 0.8592 2.1366 0.0686 0.2579 1.4934

전자 0.1373 0.7934 1.6173 0.0654 0.2185 1.1847

Kupiec 통계량값을의미하고, IND는 Christoffersen 통계량값을의미한다.

xt의독립성검정결과, 두모형들에서독립성가정을만족함을알수있다. 각표에나타난실패율을살

펴보면 CCC-GARCH 와 ECCC-GARCH 모형 모두 유의수준 95%에서 실패율의 차이가 존재하지 않

았다. 반면 유의수준 99%에서는 은행산업의 경우 두 모형의 실패율이 똑같았지만 나머지 세 산업의 경

우에는 ECCC-GARCH 모형의실패율이더크게나온것을확인할수있었다.
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