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임의의 각으로 연성된 반무한 Mindlin 판의 파동전달해석
Wave Transmission Analysis of Semi-infinite Mindlin Plates Coupled 
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ABSTRACT

Mindlin plate theory includes the shear deformation and rotatory inertia effects which cannot be 
negligible as exciting frequency increases. The statistical methods such as energy flow analysis(EFA) 
and statistical energy analysis(SEA) are very useful for estimation of structure-borne sound of various 
built-up structures. For the reliable vibrational analysis of built-up structures at high frequencies, the 
energy transfer relationship between out-of-plane waves and in-plane waves exist in Mindlin plates 
coupled at arbitrary angles must be derived. In this paper, the new wave transmission analysis is 
successfully performed for various energy analyses of Mindlin plates coupled at arbitrary angles.

* 

기 호 설 명

cω : Mindlin 판의 임계주파수

1k : 면외전단파(OPSW)의 파수

2k : 굽힘우세횡파(BDFW)의 파수

3k : 전단우세횡파(SDFW)의 파수

lk : 면내 종파(in-plane longitudinal wave)의 파수

sk : 면내 전단파(in-plane shear wave)의 파수

,φ ψ : 면외운동 변위 포텐셜 함수

μ : 면내운동 스칼라 변위 포텐셜 함수

ζ : 면내운동 벡터 변위 포텐셜 함수

1. 서  론

산업이 발달하고 삶의 질에 대한 관심이 증대함

에 따라 고주파수 대역에서의 소음진동현상에 중요

성이 증대되고 있다. 하지만 고주파수 대역에서는 

시스템 자체 물리적 파라미터(physical parameters)
의 불확실성과 모드 밀도(modal density)가 높아지

기 때문에 기존 저주파수 대역에서의 유한요소법

(FEM)이나 경계요소법(BEM)은 예측 결과의 타당

성 측면에서나 해석 비용 측면에서 적절하지 않은 

것으로 알려져 있다. 이런 이유로 고주파수 대역에

† Corresponding Author ; Member, Department of Naval Architecture 
and Marine Engineering, Changwon National University
E-mail : parkyh@changwon.ac.kr
Tel : +82-55-213-3684, Fax : +82-55-213-3689

‡ Recommended by Editor SungSoo Na

ⓒ The Korean Society for Noise and Vibration Engineering



Young-Ho Park ; Wave Transmission Analysis of Semi-infinite Mindlin Plates Coupled at an Arbitrary Angle

1000
┃

Trans. Korean Soc. Noise Vib. Eng., 24(12) : 999~1006, 2014

서는 에너지에 기반한 통계적에너지해석법(SEA)이
나 에너지흐름해석법(EFA)과 같은 통계적 방법

(statistical approach)이 대안으로 여겨지고 있다(1~3).
에너지 변수 기반의 통계적에너지해석법이나 에

너지흐름해석법은 복합구조물(built-up structures)의 

진동에너지를 예측하기 위해 불연속 연성구조물 간

의 에너지전달관계(energy transfer relationship) 확

립이 요구된다. 일반적으로 에너지 기반 통계적 기

법에서 약한 연성(weakly coupling) 연성구조물 간

의 주파수 평균된 분산장(diffuse field)에서의 에너

지전달관계는 반무한장(semi-infinite wavefield)에서

의 파워투과반사계수(power transmission and re-
flection coefficient)로 표현될 수 있다(3).

주파수가 높아짐에 따라 대표적인 구조요소인 보

(beam)와 평판(plate)의 면외운동(out-of-plane mo-
tion)에서 회전관성효과(rotatory inertia effect)와 전

단변형효과(shear distortion effect)가 매우 중요해진

다(4~9). 따라서 고주파수 대역에서 고체음(structure 
borne noise) 전달 예측에 효과적인 통계적에너지해

석법이나 에너지흐름해석법은 보다 신뢰성 있는 

소음진동응답의 예측을 위해 이와 같은 효과를 반

영할 수 있는 Timoshenko 보와 Mindlin 판에 대

한 에너지 모델 적용이 반드시 요구된다. 박영호

와 홍석윤은(6~8) Timoshenko 보와 Mindlin 판의 에

너지흐름모델을 개발했고 Timoshenko 연성 구조물

의 에너지흐름해석을 위해 파동전달해석을 수행하였

다. 또한 연성된 Mindlin 판의 에너지전달관계를 얻

기 위해 박영호는(9) 동일 평면상에 존재하는 

Mindlin 판의 파동전달해석(wave transmission anal-
ysis)을 수행하였다.

이 논문에서는 고주파수 대역에서 일반적인 형상

의 구조물의 신뢰성 있는 소음진동해석을 위해 필수

적인 임의의 각으로 연성된 Mindlin 판의 파동전달

해석을 수행하였다. 이를 통해 에너지 기반 통계적 

해석기법에서 복합구조물의 보다 신뢰성 있는 소음

진동응답 예측이 가능할 것으로 판단된다.

2. Mindlin 판 이론

2.1 Mindlin 판의 면외 운동방정식

Mindlin 판의 면외 운동방정식(equation of out-of-
plane motion)은 다음과 같이 표현된다.

( ) ( ) 22 2

2 2

1 1
2 2

yx xD
x y x y

αν να α⎡ ⎤∂− +∂ ∂
+ +⎢ ⎥

∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
2

2 0,x
x

wGh I
x t

ακ α ρ∂ ∂⎛ ⎞+ − − =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

(1)

( ) ( )2 2 2

2 2

1 1
2 2

y y xD
x y x y
α αν ν α⎡ ⎤∂ ∂− + ∂

+ +⎢ ⎥
∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

2

2 0,y
y

wGh I
y t

α
κ α ρ

∂⎛ ⎞∂
+ − − =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

(2)

2 2 2

2 2 2 0.yxw w wGh h
x y x y t

αακ ρ
∂⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

− + − − + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
(3)

여기서 w 은 횡방향 변위를 나타내며, xα 와 yα 는 

굽힘에 의한 각 축방향의 회전각, h는 판의 두께, I =
3 12h 는 단위 폭 당 관성모멘트, D = ( )3 212 1Eh ν⎡ ⎤−⎣ ⎦

은 굽힘 강성률, ν 는 푸아송비, E 는 탄성계수, κ =

( ) ( )220 1 24 25ν ν ν+ + + 는 전단보정계수, ( )2 1G E ν= +⎡ ⎤⎣ ⎦

는 전단계수를 나타낸다. 

2.2 Mindlin 판의 면외운동

Mindlin 판의 면외 운동방정식은 변위 포텐셜 함

수(displacement potential function) φ 와 ψ 을 정의

하여 연성된 변위의 파동성분을 분리하여 표현할 수 

있다(5).

( )
2

2
2 0,D Gh w I

t
φφ κ φ ρ ∂∇ + − − =

∂
(4)

( ) ( )
2

2
2

1
0,

2
D Gh I

t
ν ψψ κ ψ ρ

−⎡ ⎤ ∂
∇ − − =⎢ ⎥ ∂⎣ ⎦

(5)

( )
2

2 2
2 0.wGh w h

t
κ φ ρ ∂
− ∇ −∇ + =

∂
(6)

여기서 회전각과 변위 포텐셜과의 관계는 다음과 

같다.

x x y
φ ψα ∂ ∂

= +
∂ ∂

,  y y x
φ ψα ∂ ∂

= −
∂ ∂

(7,8)

변위 포텐셜 함수와 수직 변위로 표현된 운동방
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정식 (4~6)을 이용하면 3가지 종류의 파동해가 얻어

진다. 굽힘우세횡파(BDFW: bending dominant 
flexural wave)는 Kirchhoff 판의 굽힘파와 같이 전 

주파수영역에서 원거리 파동해(farfield wave sol-
ution)의 특성을 갖고 있으며 면외전단파(OPSW: 
out-of-plane shear wave)와 전단우세횡파(SDFW: 
shear dominant flexural wave)는 임계주파수

( c Gh Iω κ ρ= )위에서만 원거리 해가 존재한다(8). 
각 파동의 파수(wavenumber)는 다음과 같이 표현

될 수 있다.

( )2
1k I Gh GIρ ω κ= − (9)

22 2 4 2

2
1 1

2 4
I I hk

G D G D D
ρω ρ ω ρ ω

κ κ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(10)

22 2 4 2

3
1 1

2 4
I I hk

G D G D D
ρω ρ ω ρ ω

κ κ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(11)

여기서 1k 와 2k , 3k 은 각각 면외전단파, 굽힘우세횡

파, 전단우세횡파의 파수를 나타낸다.
 
2.3 평판의 면내 운동방정식과 면내운동

임의의 각으로 연성된 평판의 진동예측을 위해서

는 평판 내의 면내운동에 대한 고려가 필요하다. 2차

원 평판의 면내 운동방정식은 다음과 같이 서로 직교 

방향의 면내운동 u 와 v 의 연성식으로 표현된다.

( ) ( ) ( )22 2 2 2

2 2 2

11 1
2 2

u u v u
x y x y E t

ν ρν ν −− +∂ ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
(12)

( ) ( ) ( )22 2 2 2

2 2 2

11 1
2 2

v v u v
x y x y E t

ν ρν ν −− +∂ ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
(13)

면내운동은 Mindlin 판의 면외운동과 유사하게 

면내 변위( ˆ ˆui vjξ = + )를 종파의 특성을 가진 스칼

라 변위 포텔셜함수( μ )와 면내전단파의 특성을 갖

은 벡터 변위 포텐셜함수(ζ )를 이용하면 면내 운동

방정식 (12,13)은 종파와 면내전단파의 파동방정식

으로 분리될 수 있다(9).

ˆ ˆui vjξ μ ζ= + =∇ +∇× (14)

2 2
2 2

2 2 2 2

1 1,
l sc t c t

μ ζμ ζ∂ ∂
∇ = ∇ =

∂ ∂
(15,16)

여기서 ( )21lc E ρ ν= − 이고 sc G ρ= 이다.

3. 임의의 각으로 연성된 두 개의 

Mindlin 판의 파동전달해석

3.1 Mindlin 판의 진동 파워

Mindlin 판의 면외진동(out-of-plane vibration)과 

면내진동(in-plane vibration)에서 x 방향의 시간평균

된파워는 다음과 같은 식으로 나타낼 수 있다.

1 Re
2

yo x x
xq D

x y t
αα αν

∗⎡ ∂⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= − +⎢ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎢ ⎝ ⎠⎣

( )1
2

y yxD
y x t

α ααν
∗∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞∂

− − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

x
w wGh
x t

κ α
∗⎤∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎥− −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎥⎦

(17)

1 Re
2

i
x

u v vq Gh
y x t

∗⎡ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − +⎢ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠⎢⎣

u v uK
x y t

ν
∗⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ + + ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎥⎦

(18)

여기서 ( )21K Eh ν= − 이고 *는 켤레복소수를 의미

한다.

Fig. 1 Two semi-infinite Mindlin plates coupled at 
an arbitrary angle
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3.2 Mindlin 판의 면외/면내 파동

임의의 각으로 연성된 Mindlin 판에서는 모든 평

판에서 면외 파동과 면내 파동이 동시에 존재한다. 
먼저 입사 평판의 면외 파동을 살펴보면 다음과 같

다. Fig. 1의 입사 평판(incident plate) i에서 임계주

파수보다 높은 주파수 영역일 경우 A 의 크기를 가

진 원거리 면외전단파(far-field OPSW)가 두 판의 

경계로 iθ 의 각도로 입사할 때 입사 평판 i 에 존재

하는 면외전단파는 다음과 같이 표현할 수 있다.

( ) 1 , 1 , 1 , 1 ,, x i y i x i y ijk x jk y jk x jk y
i x y Ae Beψ − − −= + (19)

여기서 i rθ θ= , 1 , 1, cosx i i ik k θ= , 1 , 1, siny i i ik k θ= 이다.

마찬가지로 입사 평판 i 에서 C 의 크기로 입사

하고 D 의 크기로 반사하는 원거리 굽힘우세횡파는 

다음과 같다.

( )( 2 , 2 ,

2 2
2,

2
2,

x i y ijk x jk yi i i i i i i

i i i i i

h G h k
Ce

w G h k
φ ρ ω κ

κ
− −⎧ ⎫−⎧ ⎫ ⎪ ⎪=⎨ ⎬ ⎨ ⎬−⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

( ) )2 , 2 ,x i y ijk x jk yDe −+

(20)

여기서  2 , 2, cosx i i ik k θ= , 2 , 2, siny i i ik k θ= 이다.

또한 입사 평판 i 에서, 임계주파수보다 높은 주

파수 영역일 경우 E 의 크기로 입사하고 F 의 크기

로 반사하는 원거리 전단우세횡파는 다음과 같다.

( )( 3 , 3 ,

2 2
3,

2
3,

x i y ijk x jk yi i i i i i i

i i i i i

h G h k
Ee

w G h k
φ ρ ω κ

κ
− −⎧ ⎫−⎧ ⎫ ⎪ ⎪=⎨ ⎬ ⎨ ⎬−⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

( ) )3 , 3 ,x i y ijk x jk yFe −+

(21)

여기서 3 , 3, cosx i i ik k θ= , 3 , 3, siny i i ik k θ= 이다.

입사 평판 i 에서 면내 파동(in-plane wave)은 면

내 종파(in-plane longitudinal wave)와 면내 전단파

(in-plane shear wave)로 구분되며 평판의 면내 변위 

u , v 를 각 파동으로 표현하면 다음과 같다.

( ) ( ), ,i , ,i

, cos coslx i i ly lx i i lyjk x jk y jk x jk y
l i li liu Ge Heθ θ− − −⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦ (22)

( ) ( ), ,i , ,i

, sin sinlx i i ly lx i i lyjk x jk y jk x jk y
l i li liv Ge Heθ θ− − −⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦ (23)

( ) ( ), ,i , ,i

, sin sinsx i i sy sx i i syjk x jk y jk x jk y
s i si siu Ie Jeθ θ− − −⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦ (24)

( ) ( ), ,i , ,i

, cos cossx i i sy sx i i syjk x jk y jk x jk y
s i si siv Ie Jeθ θ− − −⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦ (25)

여기서 G , I 는 각각 입사 면내 종파와 면내 전단

파의 크기이며 H , J는 면내 종파와 면내 전단파의 

반사파의 크기이다. 또한 , ,cos li lx i l ik kθ = , cos siθ =

, ,sx i s ik k , , ,sin li ly i l ik kθ = , , ,sin si sy i s ik kθ = 이다.

입사 평판 i 에서 입사한 파동의 투과로 인해 투

과 평판 t 에서 존재하는 면외, 면내 투과파는 다음

과 같이 표현된다.

( ) 1 , 1 ,, x t y tjk x jk y
t x y Leψ − −= (26)

( )( )2 , 2 ,

2 2
2,

2
2,

x t y tjk x jk yt t t t t t t

t t t t t

h G h k
Me

w G h k
φ ρ ω κ

κ
− −⎧ ⎫−⎧ ⎫ ⎪ ⎪=⎨ ⎬ ⎨ ⎬−⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

(27)

( )( )3 , 3 ,

2 2
3,

2
3,

x t y tjk x jk yt t t t t t t

t t t t t

h G h k
Ne

w G h k
φ ρ ω κ

κ
− −⎧ ⎫−⎧ ⎫ ⎪ ⎪=⎨ ⎬ ⎨ ⎬−⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

(28)

( ), ,

, ( , ) cos lx t t ly tjk x jk y
l t t ltu x y Oeθ − −⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦ (29)

( ), ,

, ( , ) sin sx t t sy tjk x jk y
s t t stu x y Peθ − −⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦ (30)

( ), ,

, ( , ) sin lx t t ly tjk x jk y
l t t ltv x y Oeθ − −⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦ (31)

( ), ,

, ( , ) cos sx t t sy tjk x jk y
s t t stv x y Peθ − −⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦ (32)

여기서 경계에서 y방향 파수 매칭(matching)과 전반

사 조건을 고려하면

1 , 2 , 3 , , ,

1 , 2 , 3 , , ,

y i y i y i ly i sy i

y t y t y t ly t sy t

k k k k k

k k k k k

= = = =

= = = = =
(33)

( ) ( )

( ) ( )

2 2
1,2,3 1,2,3 1,2,3 1,2,3 1,2,3

1,2,3
22

1,2,3 1,2,3 1,2,3 1,2,3 1,2,3

sin sin

sin sin

y i y i

x

i y y i

k k k k k
k

jk k k k k

θ θ

θ θ

⎧ − >⎪
=⎨
⎪− − <⎩

(34)

( ) ( )

( ) ( )

2 2
, , , , ,

,
22

, , , , ,

sin sin

sin sin

l s l sy l s i l sy l s i

l sx

l s i l sy l s l sy l s i

k k k k k
k

jk k k k k

θ θ

θ θ

⎧ − >⎪
=⎨
⎪− − <⎩

(35)
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이다.
Mindlin 판이 두 개가 임의의 각으로 연성이 되

면 식 (19)~(32)의 식과 같이 각 평판에서 5개의 미

지수가 존재한다. 따라서 연성된 두 개의 Mindlin 
판에서의 파동전달해석을 위해서는 총 10개의 경계

조건이 필요하다. 두 평판에서의 경계에서 변위 연

속조건이 5개가 존재하며, 힘-모멘트 연속조건이 5
개 존재한다. 두 판의 경계( 0tx x= = )에서의 경계조

건을 식으로 표현하면 다음과 같다.

cos sini t tw w uφ φ= + (36)

sin cosi t tu w uφ φ= − + (37)

i tv v= , , ,x i x tα α= , , ,y i y tα α= (38~40)

, ,x i x tM M= , , ,xy i xy tM M= , , ,xy i xy tN N= (41~43)

,cos sini t x tV V Nφ φ= + (44)

, ,sin cosx i t x tN V Nφ φ= − + (45)

여기서 

l su u u= + , l sv v v= + , x x y
φ ψα ∂ ∂

= +
∂ ∂

, 

yα = y y x
φ ψα ∂ ∂

= −
∂ ∂

, yx
xM D

x y
αα ν
∂⎛ ⎞∂

= +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
, 

( )1
2xy

D
M

ν−
= yx

y x
αα ∂⎛ ⎞∂

+⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
, x

wV Gh
x

κ α∂⎛ ⎞= −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
,

( )1
2xy

D
M

ν−
=

u v
x y

ν
⎛ ⎞∂ ∂

+⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
, ( )2 1xy

Eh u vN
y xν

⎛ ⎞∂ ∂
= +⎜ ⎟+ ∂ ∂⎝ ⎠

이다.
위와 같은 10개의 경계조건을 적용하면 파동장 

식 (19)~(32)의 10개의 미지수를 얻을 수 있고 각 

파동의 시간평균된 x방향의 파워는 다음과 같이 표

현된다.

( ) 22
, 1 , 1,

1 1
2 2

inc i
OPSW i i x i i

DP k k Aν ω⎡ ⎤= − ×⎢ ⎥⎣ ⎦
, (46)

( ) 22
1 , 1,,

1 1
2 2

refl i
i x i iOPSW i

DP k k Bν ω⎡ ⎤= − ×⎢ ⎥⎣ ⎦
, (47)

( )

( )( )( )

22 2 2
, 2, 2 , 2,

222
2 , 2,

1
2

inc
BDFW i i i i i i i i x i i

i i x i i i i i

P D h G h k k k

h k G h k C

ρ ω κ ω

ρ ω ω κ

⎡= − +⎢⎣

⎤ ×⎥⎦

, (48)

( )

( )( )( )

22 2 2
, 2, 2 , 2,

2 22
2 , 2,

1
2

refl
BDFW i i i i i i i i x i i

i i x i i i i i

P D h G h k k k

h k G h k D

ρ ω κ ω

ρ ω ω κ

⎡= − +⎢⎣

⎤ ×⎥⎦

, (49)

( )

( )( )( )

22 2 2
, 3, 3 , 3,

222
3 , 3,

1
2

inc
SDFW i i i i i i i i x i i

i i x i i i i i

P D h G h k k k

h k G h k E

ρ ω κ ω

ρ ω ω κ

⎡= − +⎢⎣

⎤ ×⎥⎦

, (50)

( )

( )( )( )

22 2 2
, 3, 3 , 3,

2 22
3 , 3,

1
2

refl
SDFW i i i i i i i i x i i

i i x i i i i i

P D h G h k k k

h k G h k F

ρ ω κ ω

ρ ω ω κ

⎡= − +⎢⎣

⎤ ×⎥⎦

, (51)

2

, ,
1 cos
2

inc
l i i l i liP K k Gθ ω⎡ ⎤= ×⎣ ⎦ , (52)

2

, ,
1 cos
2

inc
s i i i s i siP G h k Iθ ω⎡ ⎤= ×⎣ ⎦ (53)

2
, ,

1 cos
2

refl
l i i l i liP K k Hθ ω⎡ ⎤= ×⎣ ⎦ , (54)

2
, ,

1 cos
2

refl
s i i i s i siP G h k Jθ ω⎡ ⎤= ×⎣ ⎦ (55)

( ) 22
, 1 , 1,

1 1
2 2

trans t
OPSW t t x t t

DP k k Lν ω⎡ ⎤= − ×⎢ ⎥⎣ ⎦
, (56)

( )

( )( )( )

22 2 2
, 2, 2 , 2,

2 22
2 , 2,

1
2

tran
BDFW t t t t t t t t x t t

t t x t t t t t

P D h G h k k k

h k G h k M

ρ ω κ ω

ρ ω ω κ

⎡= − +⎢⎣

⎤ ×⎥⎦

, (57)

( )

( )( )( )

22 2 2
, 3, 3 , 3,

2 22
3 , 3,

1
2

tran
SDFW t t t t t t t t x t t

t t x t t t t t

P D h G h k k k

h k G h k N

ρ ω κ ω

ρ ω ω κ

⎡= − +⎢⎣

⎤ ×⎥⎦

, (58)

2
, ,

1 cos
2

tran
l t t l t ltP K k Oθ ω⎡ ⎤= ×⎣ ⎦ , (59)

2
, ,

1 cos
2

tran
s t t t s t stP G h k Pθ ω⎡ ⎤= ×⎣ ⎦ (60)
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3.3 Mindlin 판의 분산장에서의 파워투과

반사계수 

분산장에 대한 파워투과반사계수는 입사각에 따

른 각 파동의 파워를 나타내는 식 (46)~(60)을 입사

각에 대한 평균을 취하면 다음과 같은 분산장에 대

한 파워투과반사계수가 유도된다(7,9).

( )2
0

x diffuseP P d
π

θ θ= ∫ (61)

, , ,
12 12 12

, , ,

, ,
12 12

, ,

, ,
11 11

, ,

, , ,

, ,

, ,

trans trans trans
OPSW t BDFW t SDFW t

OO OB OSinc inc inc
OPSW i OPSW i OPSW i

trans trans
iL t iS t

OiL OiSinc inc
OPSW i OPSW i
refl refl

OPSW i BDFW i
OO OBinc inc

OPSW i OPSW i

P P P
T T T

P P P

P P
T T

P P

P P
R R R

P P

= = =

= =

= = ,
11

,

, ,
11 11

, ,

,

, ,

refl
SDFW i

OS inc
OPSW i

reflrefl
iL i iS i

OiL OiSinc inc
OPSW i OPSW i

P

P

PP
R T

P P

=

= =

, , ,
12 12 12

, , ,

, ,
12 12

, ,

, ,
11 11

, ,

, , ,

, ,

, ,

trans trans trans
OPSW t BDFW t SDFW t

BO BB BSinc inc inc
BDFW i BDFW i BDFW i

trans trans
iL t iS t

BiL BiSinc inc
BDFW i BDFW i
refl refl

OPSW i BDFW i
BO BBinc inc

BDFW i BDFW i

P P P
T T T

P P P

P P
T T

P P

P P
R R R

P P

= = =

= =

= = ,
11

,

, ,
11 11

, ,

,

, ,

refl
SDFW i

BS inc
BDFW i

reflrefl
iL i iS i

BiL BiSinc inc
BDFW i BDFW i

P

P

PP
R T

P P

=

= =

, , ,
12 12 12

, , ,
, , ,

trans trans trans
OPSW t BDFW t SDFW t

SO SB SSinc inc inc
SDFW i SDFW i SDFW i

P P P
T T T

P P P
= = =

, ,
12 12

, ,
, ,

trans trans
iL t iS t

SiL SiSinc inc
SDFW i SDFW i

P P
T T

P P
= =

, , ,
11 11 11

, , ,
, , ,

refl reflrefl
OPSW i BDFW i SDFW i

SO SB SSinc inc inc
SDFW i SDFW i SDFW i

P PP
R R R

P P P
= = =

, ,
11 11

, ,
, ,

reflrefl
iL i iS i

SiL SiSinc inc
SDFW i SDFW i

PP
R T

P P
= =

, , ,
12 12 12

, , ,
, , ,

trans trans trans
OPSW t BDFW t SDFW t

iLO iLB iLSinc inc inc
iL i iL i iL i

P P P
T T T

P P P
= = =

, ,
12 12

, ,
, ,

trans trans
iL t iS t

iLiL iLiSinc inc
iL i iL i

P P
T T

P P
= =

, ,
11 11 11

, ,
, ,

refl refl
OPSW i BDFW i

iLO iLB iLSinc inc
iL i iL i

P PP
R R R

P P
= = = ,

,

, ,
11 11

, ,

,

, ,

refl
SDFW i

inc
iL i

reflrefl
iL i iS i

iLiL iLiSinc inc
iL i iL i

P

PP
R T

P P
= =

, , ,
12 12 12

, , ,

, ,
12 12

, ,

, ,
11 11 11

, ,

, , ,

, ,

, ,

trans trans trans
OPSW t BDFW t SDFW t

iSO iSB iSSinc inc inc
iS i iS i iS i

trans trans
iL t iS t

iSiL iSiSinc inc
iS i iS i
refl refl

OPSW i BDFW i
iSO iSB iSSinc inc

iS i iS i

P P P
T T T

P P P

P P
T T

P P

P PP
R R R

P P

= = =

= =

= = = ,

,
,

refl
SDFW i

inc
iS iP

, ,
11 11

, ,
, ,

reflrefl
iL i iS i

iSiL iSiSinc inc
iS i iS i

PP
R T

P P
= =

(62)

여기서 Tmn12, Rmn11은 각각 “m”파형의 파동이 입사

할 경우 “n”파형의 파동으로 투과, 반사되는 파워 

비율을 의미한다. 유도된 동일 평면상에서 연성된 

Mindlin 판의 수치해석을 위해 Fig. 1과 같은 반무

한(semi-infinite) 평판구조물에 철(steel) 재질의 각

각 0.02 m, 0.04 m 두께의 입사평판, 투과평판이 채

택되었다. 각 평판의 임계주파수는 8.1 kHz, 4.1 kHz
이다. 두 평판의 연성각도는 45˚로 가정하였다.

임의의 각으로 연성된 Mindlin 판에 대한 파동전

달해석결과가 Figs. 2~6에 나타나 있다. 임의의 각으

로 연성된 Mindlin 판에 존재하는 각 5종류의 파동

이 입사할 경우에 주파수에 따른 파워투과반사계수

를 도시하였다. 일반적으로 파워손실이 없는 보존 

조인트(conservative joint)인 경우 에너지 보존으로 

인해 파워투과반사계수의 합은 1이다. Figs. 2~6에서 

모든 파워투과반사계수들의 합은 모든 주파수 대역

에서 정확히 1이 됨을 확인할 수 있고, 이를 통해 

앞에서 전개한 이론식들의 타당성을 검증할 수 있

다. 특히 Figs. 2, 4에서는 첫 번째 평판의 임계주파

수(8.1 kHz) 아래 영역에서 모든 파동의 파워투과판

사계수가 0이다. 이는 임계주파수 아래 영역에서는 

입사파인 OPSW, SDFW가 진행파가 아니기 때문에 

원거리 영역의 입사 파워가 정의될 수 없어 나타나

는 현상이다. 이와 반대로 BDFW와 면내 종파, 면

내 전단파가 입사하는 경우에는 전 주파수 영역에

서 0이 아닌 파워투과반사계수가 존재한다. 물론 
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Fig. 2 Power transmission and reflection coefficients 
of coupled coplanar Mindlin plates in incident 
OPSW

Fig. 3 Power transmission and reflection coefficients 
of coupled coplanar Mindlin plates in incident 
BDFW

Fig. 4 Power transmission and reflection coefficients 
of coupled coplanar Mindlin plates in incident 
SDFW

Fig. 5 Power transmission and reflection coefficients 
of coupled coplanar Mindlin plates in incident 
in-plane longitudinal wave

Fig. 6 Power transmission and reflection coefficients 
of coupled coplanar Mindlin plates in incident 
in-plane shear wave

두 번째 평판의 임계주파수(4.1 kHz) 아래에서는 투

과판의 OPSW와 SDFW와 연관되는 파워투과계수

는 0이 됨을 확인할 수 있다. 

4. 결  론

에너지흐름해석법(EFA)이나 통계적에너지해석법

(SEA)과 같은 에너지 기반 통계적 접근법은 모드밀

도가 높은 고주파수 대역 진동해석에 유용한 방법이

다. 따라서 1, 2차원 구조 부재인 보와 평판으로 이

루어진 복합구조물의 신뢰성 있는 고주파수 대역 진

동에너지를 예측하기 위해서는, 고주파수 대역 진동 

응답에서 무시할 수 없는 회전관성효과와 전단변형
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효과를 반영할 수 있는 Timoshenko 보와 Mindlin 
판에 대한 에너지 기반 통계적 해석 기법의 개발이 

필수적이다. 
이 연구는 임의의 형상의 복합 Mindlin 평판구조

물의 에너지 기반 진동 해석을 위해 반드시 필요한 

Mindlin 판에서의 면외파와 면내파 사이의 에너지 

전달 관계를 유도함으로써 복합 평판구조물의 고주

파수 대역 진동 해석의 신뢰성을 높이는 데 기여할 

것으로 예상된다.
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