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요  약

이미지 디자인 등에 사용하기에 용이한 정다각형의 회 칭성을 갖는 랙탈 생성에 해 

연구하 다. Loocke의 논문[13]에서 사용한 방법과 같이 회 , 축소 아핀함수를 기반으로 하되 

제곱근(square root)함수 신 리아 셋(Julia set)을 생성하는 함수들로 확장하여 IFS(iterated 

function systems)를 구성하 다. 그 결과 리아 셋의 모양에 바탕을 둔 회  칭  랙탈을 

생성할 수 있었으며, 리아 셋의 모양이 잘 나타나지 않는 경우에는 IFS 생성 알고리즘의 확

률  함수선택 부분을 변경하여 리아 셋의 모양이 뚜렸해지도록 할 수 있음을 보 다. 한 

리아 셋의 모양을 지수의 변화를 통해 변형하는 방법을 제안하 다.

ABSTRACT

We studied the creation of fractal images with polygonal rotation symmetry. As in 

Loocke's method[13] we start with IFS of affine functions that create polygonal fractals 

and extends the IFS by adding functions that create Julia sets instead of adding square 

root functions. The resulting images are rotationally symmetric and Julia set shaped. 

Also we can improve fractal images by modifying probabilistic IFS algorithm, and we 

suggest a method of deforming Julia set by changing exponent value.
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1. 서  론

랙탈은 자기반복  특성을 가지는 기하학  

형태로서 간단한 규칙이나 알고리즘으로 생성이 가

능하다. 랙탈은 생성시의 조건에 따라 나뭇가지

나 지형, 구름과 같은 형태를 만들 수 있어 게임의 

배경에 등장하는 자연물과 같은 것을 묘사하는데 

이용되고 있으며, 상의 압축이나 음악분야  

술  이미지의 디자인이나 Wall paper 의 생성 등

의 다양한 분야에 응용되고 있다[1,2,3,4,5,6,7]. 

랙탈 도형을 이미지 디자인에 사용할 때 하나

의 도형이 단독으로 사용될 수도 있지만 다른 도

형들과 함께 더 큰 이미지 디자인의 한 부분으로 

사용될 수도 있다. 그런데 랙탈 도형의 테두리 

부분의 모양은 시에르핀스키(Sierpinski) 삼각형에

서와 같이 단순한 기하학  모양인 경우도 있지만 

부분의 경우는 정형화 되어 있지 않다. 따라서 

배경 이미지, wall paper 등에서와 같이 2차원 평

면을 빈틈없이 채우도록 반복하여 그려야 하는 경

우 경계부분을 자연스럽게 처리하기가 어려운 문제

가 있다. 만약 랙탈 도형의 가장자리 모양이 평

면을 채우기에 합한 삼각형, 사각형, 육각형 등

의 정다각형 모양이거나 는   회 에 해 

불변인 특성( 칭성)을 가지고 있다면 연속 으로 

그리거나 다른 도형과 인 하여 배치하기에 한층 

편리할 것이다. 따라서 랙탈의 활용을 해서 이

러한 모양의 랙탈 도형 생성에 한 연구가 필

요하다고 할 수 있다.

랙탈 도형을 생성하는 방법은 여러 가지가 있

는데, 여기서는 그  IFS(Iterated Function 

Systems)를 통한 랙탈 생성[1]을 고려한다.

공간 에서 정의되는 개의 함수 

     를 생각하자. 단   는 임의의 두 

에 가했을 때 두 간의 거리를 여주는 축소 

사상이라고 가정한다. 이 함수들에 한 끌개

(attractor)는 공간의 들의 집합   로 다음과 같

은 식으로 정의된다.

    
  



                  (eq. 1)

즉   를   의해 축소한 들에 의해   가 구

성되는 조건을 의미하는 것인데   는 일반 으로 

랙탈 도형이 됨이 알려져 있다. 평면상의  

 를 복소수     를 이용하여 표시할 

때, 를 들어

   ′ 



             (eq. 2a)

   ′ 



          (eq. 2b)

   ′ 



         (eq. 2c)

와 같이 평면 에서의 3개의 아핀(affine)함수

로 이루어진 IFS 의 경우, 이에 한 attractor 는 

[Fig. 1]과 같은 시에르핀스키(Sierpinski) 삼각형

이 된다. 

[Fig. 1] 시에르핀스키 삼각형

집합   를 조건 (eq. 1)을 이용하여 직  구하

는 것은 어렵지만   의 축소시키는 성질을 활용

한 다음과 같은 Chaos Game 알고리즘을 이용하

면 손쉽게   의 모양을 그릴 수 있다. 

1) 먼  임의의 기   를 잡는다. 

2)    임의로 하나를 선택하여  에 가

하여 다음   을 얻는다. 

3) 계속하여 2)와 같은 방법으로 다음의 을 
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얻는 과정을 반복한다. 이 때 반복한 회수가 

어느 이상이 된 이 후부터 유효한 으로 보

고 평면에 표시한다.

IFS에서는 사용하는 함수에 따라 다양한 도형이 

나타나게 되는데 이를 미 인 이미지의 디자인에 

활용하는 것도 가능하다. 를 들어 IFS의 알고리

즘에 당한 함수를 삽입하면 특이한 모양의 랙

탈을 얻을 수도 있는데 이를 활용한 랙탈 

임 알고리즘[8]은 이미지 디자인이나 Wall paper 

생성 등에 응용되고 있다.

2. 회  칭성을 갖는 랙탈 생성 방법

2.1 기존의 연구

IFS 에 의해 랙탈을 생성할 때   회  

칭성을 갖도록 하는 기존의 연구로는 회 칭성의 

조건을 만족하는 함수를 사용하는 방법[9,10,11], 

는 임의의 함수가 주어졌을 때 회  칭성을 

갖도록 함수를 변환하여 사용하는 방법[12] 등이 

있다. 이 방법들은 함수 자체에 칭성의 조건으로 

제약을 가하는 방법들인데 각 함수들에 회  칭

성의 특성과 그리고자 하는 랙탈 모양의 세부  

특성이 모두 들어있는 방법이라고 할 수 있다. 

한편 최근에 Loocke 등에 의해 연구된 방법[13]

에서는 랙탈의 회 칭성과 모양 축소 부분을 

담당하는 2개의 아핀(Affine) 함수에 랙탈의 세

부  모양을 특징짓는 비선형인 함수(복소수 

square root 함수)를 추가하여 IFS를 구성함으로

써 재미있는 모양의 랙탈을 얻고 있다. 논문[13]

에 시된 이미지들을 보면 아핀함수와 비선형 함

수를 함께 사용함에 따라 정다각형 모양의 테두리 

안에 독특한 세부  모양을 가지는 랙탈 도형이 

생성됨을 볼 수 있다. [9,10,11,12]의 방법에서는 다

각형 모양의 특성과 랙탈 모양의 특성이 각 함

수들에 복합 으로 들어 있는 반면 Loocke의 방법

에서는 이 두 가지가 각각 별도의 함수로 분리되

어 있는 이 특징이다. 따라서 Loocke 의 방법은 

랙탈의 회  칭성과 랙탈 내부의 세부  모

양을 독립 으로 컨트롤 할 수 있다는 에서 편

리한 방법이라고 할 수 있다. 그러나 랙탈의 세

부  모양이 원형에 기반을 두었다는 에서 제한

되어 있다. 본 논문에서는 이를 다른 곡선으로 확

장하는 방법에 해 고려하 다.

2.2 다각형 랙탈 생성을 한 IFS

먼  원 에 해   만큼 회 시키는 함수와 어

떤 고정된 으로 축소시키는 함수를 사용하여 정

다각형 모양의 랙탈을 얻는 방법에 해 알아보

자. 평면 의 을 복소수     를 이용하

여 표시할 때, 임의의  을 심으로   의 비율

로 축소시키는 함수   과 원 에 하여   만큼 

회 시키는 함수   는 다음과 같이 표 된다. 

′ ≡∙        (eq. 3)

′ ≡exp∙              (eq. 4)

이 두 함수로 IFS를 구성하 을 때, 얻어지는 

결과를 [Fig. 2]에 시하 다. 그림에서 축소 심 

은 흰 으로, 회  심은 가운데의 +모양으로 

나타내었으며  ±,  ±의 직선도 나타내었

다. 

[Fig. 2] (a) ,  ,    일 때 

생성되는 프랙탈
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[Fig. 2] (b) ,  ,    일 때 

생성되는 프랙탈

, 의 IFS에 다른 함수를 추가하면 정다각형

의 회 칭성을 가지면서 세부 인 모양은 추가된 

함수에 의해 특징지어지는 랙탈을 얻을 수 있다. 

를 들어 Loocke 가 사용한 복소수 제곱근함수를

′  ± ±        (eq. 5)

 

추가한 경우 [Fig. 3]과 같은 도형을 얻을 수 있다.

[Fig. 3]  ,  ,    의 , , 

그리고 ± 에 의해 생성된 프랙탈

[Fig. 3]의 도형을 보면 크고 작은 원형  약간 

변형된 원형들로 채워져 있다. 그 이유는 평면상의 

임의의 에 (eq. 5)의 함수가 반복해서 가해지면 

±  의 제곱근의 성질에 의해    인 원주로 

근하게 되는데, 이 들이 ,   에 의해 축소 

 회 되며 6각형 내에 분포되기 때문이다. 

따라서 만약 원에 근하는 제곱근 함수를 사용

한 Loocke 의 방법과 달리 다른 곡선에 근하는 

함수를 사용한다면 그 곡선 형태를 특징으로 하는 

랙탈이 얻어질 것이 상된다. 이러한 아이디어

에 따라 본 연구에서는 다른 곡선 모양을 특징으

로 갖도록 방법을 확장해 보았다. 3장에서는 곡선 

모양에 련된 함수를 랙탈 곡선인 리아(Julia) 

셋(Set)을 생성하는 함수로 확장하 을 때 어떠한 

랙탈을 얻을 수 있는지를 구체  를 통해 알

아본다. 

3. 리아 셋에 기반한 다각형 랙탈

3.1 리아 셋

먼  복소수 유리함수 의 리아 셋을 그리

는 방법에 해 간단히 알아보자[1]. 당한  ′

을 잡은 뒤 ′  인 역 이미지 를 계속 구하

는 것을 반복하면 리아 셋의 으로 근하게 

되는데 이를 이용하여 손쉽게 리아 셋을 그릴 

수 있다. 

를 들어

   ′              (eq. 6)

와 같은 함수의 경우를 보면 ′의 역 이미지 는 

  개가 있다. 이를

     ′               (eq. 7)

와 같이 극형식으로 표 하면

   ′   





     (eq. 8)

     단     

와 같이 나타낼 수 있는데,   에서 랜덤하게 

하나를 택해 를 구해나가는 것을 반복하면 리

아 셋이 그려진다. 즉 IFS의 Chaos game 알고리

즘과 같은 방법으로 리아 셋을 그릴 수 있다. 
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3.2 리아 셋에 의한 회  칭 랙탈

여기서는 다각형을 생성하는 축소  회  함수 

,   에 리아 셋을 생성하는   함수들을 추

가한 IFS를 통해 생성된 결과들을 구체  를 통

해 살펴본다. 

3.2.1 리아 셋( ,   )에 의해 

     얻어지는 랙탈

다항식의 차수 이 3인 경우 (eq. 8)에 의해 

얻어지는 리아 셋을 [Fig. 4]에 나타내었다. 

[Fig. 4] 줄리아 셋( ,   )

리아 셋을 생성하는 (eq. 8)의 함수에 다음과 

같은  ,           

값으로 정의되는 축소  회  함수 ,   를 추

가하여 IFS 시스템을 확장했을 때 생성된 랙탈 

도형을 [Fig. 5](a)∼(c)에 나타내었다. 

[Fig. 5](a)  ,  ,    

[Fig. 5](a)에서는 도형의 테두리는 리아 셋의 

모양을 가지고 있으나 들로 면이 채워진 모양을 

하고 있다. 그 이유는 확장된 IFS 시스템에 속한 

  함수와 , 가 Chaos Game 알고리즘에 따

라 섞여서 이터 이션되기 때문이다.

한편 도형의 테두리에는 리아 셋의 모양을 뚜

렷하게 유지하고 있음을 볼 수 있는데 이는 축소 

심  이 원 에서 멀리 떨어져 있고 에 의

해 회 이 되고 있으며 축소비율 도 충분히 

작아 곡선의 경계를 넘어 들이 생성되지 않기 

때문이다. 그러나 일반 으로 곡선의 모양이 유지

되는 조건을 구하는 것은 리아 셋의 모양이 불

규칙한 까닭에 쉽지 않다.

[Fig. 5](b)  ,  ,   

[Fig. 5](b)에서는 리아 셋 모양의 일부만 테

두리에 나타나고 있다.

[Fig. 5](c)  ,  ,   
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 [Fig. 5](c)에서는 에 의해 회 이 되고 

있어 6각형의 회 칭성을 가지는 모양이다.

축소 심  을 리아 셋에서 충분히 바깥쪽

에 치시키면 [Fig. 6]과 같이 다각형 모양의 테

두리를 갖는 도형을 얻을 수 있다. [Fig. 3]에서의 

원형이 리아 셋 모양의 곡선으로 치된 유사한 

모양이다.

[Fig. 6]  ,  ,   

축소 비율 이 작으면 빈 공간이 많은 모양이 

된다. [Fig. 7]은 축소 심 을 멀리 치시켜 

리아 곡선 내부가 빈 공간이 되게 한 경우이다.

[Fig. 7]  ,  ,   

3.2.2 리아 셋( ,   )에 의해 

     얻어지는 랙탈

이 경우의 리아 셋은 [Fig. 8]과 같다.

[Fig. 8] 줄리아 셋( ,    )

앞에서와 마찬가지로 축소  회  시키는 함수

를 추가하여 얻어진 결과를 [Fig. 9](a)∼(b)에 나

타내었다. 

[Fig. 9](a)  ,  ,       

[Fig. 9](b)  ,  ,      

3.3 IFS 함수 선택 알고리즘 개선

Chaos Game 알고리즘에서는 IFS를 구성하는 

함수들을 어떤 확률로 선택하여 가하게 된다. 리

아 셋이 뚜렷하게 나타나기 해서는 만 반복
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해야 하는데 새로 구성된 IFS에서는 와 ,   

를 랜덤하게 선택하게 되므로 리아 셋의 모양이 

뚜렷하지 않게 되는 상이 발생한다. 이를 개선하

기 해서는 가 좀 더 많이 가해지도록 하면 

되는데, 단순히 선택의 확률을 증가시키는 방법

은 좋지 않았다. 그 보다는 가 선택되었을 때 

계속하여 연속으로 를 정해진 회수만큼 가하는 

것이 효과 이었다. 왜냐하면 선택의 확률을 증

가시키는 경우에는 ,   의 선택 확률이 작아지

게 되어 체의 회 칭의 균일성이 깨지기 때문

이다.

[Fig. 10](a)∼(d)에서는 이 방법에 의해 개선된 

이미지를 보여 다. , ,   의 선택 확률을 각

각 , ,   로 나타내자.(각 에 한 의 확

률은 ) [Fig. 10](a) 는 일반 인 확률  함수 

선택에 의한 결과로  ,  ,    인 

경우이다. [Fig. 10](b)는 의 선택 확률 를 단

순히 증가시킨  ,  ,    경우인

데 회  칭의 균일성이 깨지고 있다. [Fig. 

10](c)와 [Fig. 10](d)는  ,  , 

   의 확률로 선택하되 가 선택되었을 때 

각각 연속으로 2번  3번 가하는 방법에 의한 결

과이다. 연속으로 가하는 횟수에 따라 리아 셋의 

곡선 모양의 뚜렷한 정도가 달라짐을 볼 수 있다.

 

[Fig. 10](a)  ,  ,     

[Fig. 10](b)  ,  ,   

[Fig. 10](c)  ,  ,     

[Fig. 10](d)  ,  ,     

한편 리아 곡선의 회 칭성과 의 회 각

도가 일치하지 않아 모양이 흐릿한 [Fig. 5](b)와 

같은 경우도 를 연속으로 3번 실행하는 방법을 

용한 결과 [Fig. 11]과 같이 곡선 모양이 뚜렷해

짐을 볼 수 있다.
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[Fig. 11]  ,  ,   

3.4 리아 셋의 변형 방법

리아 셋을 변형할 수 있다면 이를 바탕으로 

보다 다양한 이미지를 얻을 수 있을 것이다. 여기

서는 간단한 변형 방법을 제안하고 그 결과를 나

타내었다. 

리아 셋을 그려내는 (eq. 8)에서 




부분은 

→  로 근하게 하는 역할을 한다. 따라서 이 

부분을   (단    )로 바꾸어도 (eq. 8)을 통

해 어떤 곡선을 얻을 수 있다. 이 게 변형된 곡선

의 모양은    에 의존하는데, 이 때 가 에 

가까울수록 →  로 빠르게 근하므로 원형에 가

까운 모양을 하게 된다. [Fig. 4]와 같은 조건에서 

     인 두 경우를 [Fig. 12](a)∼(b)에 나

타내었다. 곡선의 매끄럽고 거친 정도가 에 따라 

달라짐을 볼 수 있다. 

[Fig. 12](a) 곡선  ,   ,   

[Fig. 12](b) 곡선  ,   ,   

[Fig. 13](a)∼(b)은 여기에 ,   를 추가하

을 때 각각 나타나는 결과이다. 

[Fig. 13](a)  ,  ,   

[Fig. 13](b)  ,  ,   

3.5 로그(log) 도에 의한 컬러링

좋은 이미지를 얻기 해서는 당한 컬러 부여 

방법이 있어야 하는데 On/Off 방식의 흑백 기
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로는 해상도의 제한으로 보기 좋은 모양이 나오지 

않는다. 에서 시한 이미지들은 이터 이션시 

한 픽셀에 이 도달한 회수에 로그를 취하여 픽

셀의 밝기를 정하는 방식으로 그린 것들이다.

4. 결  론

다각형 모양의 회  칭  랙탈을 생성하는 

2개의 아핀 함수에 [13]에서 사용한 제곱근 함수 

신 이를 확장한 리아 셋을 생성하는 함수들을 

추가하여 IFS를 구성하 다. 그 결과 다각형의 회

 칭성을 가지며 리아 셋의 모양을 특징으로 

하는 다양한 랙탈 이미지를 생성할 수 있었다. 

한 리아 셋의 모양이 뚜렷하지 않게 되는 경

우에는 Chaos Game 알고리즘을 수정하여 이를 

개선할 수 있음을 보 으며 리아 셋을 그리는 

방법에서 지수를 변화시킴으로써 거칠기가 다른 변

형된 리아 셋 모양을 얻을 수 있음도 보 다.

이상에서 제시된 방법은 다른 곡선모양에도 동

일하게 응용될 수 있을 것이다. 
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