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학교수학에서 함수의 연속성은 그래프를 이용하여 직관적으로 지도된다. 이는 일반

적인 지도 방식이지만, 여러 연구자들이 이에 대한 문제를 제기하고, 형식적 측면이

강화된 방안이 대안으로 제시되고 있다. 본 논문은 함수의 연속성의 역사적 발달 과

정을 분석하여, 직관적 지도를 보완하기 위하여 고려해야 할 시사점을 제시하는 것을

목적으로 한다. 역사적 분석 결과, 세 가지 관점에서 연속적인 변화를 분석하여 함수

의 연속성에 대한 개념적 이해의 토대를 풍부하게 하고, 함수의 연속성 정의의 기반

이 되는 연속적인 변화에 대한 관점을, 다른 관점과 함수 관계의 여러 표현 방식과의

관계를 종합하는 과정을 거치는 것을 직관적 지도를 위한 시사점으로 제안하였다.
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Ⅰ. 서 론

학교 수학에서 함수의 연속성 지도는 그래프

의 한 점에서 끊어짐과 이어짐의 조건을 분석하

여 함수의 연속 정의를 유도하는 것을 중심으로

한다(교육과학기술부, 2008, p.185). 이러한 지도

방식은 널리 채택된 것이며, 기하적 모델을 이용

하여 함수의 연속성을 지도한다는 점에서 직관

적 지도법이라 할 수 있다. 한편 학생들이 연속

함수의 그래프는 ‘틈이 없는’, ‘한 조각’의 곡선

이라는 그래프의 연결성에 강하게 연결된 이미

지를 연속함수에 부여하고 있다는 점이 여러 연구

에서 확인되어 왔다(Bezuidenhout, 2001; Ferrini-

Mundy & Graham, 1994; Tall & Vinner, 1981; 박

달원․홍순상․신민영, 2012; 이경화․신보미,

2005; 이진영, 2011). 성취도가 매우 높은 학생들

을 포함하여 많은 학생들이,    이 불연속

인 점을 지닌 함수로 분류하며 연속함수는 끊어

지지 않고 하나로 이어져 있는 그래프를 지녀야

한다고 인식한다는 것이 이들 연구에서 확인되

었다.

몇몇 연구에서 이러한 상황이 과도한 기하적

이미지의 영향으로 간주되고 수학적 엄밀성과

정확성이 보다 강화된 지도법이 대안으로 제안

되었다. 김동보(1983)는 대학수학의 연속함수의

정의의 의미로 학교수학의 연속성 지도를 보완

하는 방안을 제시하였다. 박달원․홍순상․신민

영(2012)은 정의역 끝점에서의 연속성 정의 지도

에서 나타나는 문제점을 지적하며 정의역의 끝

점에서도 함수의 연속성 정의가 문제없이 적용

될 수 있도록 연속성 정의가 제시되어야 한다는

것과 함수의 연속성 정의가 함수의 정의역에서

이루어진다는 점이 명확하게 지도되어야 한다는
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점을 함수의 연속성 지도에서 개선 사항으로 제

시하였다. 이진영(2011) 역시 이와 관련된 주제

들이 교과서마다 다르게 제시되어 있는 부분들

이 있다는 것을 지적하며 이러한 부분들이 일관

성 있게 제시되어야 한다고 주장하였다.

Raman(2004)은 미국에서 사용되는 고등학교의

pre-calculus 교재, 대학교의 미적분 교재와 해석

학 교재 등 세 수준의 교재에서의 함수의 연속

성 지도 내용을 정의의 유형과 적용, 두 차원을

중심으로 비교․분석하였다. Raman은 다른 수준

의 교재들이 전혀 다른 방식으로 함수의 연속성

을 지도하고 있으며, 그래프의 연결성에 기반한

연속성에 대한 비형식적 이해와 ‘ '에 기반

한 형식적인 정의가 잘 연결되지 못한다는 점을

지적하며, 이것이 함수의 연속성 이해에 문제가

될 수 있다고 주장하였다. 그에 의하면, 고등학

교에서 연결성에 기반하여 지도되었던 내용이

미적분 수준에서는 별다른 설명 없이 ‘ ’에

기반한 정의를 적용하는 것으로 대체된다.

이러한 상황들은 학교수학에서 함수의 연속성

을 직관적으로 지도하지만 비형식적 혹은 직관

적 설명과 인식이 연속성의 정의 이해에 어떻게

연결될 수 있는지에 대한 연구가 부족하다는 것

을 시사한다. 함수의 연속성과 관련하여 나타나

는 학생들의 기하적 이미지에 고착된 반응들은

학교수학에 포함되어 있는 비형식적인 내용과

수학의 형식적 정의가 잘 연결되지 못한 결과라

고 할 수 있을 것이다. 연속성 지도 개선 방안들

은 수학적 정확성의 개선에 초점을 맞춘 것이며,

직관적 지도에서 중요한 역할을 하는 연속성에

대한 비형식적 직관 혹은 이해에 대한 논의는

거의 담고 있지 않다. 직관적 지도가 비형식적

직관과 형식적 지식의 연결을 시도하는 것이라

는 점을 인정한다면, 이러한 대응들이 지닌 제한

점은 분명해 보인다. 비형식적 직관과 형식적인

정의의 관계 문제를 지적한 Raman(2004)도 이에

대하여 구체적으로 설명하지 않았다.

본 연구자들은 함수의 연속성의 역사적 발달

과정을 분석하여, 직관적이고 비형식적 인식과

형식적 지식 사이의 보다 건전한 연결 관계에

대한 시사점을 제안하고자 한다. 수학적 개념은

일반적으로 오랜 시간을 거쳐서 발달한다. 초기

단계에서는 비형식적 맥락에서 직관적 인식을

통해서 수학적 개념이 드러나고, 다양한 상황과

연결되면서 점진적으로 의식화되고, 최종적으로

는 형식화되며 비형식적인 맥락, 직관적 인식과

개념의 정의와의 관계가 감추어진다. 본 논문에

서는 함수의 연속성 개념의 역사적 발달 과정을

분석하여, 형식화된 정의 아래 감추어진 비형식

적 맥락과 직관적 인식의 다양한 양상을 드러내

고, 이를 통해서 비형식적 직관과 형식적 지식

사이의 관계를 강화하여 함수의 연속성의 직관

적 지도를 개선하는데 필요한 시사점을 제시하

고자 한다.

Ⅱ. 함수의 연속성 개념의 역사적

발달과정

몇몇 연구자들에 의해 함수 연속성의 역사가

연구된 바 있다. Jourdain(1913), Grabiner(2005),

Sierpinska(1994) 등은 현대적인 방식으로 함수의

연속성이 정의된 19세기 초 Cauchy와 그와 인접

한 시기에 진행된 수학적 논의들을 다루었다. 함

수 개념의 발달은 운동 현상 곧 연속적인 변화

에 대한 연구를 통해서 촉진되었다(박교식, 1992;

정영옥, 1999; Kleiner, 1989). 이것은 함수의 연속

성 개념의 발달이 연속적인 변화에 대한 이해의

발달과 연결되어 있다는 것을 뜻한다. Schubring

(2005)은 무한소와 극한 개념의 역사적 발달 과

정을 논의하면서 연속적인 변화에 대한 이해의

발달 과정을 논의하였다. 본 장에서는 연속적인
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변화에 대한 이해가 함수의 연속성 개념의 직관

적 이해를 구축하는데 기여한 것으로 해석하고,

이러한 관점을 중심으로 하여 선행 연구 결과를

종합하고 함수의 연속성의 역사적 발달 과정을

조망하겠다. 이러한 조망 과정은 기본적으로 연

속적인 변화에 대한 비형식적이고 직관적인 인

식과 형식화된 수학적 논의의 관계를 추출하는

것을 목적으로 한다.

1. 연속성의 의식화(고대 그리스 시대)

연속성에 대한 명확한 인식은 고대 그리스의

초기부터 발견된다. Pythagoras 학파는 공간과 시

간이 연속적으로 전개된다고 설명한 바 있다

(Boyer, 1991, pp.74-75). 고대 그리스인들은 선분

의 길이와 평면도형의 넓이와 같은 기하적 대상

들의 크기가 연속적으로 변한다고 생각하였다.

이들은 주어진 원과 넓이가 동일한 정사각형을

작도하는 법을 찾는데 성공하지 못하였지만 그

러한 정사각형이 존재한다는 점을 의심하지 않

았다. 정사각형의 넓이가 연속적으로 변하면서

증가한다고 믿었기 때문일 것이다.

Aristotle은 연속성의 체계적인 개념화를 제시

하였다. Aristotle은 임의로 분할될 수 있다는 것

을 연속성을 설명하는 기본 성질로 간주하였다

(Schubring, 2005, p.154). 그는 모든 연속체는 부

분들로 무한정 분할될 수 있으며, 분할된 부분은

분할되기 이전의 것과 동질적이며, 공간과 시간,

운동 등이 연속적인 양에 해당한다고 하였다. 그는

이러한 설명에 더하여, 연속성을 설명하는 두 가

지 개념을 제시하였다(Schubring, 2005, pp.155-6).

계열(succession)은 두 원소가 잇달아 있으며 둘

사이에 동질인 다른 원소가 존재하지 않는 것을

말하며, 접촉(contiguity)은 한 계열을 이루는 두

원소가 서로 닿아 있는 상태를 말한다. Aristotle

에 의하면, 연속하다는 것은 계열인 상태에 더하

여 전체를 이루는 부분들 사이의 경계가 인식되

지 않고 부분들이 드러나지 않은 채 하나의 동

일한 전체를 이루는 상태에 있는 것에 해당한다.

부분들로 나눌 수 있지만, 분할을 하지 않는다면

그러한 부분들이 드러나지 않는다. 이러한

Aristotle의 연속성 개념화는 기하적 직선에 대한

직관을 바탕으로 한 것이다(Boyer, 1959, p.44;

Ferraro, 2001, p. 550). 한편 Aristotle은 공간의 이

동과 같은 연속적인 변화에 대하여 다음과 같이

언급하였다.

변화가 일어나는 정도는 연속적이다. 한 물체가 C에

서 D로 이동했다고 하자. 그러면 CD가 분할될 수

없다면, 부분을 지니고 있지 않는 두 가지가 잇달아

있는 것인데, 둘 사이의 공간이 크기를 지니고 있고

따라서 한계 없이 나뉠 수 있기 때문에, 이는 불가

능하다. 그래서 어떠한 주어진 변화를 실행하기 전

에 대상은 셀 수 없이 많은 변화를 거쳐야 한다

(Schubring, 2005, p.156)에서 재인용).

연속성에 대한 개념화를 이용하여 연속적인

변화를 설명한 것이다. 이러한 설명에서 연속적

인 변화가 무한히 많은 변화를 내포하고 있다는

점과 암묵적이지만 중간의 모든 값을 거쳐야 한

다는 점이 지적되고 있다(Schubring, 2005, p.156).

2. 연속적인 변화 현상의 탐구(14~17세기

초)

14~17세기에 기하적 도형을 이용하여 운동의

양적인 규칙성을 기술하는 연구들이 진행되었다

(김영식 2001, p.64). 이로써 기하적인 연속성을

이용하여 연속적인 변화의 양적 규칙성이 설명

되기 시작한 것이다.

14세기 Oxford 대학 Merton 칼리지의 역학자들

은 속도가 변할 때 이동 거리의 증가 규칙을 연

구하였고, 이들의 연구는 프랑스의 Nicole
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[그림 2] 투사체의 궤도

Oresme에 이어지면서 현재의 시간-속도 그래프

가 등장하게 된다(Grant, 1992; Sherry, 1982).

Oresme은 Merton 학파의 연구 결과를 기하학적

으로 다루는 방법, 곧 현재의 시간−속도 그래프

를 고안하였다. Oresme은 연속적 변화를 기하적

도형과 연결하여, 등속도 운동과 등가속도 운동

의 시간-속도 그래프 아래의 넓이가 이동 거리

에 해당한다는 것을 보였다(Boyer, 1959, p.81).

등가속도 운동의 경우 속도가 순간적으로 존재

하는 한편 속도의 변화가 연속적으로 이루어지

며, 이동거리 역시 연속적으로 증가한다. Oresme

의 기하적 방법은 등가속도 운동의 속도와 거리

의 연속적인 변화가 시간-속도 그래프에서 나타

나는 삼각형의 높이와 넓이의 연속적인 변화에

대응한다는 것에 주목한 것이다(Sherry, 1982,

pp.89-92). 운동 현상과 이차원 도형 사이에 동형

성이 존재하며 이를 통해 기하학 도형의 넓이를

이용하여 거리의 증가 현상을 다룰 수 있다는

것을 보여준 것이다.

[그림 1] Oresme의 시간-속도 그래프

넓이와 거리 증가의 동형성에 대한 보다 명확

한 진술은 Galilei에게서 발견된다(Sherry, 1982,

pp.100-110). Oresme은 등가속도 운동이 중간 시

점의 속도로 동일한 시간 동안 등속도 이동한

거리와 동일하다는 점을 밝히는데 머물렀다. 그

런데 Galilei는 순간 속도와 거리의 증가를 넓이

가 선분 곧 불가분량으로 이루어졌다는 아이디

어를 사용하여 설명하였다. 그의 설명에 의하면,

시간―속도 그래프에서 그래프의 높이는 순간적

인 이동 거리를 나타내며, 선분들의 합인 그래프

아래의 넓이는 순간적인 이동 거리의 합인 전체

이동거리가 된다. 이러한 아이디어를 통해서 그

는 Oresme에서 한 걸음 더 나아가 등가속도 운

동의 이동 거리가 시간의 제곱에 비례한다는 결

론을 제시하였다. 또한 그는 투사체의 운동이 등

속도의 수평 운동과 등가속도로 변하는 수직 운

동으로 이루어져 있으며 따라서 투사체가 포물

선을 그리며 움직일 것이라는 점을 유도하였다.

Galilei의 이러한 연구는 Torricelli, Barrow 등에

의해서 일반화된다(Boyer, 1959, pp.130-132). 속

도가 시간의 거듭제곱에 따라서 변하는 운동의

이동거리가   의 그래프 아래의 넓이를 통

해서 설명된 것이다. 곧 기하적 도형의 넓이를

이용하여 이동 거리가 시간에 대한 함수로 표현

되었다.

[그림 2] 투사체의 궤도

3. 연속성 개념과 함수 개념의 발달

(17~18세기 중반)

16세기 후반 이후 등가속도 운동 등 연속적인

변화에 대한 이해가 발달하였는데, 17-8세기에는

연속성에 대한 이해가 더욱 확장되고, 연속적인

변화 혹은 증가 아이디어를 바탕으로 하는 변수

와 함수 개념이 발달하였다.

연속성에 대한 근대적 논의는 Leibniz에서 시

작된다(Schubring, 2005). Leibniz는 형이상학적 관

점에서 ‘자연은 비약하여 진행되지 않는다’는 연
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속성의 원리를 천명하고 이를 토대로 자신의 철

학을 전개하였는데, 이러한 인식이 여러 수학자

들에게 영향을 주었고 근대적인 연속성 논의의

출발점이 되었다. 강체의 충돌에 대한 사고 실험

이 이러한 상황을 보여주는 대표적인 사례이다.

충돌 후 진행되는 물체의 운동에 대한 사고 실

험 과정에서 강체는 순간적인 급격한 운동 변화

를 초래한다는 점이 인식되었다. 크기가 다른 두

강체가 정면으로 충돌하면 크기가 작은 강체의

운동 방향이 크기가 큰 강체의 운동 방향으로,

곧 이전 운동 방향의 반대쪽으로 바뀌어야 한다.

곧 속도가 순간적으로 바뀌어야 하는 것이다. 연

속성의 원리를 출발점으로 삼은 Leibniz는 이로

부터 강체가 존재하지 않는다는 결론을 이끌어

내었다. 이 논의는 Johann Bernoulli, Boscovich 등

에 의해서 받아들여졌다. 물체의 충돌에 대한 논

의에서 Johann Bernoulli는 연속성의 원칙에 위배

된다는 이유에서 절대적 강체를 거부하고 변형

과정이 운동과 충돌에서 변형되면서 전이 과정

과 중간 단계를 허용하는 탄성체만을 인정하였

다. 충돌에서 나타나는 속도의 변화가 중간의 모

든 값을 거치면서 변하는 연속적인 변화이어야

한다고 가정한 것이다. Bernoulli의 영향을 받은

Boscovich 역시 중간의 모든 값을 거친다는 성질

을 이용하여 연속성의 법칙 곧 연속적인 변화를

설명하였다.

여기에서 다룰 연속성의 법칙은 모든 양이 하나의

크기에서 다른 크기가 될 때 동일한 집합의 모든 중

간 크기를 거쳐야 한다는 아이디어로 이루어져 있

다. 일반적으로 사용되는 중간 단계 혹은 과정들로

통로가 이루어졌다는 말 역시 동일한 생각을 지닌

다. 혹은 하나의 단계는 한 순간에 대응하며, 연속적

인 사간의 작은 범위에 따라서 증가하거나 감소한다

((Schubring(2005, pp.179-180)에서 재인용).

Schubring에 의하면, Leibniz는 연속성을 비약하

지 않는 것으로 설명하였는데, 다른 수학자들은

중간값 성질 곧 연속성이 중간의 모든 단계 혹

은 값을 거치는 것으로 설명하였다는 점에서 미

묘한 차이점이 있었다. 이러한 차이에도 불구하

고, 강체의 충돌에 대한 사고 실험은 연속성에

대한 이해가 보다 의식화되어 작용한 사례라고

할 수 있다.

17, 18세기에는 변량과 함수 개념이 발달하였

는데, 여기에는 연속성에 대한 이해가 바탕이 되

었다. 17세기에 해석 기하학을 발전시키고 미적

분을 개척하던 수학자들은 변량과 함수 개념을

의식화하였다(Ferraro, 2001; Kleiner, 1989). 변량

개념은 Descartes와 Fermat의 해석 기하 연구에서

사용되었고 Newton의 연구에서 폭넓게 사용되었

다. 이 당시 변량은 가로 축과 세로 축의 길이,

호의 길이, 곡선과 축 사이의 넓이와 같은 연

속적으로 변하는 기하적 양들을 나타냈다. 곡선

의 접선 작도 혹은 도형의 넓이 계산 상황에서

관련된 변량들 사이의 관계를 설명하면서 함수

개념이 명시화된다. Leibniz는 곡선의 변량과 어

떤 관계를 가지는 또 다른 기하적 변량을 지칭

하기 위해 ‘함수’라는 용어를 사용하였다. 18세

기 초에 들어서며 변량과 함수 개념에 좀 더 형

식적 의미가 부여되기 시작하였다(Ferraro, 2001).

급수 이론이 발달하여 여러 기하적 양들과 곡

선을 일괄적인 대수적 조작을 통하여 다룰 수

있게 되었고, 미적분에서는 이러한 식을 지칭할

명칭이 필요하였다. 함수가 그러한 식을 나타내

는 용어로서 사용되었는데, 이 과정을 거치면서

변량과 함수 개념은 추상적이면서, 관계적인 의

미로 변화하였다. 즉 기하적 대상을 표현하는 해

석적 식은 점차적으로 변량들 사이에 성립하는

관계를 표현하고 조작하는 도구로 인식되었으며,

이를 통해 변량과 함수 개념은 보다 일반화되고

추상적인 일반적인 의미를 지니게 되었다. 이전

에 변량은 기하적 대상을 지칭하는 것이었지만
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18세기의 변량은 추상적인 양을 지칭하였고 함

수는 변량들 사이의 관계로서 간주되었다. 18세

기 후반 Lagrange는 다음과 같이 언급하였다.

함수를 구성하는 모든 변량들 사이에 성립하는 관계

로서 함수를 조사할 때는, 변량을 추상적인 것으로

하고 이 변량이 함수에 들어가는 방식, 즉 그 자체

와 다른 양들과 어떻게 결합되는지 만을 고려한

다.(Ferraro(2001, p.541)에서 재인용)

대수적 식은 변량과 다른 변량들 사이의 관계

를 설명하는 것이자 조작 도구이었다(Ferraro,

2001, p.550). 변량을 조작할 때 중요한 것은 다

른 변량들과의 관계이지만, 18세기 수학자들은

변량에 해당하는 대상들의 성질 중, 연속적으로

증가하거나 감소하는 성질을 변량의 본질로 보

았다. L'hopital은 변량의 기본 성질 하나를 ‘연속

적으로 증가하거나 감소할’ 수 있는 것으로 제

시한 바 있으며, 이러한 아이디어는 미적분 연구

자들에게 널리 받아들여졌다(Schubring, 2005,

p.193). 변량 사이의 ‘관계’가 강조되기 시작하였

지만 이 시기의 함수 개념은 대수적으로 조작

가능한 관계를 지칭하는 것이어서 현대적인 의

미의 함수 개념은 아니다. 그러나 변수 사이의

종속 관계가 명확해 졌다는 점에서 이전 시대의

함수 개념에서 진일보한 것이었다.1)

4. 함수의 연속성의 의식화 (18세기 후반

~19세기 초)

17, 8세기의 연속성에 대한 직관적 인식은 연

속적으로 증가하는 기하적․역학적 양 관념과

강하게 연결되어 있어서 수학적 개념으로 형식

화되지 못하였다(Schubring, 2005, p.86). 18세기

후반 이후 전형적이지 않은 함수들의 행동을 논

의하게 되면서 함수의 연속성의 기준 문제가 표

면화되고 함수의 연속성에 대한 개념화가 진행

된다.

함수의 성질로서 ‘연속성’이 논의되게 된 것은

18세기 중반에 진행된 진동하는 현의 일반해에

관한 논쟁이었다(Jourdain, 1913; Youschkevich,

1976). 1747년 D'Alembert는 이 문제에 대한 편

미분방정식을 세우고 일반해를 얻었으며, 현의

모양을 표현하는 함수는 연속성의 법칙을 따르

는 것으로 보았다. Euler는 물리적 관점에서 현

을 잡아당길 경우, 현에 뾰족한 부분이 생기며

따라서 현의 모양은 각 연속적으로 연결되어 있

는 곡선들이 결합된 형태가 되며, 연속된 부분

곡선들을 표현하는 여러 식으로 표현되며 이러

한 함수를 미적분의 대상으로 보아야 한다고 하

였다. 이러한 논쟁을 거친 이후 Euler는 1748년

자신의 저서에서 함수를 하나의 해석적 식으로

표현되는 ‘연속 함수’와 부분 곡선들로 이어져

있는 혹은 여러 해석적 식들로 구성된 함수를

‘불연속 함수’로 구별하였다(Jourdain, 1913;

Youschkevich, 1976). Euler의 기준에 따르면 그래

프가 모두 이어져 있다고 해도, 구간별로 다른

관계식에 의하여 정의되는 함수는 불연속 함수

이다. Euler의 연속함수 분류는 Aristotle의 연속

성 관념을 곡선이 아니라 곡선을 결정하는 식에

적용한 것이다(Ferraro, 2001). Euler는 대수적 유

일성 기준을 만족하는 함수, 즉 전체에서 하나의

해석적 표현 혹은 식에 의해 함수값이 결정되는

함수를 연속함수로 간주하고, 그러한 유일성이

파괴된 함수 즉 함수값을 결정하는 식이 구간에

따라서 변하는 함수를 불연속함수로 간주하였다.

1) Euler는 1755년 다음과 같이 함수를 정의하였다. “만약, 한 양이 다른 양에 의존하여 다른 양이 변하면

처음 양도 변할 경우, 처음의 양을 다른 양의 함수라고 한다. 이것은 매우 포괄적인 개념이며 한 양이

다른 양에 의해 결정될 수 있는 모든 방식을 포함하고 있다. 따라서 만약 x가 변량을 나타낸다면, x에

의존하는 모든 양들은 어떠한 방식으로 결정되든 x에 대한 함수라고 한다(Klenier(1989, p.288)에서 재인용).”
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그런데 쌍곡선은 서로 떨어져 있는 두 부분으로

이루어져 있어, Aristotle의 기준을 적용하면 불연

속이다. Euler의 기준에 의하면 그래프가 두 켤

레 쌍곡선으로 서로 떨어져 있지만   


는

하나의 식으로 정의되기 때문에 연속함수로 간

주된다(Youschkevich, 1976, pp.67-68). 이러한 분

류는 곡선이 아니라 곡선을 결정하는 대수식을

보다 본질적인 것으로 간주한 결과이다. 이것은

대상이 나뉘어져 있지 않다는 것을 판단하는 기

준으로 곡선을 이용하는 것과 곡선을 생성하는

해석적으로 표현된 함수 관계를 이용하는 것에

서 차이가 날 수 있다는 것을 드러낸 사례이다.

곧 연속성은 관찰이 아니라 개념적 문제가 된

것이다(Ferraro, 2001).

연속함수에 대한 Euler의 구분은 18세기 후반

기 상당한 영향력을 미쳤으나, 19세기 이후 그러

한 구분이 무의미하다는 것이 확인되었다. 18세

기 후반 이후 급수 이론이 더욱 발달함에 따라

하나의 해석적 식으로 표현된 함수가 분할된 함

수식으로 표현될 수 있다는 것도 발견된 것이다

(Grattan-Guninness 2000). 예를 들어

   



 ≥
   ≺ 

는     
또는,

  




∞


 


와 일치한다. 이러한 사

례는 식의 유일성이 함수의 본질적 성질이나 조

건이 되지 못한다는 것을 드러내었고, 식의 유일

성으로 연속함수를 판단하는 것은 무의미한 일

이 된다는 것이 확인된 것이다.

함수 연속성에 대한 다른 접근이 18세기 후반

편미분방정식의 해로서 불연속 함수를 인정할

수 있는지에 대한 Arbogast의 논의에서 발견된

다. Arbogast는 함수의 법칙성이 파괴될 수 있는

방식을 둘로 세분하였다(Grabiner, 2005; Jourdain,

1913).2) Arbogast는 Euler의 연속함수 개념을 수

용하여, 함수값이 결정되는 규칙이 구간 별로 바

뀌면서, 서로 다른 곡선들이 모여서 만들어진 곡

선을 불연속(discontinuous)하다고 하였다. 그는

‘불연속’을 세분하여, 함수의 규칙이 바뀌는 곳

에서 곡선들이 연결되지 않으면 ‘dis-contiguous’,

규칙이 바뀌지만 하나로 이어져 있는 경우를

‘contiguous'라고 하였다. Arbogast는 이러한 경우

모두 연속성의 법칙이 붕괴된다고 언급하였다.

그러나 Arbogast는 ’contiguous'한 함수의 경우 함

수값이 연속적으로 변한다는 점을 지적하는 한

편, 접촉성의 법칙을 따를 경우 함수값이 연속적

으로 변화한다고 언급하였다. 또한, Arbogast는

곡선들의 조각이 서로 이어져 있는 것, 곧 그가

contiguity라고 부른 성질이 함수값의 급격한 변

화가 없음을 보장한다는 점을 세 가지 특성을

이용하여 설명하였다.3) 그의 논의에 의하면

Euler적 의미에서 연속함수와 ‘contiguous'한 함수

가 접촉성의 법칙을 지키는 함수이다. Arbogast

는 편미분 방정식의 해로서 가능한 함수가 이러

2) 연속성의 법칙은 한 양이 동일한 법칙에 종속되어, 중간 상태를 모두 통과하지 않고는 한 상태에서 다른

상태로 통과할 수 없다는 데 있다. 대수적 함수들이 연속적인 것으로 생각되는 것은 이러한 함수들의 여

러 값들이 동일한 방식으로 변량들의 여러 값들에 의존하기 때문이다.; 변량이 연속적으로 증가한다고

가정해보자, 그 함수는 그에 상응하는 변동을 받아들일 것이다.; 그러나 한 양이 중간 상태를 모두 통과

하지 않고는 한 상태에서 다른 상태로 통과할 수 없을 것이다. 따라서 대수 곡선의 세로좌표 는 가로

좌표 가 변할 때, 한 값에서 다른 값으로 갑작스럽게 통과할 수 없다.: 하나의 세로좌표에서 어떤 양만

큼의 차가 있는 다른 값으로의 도약이 생길 수 없다: 그러나 y의 모든 일련의 값들은 […] 하나의 동일

한 법칙에 의해 서로 연결되어야만 한다. 이 연속성은 두 가지 방식으로 파괴될 수 있다. 함수는 그 형

식을 변화시킬 수 있다. 즉 함수가 그 변량에 의존하는 법칙이 갑자기 변할 수 있다. 여러 곡선들의 많

은 부분들을 결합시켜 형성된 곡선이 이러한 종류이다. […] 연속성의 법칙은 곡선의 여러 부분들은 각

각이 연결되지 않을 때도 파괴된다. […] 우리는 이러한 정류의 곡선을 ‘비접촉 곡선(discontiguity)’이라

고 부를 것이다.(Jourdain(1913, p.288)에서 재인용)
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한 함수들이라고 생각하였다. 또한 그는 함수값

에 비약이 없으면 “모든 중간 상태를 거치지 않

고서는 하나의 상태에서 다른 상태로 나아갈 수

없는 양(Grabiner, 2005, p.92)”이 된다고 언급하

였다. 이러한 Arboagst의 접근은 함수값을 결정

하는 규칙 자체보다는 함수값의 변화 혹은 함수

의 행동에 대한 관심을 명확하게 드러낸 것으로,

Euler의 관점과 다른 측면을 내포하고 있다.

Arbogast는 ‘도약’, ‘통과’ 등의 직관적인 용어

를 사용하여 함수의 행동을 설명하였는데, 이를

대수적으로 설명하는 방식이 18세기 후반 등장

하였다. Lagrange는 1797년에 Taylor 급수를 통한

함수의 근사 연구에서 한 부등식을 증명하며 곡

선이 축의 원점을 절단하는 상황에 대하여 다음

과 같이 설명하고 있다.

곡선의 경로는 이 점에서 연속이다. 즉, 축을 절단하

기 전에 그 축에 더 조금씩 접근할 것이고, 결과적

으로 주어진 임의의 양보다 작은 양만큼 접근할 수

있다 따라서 우리는 항상 주어진 임의의 양보다 작

은 세로좌표에 해당하는 가로좌표 를 찾을 수 있

다.; 그리고  보다 작은 모든 값들은 또한 주어진

양보다 작은 세로좌표에 대응한다.”(Grabiner(2005,

p.95)에서 재인용)

이러한 Lagrange의 설명은 대수적으로 특히 부

등식을 이용하여 함수의 행동을 설명한 한 조작

으로 변환하였다(Grabiner, 2005, p.65)는 특징을

가지고 있으며, 종속 변량의 증가에서 그에 대응

하는 독립변수의 증가가 어떻게 되는지(Jahnke,

2003, p.165)를 논의하고 있다. 그리고 Arbogast는

독립변량이 한 점에 대하여 통과하는 것으로 연

속함수의 현상을 관찰하였지만 Lagrange는 독립

변량이 한 지점을 향해 접근할 때 변화 현상에

대하여 논의하였다. 또한 Lagrange는 1798년에

중간값의 정리를 증명하였다. 증명과정에서 다항

식의 연속성에 대하여 기술할 필요가 있었으며,

그는 양수   와    사이에서 정의된 두

다항식 와 에 대하여 “이러한 양들은 필연적

으로 가 증가하는 방식에 따라 증가하고, 가

에서 까지의 모든 인식할 수 없을 정도로 증

가할 때, 두 다항식 또한 인식할 수 없을 정도로

증가한다(Grabiner, 2005, pp.88-89)”고 다항함수의

행동을 설명하였다. 독립변수가 중간값을 모두

거치면서 변할 때, 종속변수 또한 중간값을 모두

거치면서 변한다는 성질이 독립변량의 매우 작

은 변화량과 종속변량의 매우 작은 변화량 사이

의 관계와 연결된다는 점이 명시된 것이다. 이러

한 아이디어들은 함수값의 연속적인 변화를 엄

밀하게 다룰 수 있는 수단이 되었다.

5. 함수의 연속성의 형식화 (19세기 이후)

현대적인 연속함수 개념은 19세기 수학자

Bolzano와 Cauchy를 통해서 나타났다. 이 두 수

학자는 독립적으로 18세기에 논의된 연속함수와

관련된 여러 성질 중에서 핵심적인 성질을 뽑아

현대적인 의미의 연속함수 개념을 제시하고 이

를 이용하여 여러 성질을 증명하였다(Grabiner,

2005, p.96). 이들에 의해서 기하적이며 동적인

함수의 행동에 대한 설명이 대수적 조작으로 전

환되었다.

이 점을 가장 명확히 보여주는 것이 1817년의

Bolzano의 중간값 정리 증명에 대한 반성과 연속

함수 정의이다(Jourdain, 1913, pp.695-696). 그는

이전의 중간값 정리의 증명을 비판하였다. 그에

의하면 이전의 증명은 연속성의 법칙을 따르는

3) Arbogast는 ‘contiguity'의 세 가지 특징을 제시하였다(Grabiner, 2005, p.92). 첫째, 이전 식의 최종 세로좌

표는 새로운 식의 첫 번째 좌표와 서로 같거나 무한히 작은 정도로 다르다. 둘째, 변수가 연속적으로 증

가한다면 함수도 그에 대응하여 변한다. 셋째, 에 대한 함수인 세로 좌표 가 한 값에서, 유한한 차이

가 있는, 다른 값으로 도약하는 것처럼 한 값에서 갑자기 다른 값으로 건너갈 수 없다.
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두 함수  , 에 대하여 가 가

보다 작게 되는 곳에서부터 가 

보다 크게 되는 곳으로 이동하는 상황에서 두

함수는 그 연속성으로 인하여 모든 중간값을 지

나게 되며, 와 가 동일한 순간이 존

재할 수밖에 없다는 식으로 기술되어 있는데, 이

것은 정리를 증명한 것이 아니라 정리에 의하여

증명한 것이라고 지적한다. Bolzano는 이러한 증

명은 정확하지 않은 연속성 개념에 기반하고 있

는 것으로 보고 다음과 같이 연속함수 개념을

제시하였다.

가 어떤 범위의 안, 밖의 모든 값에 대하여, 함수

가 를 원하는 만큼 작게 잡을 때, 그 차

는 주어진 임의의 값보다 작게 만

들 수 있을 때에만 연속법의 법칙에 따라 변한

다.(Grabiner(2005, p.87)에서 재인용)

Bolzano는 '연속성의 법칙'을 독립 변량과 종

속 변량에 적용한 것이 시간과 운동 개념과 연

속함수 개념을 섞이게 만들었고 이로 인해서 증

명하고자 하는 것을 증명에 사용하게 되었다고

보았다. 그는 대수적으로 한 점 에 대하여 

를 조정하여 함수값의 차  를

임의의 값보다 작게 만들 수 있다는 것을 연속

함수의 본질로 보았다. 이는 연속함수 개념이 동

적이고 전체적인 관점에서 ‘연속성의 법칙’을 함

수에 적용된 것에서 정적이고 국소적 관점에서

한 점을 기준으로 두 변량의 변화량에 대한 대

수적 성질로서 전환을 의미한다.

Cauchy의 연속함수 정의는 Bolzano에 비하여

보다 언어적으로 기술되어 있다.

변수 의 두 경계 사이의 모든 값에 대하여

  의 절대값이  와 같이 무한히

줄어들 때, 함수   는 주어진 두 경계 사이에서

 에 대하여 연속함수이다.(Cauchy, 1899: 87)

그러나 Cauchy는 의 연속성을, Bolzano

의 정의에 제시되어 있는 것과 동일하게, 대수적

으로 증명하였다. Cauchy의 정의는 정리의 증명

에서 명시적으로 사용될 수 있다는 의미에서 조

작적이었다(Lützen, 2002, pp.475-6). Cauchy가

Euler의 연속함수 정의를 사용하지 않고 독립적

인 정의를 제시한 것은 불연속 함수의 행동 분

석과 관련되어 있는 것으로 보인다. Cauchy는

1814년 고정된 값에서 두드러지게 다른 값으로

갑자기 이동하는 함수에 대하여 다음과 같이 설

명하였다(Grabiner, 2005; Jourdain, 1913). 그는 함

수 와 한 점 , 매우 작은 양 에 대하여

 

라고 하였다. 이것을 통하여 Cauchy는 점 에서

도약이 있는 함수는 가 으로 작아질 때,

     는 으로 작아지지 않는

다는 것을 확인하였다. 그로부터 연속함수는 

가 으로 작아질 때,       또

한 으로 작아지게 되리라 추측하였을 것으로

보인다. 이러한 특성을 만족시키면, 독립변수의

증분이 충분히 작아지면 그에 따라서 함수값의

변화도 충분히 작아지게 된다. Cauchy는 연속성

정의를 이항 정리의 증명, 연속함수의 정적분의

존재성 증명 등에서 사용하였다.

이러한 성취에도 불구하고 Cauchy의 성취에는

제한이 있었다. Cauchy는 점별 연속성에 대한 언

급 없이 구간별 연속성을 언급하였다(Grabiner,

2005, p.87; Lützen, 2002, p.475). Cauchy의 점별

연속성에 대한 이해는 불명확하였다(Schubring,

2005). 특히 그는 함수가 불연속적으로 행동하는

사례를 제시하면서  


가    에서 불연

속인 것으로 언급하였다(Cauchy, 1899, p.6). 기하
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적으로 볼 때  


는    를 기준으로 하

여 분리되어 있으며, 따라서 Aristotle의 관점에

서 볼 때 불연속하다. 또한  


가 실제로

변화하는 어떤 현상을 나타낸다고 하면,   

에서 그 현상이 순간적으로 존재하지 않으며 따

라서 끊어져 있다고 할 수 있다. 연속성을 현대

적인 방식으로 정의하였지만, 직관적인 인식의

영향에서 완전히 벗어나지 못한 것이다. 이러한

모습은 Cauchy뿐 아니라 19세기에 활동을 한 많

은 다른 수학자들에게서도 공통적으로 발견된다.

20세기에 이르기까지 수학자들은 중간값 정리를

연속성의 정의와 동치로 간주하였다(Sierpinska,

1994). 중간값 정리가 만족될 경우, 연속함수의

그래프는 끊어지지 않고 하나로 이어져 있다. 곧

연속성이 정의된 이후에도 수학자들은 19세기

후반에 이르기까지 연속함수의 그래프는 반드시

끊어지지 않고 이어져 있다고 간주한 것이다.

Cauchy는 또한 대수적으로 다룰 수 있음에도

불구하고 언어적으로 정의를 진술하였고, 동적인

접근에 기반한 극한 과정의 설명을 포함하고 있

다. Weierstrass는 Cauchy의 방식에 대하여 ‘극한

에 접근한다’고 한 것에 연속적인 운동에 대한

직관이 포함되어 있다고 비난하였다(Boyer,

1959). Cauchy의 언어적 진술에는 여전히 연속적

인 변화에 대한 막연한 직관이 포함되어 있었다.

Weierstrass는 x의 어떤 구간 안에서, 그 구간에

있는 임의의 값 와 임의의 작은 양수 에 대

하여,  주위의 한 구간의 모든 값에 대해서

차   의 절대값이 보다 작은 

주위의 한 구간을 찾을 수 있으면 는 그

구간에서 연속이라고 정의하였다. 이러한 정의는

극한 과정을 동적으로 제시하지 않고 정적으로

다룰 수 있게 하였으며, 이를 통해서 보다 엄밀

한 접근이 가능할 수 있게 되었다.

다음 장에서 이상과 같은 역사적 분석 결과를

음미를 하여 함수 연속성의 직관적 지도를 위한

시사점을 추출하겠다.

Ⅲ. 역사적 분석 결과의 음미

본 연구자들은 연속적인 변화에 대한 이해를

중심으로 함수 연속성에 대한 직관적 이해에 대

하여 논의하기 위하여 역사적 분석을 시도하였

다. 역사적 분석 결과에 비추어 보면, 함수 연속

성의 직관적 이해와 지도와 관련하여 다음 사항

에 주목할 필요가 있다. 역사적으로 등가속도 운

동과 같은 연속적인 변화를 탐구하며 독립변수

와 종속변수의 연속적인 변화에 대한 강한 심상

이 형성되고 연속함수에 대한 직관적인 이해가

형성되었다고 할 수 있다. 연속적인 변화에 대한

심화된 이해와, 연속적으로 변화하는 양들 사이

의 관계에 대한, 시간-속도 그래프와 같은, 기하

적 표현은 연속함수에 대한 직관적 이해의 기초

가 되었다. 그러나 함수 관계의 상이한 표현 방

식은 함수의 연속성을 판단하는 기준과 관련하

여 문제를 제기하였고, 이 문제를 해결하면서 함

수 연속성의 형식적 개념화가 나타났다. 이들을

좀 더 상세히 논의해 보자.

첫째, 연속적인 변화를 다양한 관점에서 분석

하는 사고 실험이 연속적인 변화에 대한 이해를

심화하는 역할을 하였다.

Aristotle은 무한하게 분할될 수 있음이 연속성

을 결정하는 속성으로 보았고, 이를 토대로 연속

적인 변화가 무한히 많은 단계를 거쳐야 한다는

점을 지적하였다. 무한히 많은 단계를 거쳐야 한

다는 것은 직접적으로 지각할 수 있는 현상이

아니라 추론 혹은 일종의 사고실험을 통하여 도

달한 결론이다. 유한 단계를 거치는 변화는 각

단계마다 급격한 변화가 있을 수밖에 없으며, 따



- 577 -

라서 연속적인 변화가 이루어지려면 무한히 많

은 단계를 거쳐야 한다. 이러한 점은 당연한 지

적이지만, 연속적인 변화의 특성을 이해하는 출

발점이었다. 이하에서는 연속적인 변화가 무한히

많은 단계를 거쳐야 한다는 관점을 ‘무한 단계’

관점이라 하겠다. 17세기 중반 Leibniz는 비약이

없는 변화가 연속적인 변화라는 점을 천명하였

다. 연속적인 변화가 되려면 어떠한 단계 혹은

순간에서도 급격한 변화가 일어나서는 안 된다.

‘무한 단계’ 관점에서 변화가 비약이 없다는 점

이 암묵적으로 전제되었다고 할 수 있는데, 17세

기에 이르러서 비로소 이에 대한 의식화가 이루

어진 것이다. 비약 없는 변화라는 관점은 이후

진행된 강체들의 충돌이라는 가상적인 상황에

대한 사고실험에서 핵심적인 역할을 하였다. 이

러한 관점을 ‘비약 없음’ 관점이라 하겠다. 무한

히 많은 단계를 거치고 또한 비약하지 않으면서

변화할 경우 중간의 모든 단계를 거쳐야 한다는

것을 함축한다. 혹은 반대로 중간의 모든 단계를

거치면서 변화할 경우 비약하지 않고 무한히 많

은 단계를 거쳐야 할 것이다. 이러한 점에서 중

간의 모든 값을 거친다는 것은 연속적인 변화를

설명하는 또 다른 관점이라 할 수 있다. 이하에

서는 이를 ‘중간값 관점’이라 하겠다. Leibniz 이

후 많은 수학자들이 이러한 관점을 바탕으로 하

여 연속적인 변화와 연속적인 함수에 대한 행동

에 대한 논의를 전개하였다. 역사적으로 이러한

세 관점을 통하여 연속적인 변화에 대한 개념적

이해가 풍부하게 발달하였다. 시간-속도 관계의

기하적 표현은 단순히 그 자체로 연속적인 변화

에 대한 모델 역할을 한 것이 아니라, 연속적인

변화에 대한 이러한 관점들을 바탕으로 하는 개

념적 이해를 바탕으로 한 것이라 할 수 있다.

둘째, 형식화된 함수의 연속성 정의와 그 적용

은 연속성에 대한 다양한 관점과 함수의 상이한

표현 방식을 통합하고 조정한 결과물이었다.

역사적으로 Leibniz가 ‘비약하지 않음’ 관점에

서 연속성에 대한 논의를 제시하였지만, 그 논의

를 이어받은 수학자들이 ‘중간값’ 관점에서 연속

적인 변화를 논의하였다. 이것은 ‘비약 없음’ 관

점과 ‘중간값’ 관점이 강하게 연결되어 있다는

것을 시사한다. 상식적으로 비약하지 않으려면

중간에 있는 모든 단계를 거쳐야 하고, 모든 단

계를 거치면 비약하지 않게 된다. 연속적인 변화

의 양면과 같은 것이라 할 수 있겠는데, 형식화

된 수학에서는 ‘중간값’ 관점에 해당하는 중간값

정리가 연속성의 정의와 별도 존재한다. 이러한

점은 연속성의 정의가 ‘비약 없음’ 관점을 바탕

으로 한다는 것을 시사한다. 실제로 함수의 연속

성 정의는 독립변수의 증분을 충분히 작게 하면

함수값 곧 종속변수의 증분이 임의의 양수보다

작게 될 수 있다는 것을 뜻하며, 이것은 함수값

의 변화가 주어진 점에서 급격하게 변하지 않는

다는 것을 설명한다. 곧 함수의 연속성 정의는

‘비약 없음’ 관점을 바탕으로 한 것으로 보인다.

비형식화된 수준에서는 비약하지 않음과 중간의

모든 단계를 거침이 개념적으로 구분되지만 실

체적으로는 서로 독립하여 존재할 수 없는 것처

럼 보인다. 그러나 형식화된 수학의 세계에서

‘중간값’ 관점과 ‘비약 없음’ 관점은 서로 구분되

며 독립적으로 존재하는 수학적 성질이다. 연속

성이 보존되지만 중간값 성질이 유지되지 않는

경우도 존재한다.   


이 대표적인 예이

다. 그런데,   


의 연속성에 대한 판단은

역사적으로 변화하였다. Euler는   


을

연속함수로 간주하였는데, 이는 ‘비약 없음’ 관

점과 함수의 대수적 표현 방식을 함께 고려한

결과이다. 대수적 함수 개념에 의존한 Euler는

함수값을 결정하는 규칙 자체의 변화 역시 급격

한 변화에 포함시켜, 함수 관계의 대수적 표현이
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항상 일정하게 유지되는 것을 비약적 변화가 없

는 연속적인 변화 혹은 연속함수의 기준으로 삼

았다. Cauchy는 연속함수의 정의를 정립하였지

만,   


가   에서 불연속인 것으로

간주하였다. 이러한 판단은 20세기에 이르기까지

많은 수학자들의 지지를 받았는데, 이는 기하적

표현과 ‘중간값’ 관점의 영향을 받은 것으로 보

인다. 연속함수는 독립변수가 연속적으로 가지는

모든 값에 대하여 함수값이 연속적으로 변하는

것으로 이해되었고, 이에 따라서 함수의 그래프

는 연결되어 있어야 하는 것으로 간주된 것이다.

‘비약 없음’ 관점은 독립변수의 행동에 연속성

을 전제할 필요가 없으며 따라서 정의해야 할

대상을 전제하지 않고 정의할 수 있는 통로를

제공하였다고 할 수 있다. 곧 순환적이지 않은

방식으로 연속성을 정의하기 위한 노력의 결과

로서 ‘비약 없음’ 관점이 연속성 정의의 바탕이

된 것이다. 하지만 함수 연속성 정의의 적용은

함수 관계의 표현 방식과의 관계도 고려된 것이

다. ‘비약 없음’이 함수 관계에서 어떻게 표현될

수 있을지에 대한 종합적인 검토가 이루어졌을

때 연속성 정의가 비로소 적절하게 적용된 것이

다. Cauchy는 현대적 정의에 도달하였지만, 함수

의 기하적 표현에 제한되었고 그로 인해 ‘중간

값’관점에서 완전히 벗어나지 못하였던 것이다.

이러한 점은 함수의 대수적 표현에 경도된 Euler

와 대척점을 이룬다.

이상의 논의를 정리하면 함수 연속성의 역사

적 발달에서 핵심은 세 관점을 바탕으로 하여

연속적인 변화에 대한 풍부한 개념화를 이루고,

이를 다양한 함수 관계의 표현 방식과 통합한

결과물이다. 이러한 지적이 타당하다면, 연속성

의 직관적 지도를 위해서는 다음 사항들을 고려

할 필요가 있다. 첫째, 연속적인 변화를 세 관점

(‘무한’ 관점, ‘비약 없음’, ‘중간값’)을 통하여 분

석하고 각 관점을 의식화하는 과정을 통하여 연

속적인 변화에 대한 직관적 이해를 풍부하게 한

다. 여기에서 함수의 그래프는 연속성을 직접적

으로 설명하는 대상이 아니라, 자신을 매개로 하

여 연속적인 변화를 설명하는 수단의 역할을 한

다는 것을 지도해야 한다. 기하적 모델을 통하여

연속적인 변화가 가지는 성질을 다양하게 분석

하고 탐구하도록 지도하는 과정을 거칠 필요가

있다. 이러한 과정을 통하여 연속성이 기하적인

끊어짐 자체가 아니라 연속적인 변화 혹은 급격

하게 변하지 않음을 의미한다는 점이 풍부하게

지도되어야 한다. 둘째, 대수적 표현과 기하적

표현의 관계가 다양한 함수를 대상으로 하여 연

속성을 탐구하도록 하여, '비약 없음' 관점을 바

탕으로 하는 연속성 정의의 적용이 함수의 표현

방식들과 연속적인 변화에 대한 다른 관점에 속

되거나 고착되지 않도록 지도한다. 정의 자체만

지도하면, 역사적으로 나타난 바와 같이, 암묵적

으로 ‘중간값’ 관점이 적용에 영향을 줄 수 있

다. 정의 자체를 지도하는 것에서 머무르지 않

고, ‘중간값’ 관점과의 관계를 명확하게 할 수

있게 한다.   


은 이를 위한 좋은 소재

이다.

IV. 교과서 내용 분석

앞 장의 논의 결과에 비추어 보면, 세 관점을

통하여 연속적인 변화를 개념화하도록 지도하는

것과, 연속성 정의의 기반이 되는 ‘비약 없음’

관점을 드러내고 정의의 적용이 다른 관점과 함

수 표현 방식에 속박되지 않도록 지도하는 것이

함수 연속성의 직관적 지도에 필요하다. 여기에

서는 이러한 시사점에 비추어 교과서 내용을 분

석하겠다.
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부분적으로 다른 점들이 있을 수 있지만, 우리

나라의 고등학교 교과서에서는 거의 비슷한 방

식으로 함수의 연속성이 지도된다. 우선, 단원

도입부에서는 연속에 대한 일상적인 맥락과 기

하적 상황을 제시한다. 이때 수학적 의미의 연속

과 구분되지만, 이산적인 맥락에서 일상적인 연

속의 의미를 제시되기도 한다.4) 그리고 지평선

을 향해 뻗어나가는 도로와 돌이 드문드문 놓인

징검다리를 함께 제시하여 비교하는 것과 같이

기하적 의미에서 이어져 있음과 끊어짐을 통하

여 연속을 제시한다.

[그림 5] 한 점에서 그래프의 이어짐과 끊어짐

이후 [그림 3]5)과 같은 그래프를 사용하여 기

하적 선의 이어짐과 끊어짐을 관찰하고, 극한 개

념을 이용하여 연속 함수의 그래프와 불연속 함

수 그래프의 특성을 기술하는 활동을 하게 된다.

이러한 과정을 통하여 한 점에서 함수의 그래프

가 끊어지지 않고 이어져 있기 위해서는 어떠한

조건이 충족되어야 하는지를 제시하고 한 점에

서의 연속성과 불연속성을 정의한다. 교육과정해

설서에 이와 관련하여 다음과 같이 기술되어 있

다. “한 점에서 끊어진 함수의 그래프의 예를 통

해 그 그래프가 이어지려면 어떤 조건이 필요하

진 생각해 보게 함으로써 함수의 연속의 조건에

대한 직관적인 이해를 돕고, 함수의 연속에 대한

수학적 정의를 유도하도록 한다(교육과학부,

2008, p.185)." 주어진 한 점에서 그래프가 끊어

지는 현상이 나타나는 조건을 분석하고, 이로부

터 그래프가 끊어지지 않고 이어지기 위해서 충

족해야 할 세 가지 조건

(ⅰ)   에서 함숫값 가 정의되어 있고

(ⅱ) 극한값 lim
→

가 존재하며

(ⅲ) lim
→

 

이 제시된다. 이후 복잡하지 않은 함수들을 대

상으로 하여 연속과 불연속성을 판정하는 과제

가 문제로 제시되고, 주어진 정의역 혹은 구간

전체에서 연속인 함수, 곧 연속함수의 정의가 지

도되고,   lim
→∞





와 같이 하나의

식에 의해 결정되지 않은 함수가 연속인 구간을

찾거나 불연속인 지점을 찾는 문제 등이 다루어

진다.

이상의 설명에 비추어보면 우리나라의 고등학

교 교과서에서 함수의 연속성은 기하적 연결성

에 의존하여 지도되고 있으며, 연속적인 변화와

4) 예를 들어 우정호외 7인(2009, p.28)에서는 다음과 상황을 통하여 연속의 의미를 도입한다. "신문의 스포츠

면에서 ‘연속’이란 말이 들어간 기사를 뽑아 보았어요. ‘연속 우승, 연속 골, 연속 안타, 연속 삼진, 연속

동작, 연속 결장, 연속 본선 진출’"

5) 우정호외 7인.(2009, p.29).
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의 관계가 잘 지도되지 않고 있다. 그래프의 이

어짐과 끊어짐을 분석하는 과정에서 독립변수와

종속변수의 움직임을 화살표로 나타내고 주목하

도록 하지만, 화살표를 이용하여 설명되는  가

 에 수렴하면  가  에 수렴한다는 것

이 기하적 연결성의 맥락에서 벗어나기 어려워

보인다. 더욱이 ‘조건 (i)’은   


등과 같

은 함수를 연속함수에서 배제하는 조건이 될 수

있다. 많은 교과서들이   


등과 같은

함수를 함수값이 정의되지 않았다는 점에서 불

연속으로 판정하고 있다(박달원, 홍순상, 신민영,

2012). 또한 비슷한 함수에 이 조건을 적용하는

것을 예제에서 다루고 있다. 이러한 활동은 함수

의 연속성을 더욱 기하적 연결성과 고착시킬 우

려가 크다. 정리하면 함수의 연속성 정의는 ‘비

약 없음’ 관점을 기반으로 하는 것이지만, 기하

적 맥락을 중심으로 지도하면서 그 특성이 명확

하게 드러나지 않고 있다고 할 수 있다.

이러한 특성에도 불구하고, Raman(2004)의 분

석에 비추어 보면, 우리나라 고등학교의 지도 방

식은 ‘   ’에 기반한 정의를 이용하여 함수의

연속성이 지도되는 미적분 교재와 매우 비슷하

다. 우리나라 고등학교 교재에서는 ‘   ’에 기

반한 정의가 채택되지 않지만 교재에 제시된 연

속성의 세 조건은 ‘   ’에 기반한 정의를 초

등화한 것이라 할 수 있다. 이는 ‘   ’로 정의

된 극한이 동적으로 지도되는 것과 관련된다. 그

리고 우리나라 교재에서 다루는 문제들은 이러

한 정의를 다양한 함수들, 기초적인 함수들부터

상당한 대수적 조작이 필요한 함수들에 적용하

는 것으로 이루어져 있는데, 이는 함수의 연속성

의 ‘   ’ 정의를 여러 함수에 적용하는 문제

들에 대응된다. Raman은 이러한 문제들을 구문

론적 성격의 문제라고 하였다. 이는 이 문제들이

함수의 연속성이 지닌 다른 내용이나 주제들과

의 관계를 다루지 않고, 정의를 숙달시키는 역할

을 한다는 뜻을 함축한 것으로 보인다. 이러한

평가는 우리나라의 교과서에서 제시된 문제에도

그대로 적용될 수 있다. 우리나라 교과서에서 다

루는 문제들은 다양한 유형의 함수에 대하여 연

속성의 세 조건을 적용하는 것에 초점을 맞추는

구문론적 특성이 강한 문제들이다. 그렇지만 연

속적인 변화에 대한 다른 관점들을 다루지 않으

며 이로 인해서 ‘중간값’ 관점의 잠재적인 개입

을 허용할 여지가 크다고 할 수 있다.

Raman(2004)은 해석학 수준의 교재에서 연속

성과 다른 성질의 관계를 다루는 내용들과 문제

들에 대해서는 의미론적 성격을 지녔다고 하였

다. 연속성과 다른 성질들 사이의 관계를 다루는

것은 학교수학의 범위에서 다루기 쉽지 않다. 그

러나 연속성의 정의와 직관적 측면의 관계를 다

루는 것은 가능하며, 이것이 학교수학 수준에서

의 의미론적으로 연속성을 다루는 것이라 할 수

있을 것이다. 우리나라 교과서의 전개 방식은 연

속적인 변화에 대한 ‘비약 없음’ 관점에 기반한

정의를 지도하지만, 기하적 설명에 의존하면서

정의가 가진 의미가 잘 드러나지 못하고 있다.

그렇기 때문에 함수의 연속성과 기하적 연결성

사이의 구분이 불명확해 지는 것이다. 연속적인

변화를 여러 관점을 통하여 풍부하게 분석하는

과정과, 다른 관점들 사이의 차이에 대한 분석하

고 이들을 종합하는 과정은 학교수학에서 의미

론적 측면에서 연속성을 제시하는 과정이라 할

수 있다. 이러한 과정을 거친다면 구문론적 숙달

에 머무르지 않을 수 있고, 기하적 연결성이 연

속적인 변화와 연결되고 함수의 연속성을 구분

되는 것이 가능할 수 있다. 이를 위해서 함수의

연속성 지도에서 구체적으로 다음을 고려할 필

요가 있다.

첫째, 등가속도 운동과 같이 연속적으로 변화
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하는 현상에 대한 사고실험을 충분하게 하여 연

속적인 변화의 특성을 세 관점을 통하여 학생들

이 반성할 수 있게 한다. 그래프의 연결성에 대

한 논의에 앞서 연속적인 변화에 대한 사고실험

을 하여 연속적인 변화의 특성을 의식화한다면,

연결되어 있는 함수의 그래프가 연속적인 변화

와 함수의 연속적인 변화의 모델이라는 점이 보

다 분명하게 드러날 수 있을 것이다. 예를 들어,

정지해 있던 차가 일정하게 속도가 증가하여 시

속 50킬로미터의 속도에 도달하는 과정을 분석

하여 무한히 많은 중간의 모든 단계를 거치며

이 과정이 비약이 없다는 점을 학생들이 의식하

도록 한다. 그리고 그러한 상황을 나타내는 그래

프에 이러한 특성이 어떻게 반영되는지 확인하

도록 한다.

둘째, 함수의 연속성 정의가 ‘비약 없음’ 관점

을 바탕으로 한다는 점과 ‘중간값’ 관점과의 차

이가 명확하게 나타나도록 지도한다. 순간적으로

비약이 없으면 중간의 모든 값을 거쳐야 하고,

반대로 중간의 모든 값을 거치면 순간적인 비약

이 없기에 둘이 동등한 것으로 인식될 수 있다.

그럼에도 불구하고 둘 사이에 차이가 있다는 점

을 지도할 필요가 있다. 이러한 차이를 통하여

‘가 와 다른 값을 가지면서 에 한없이 가까

워진다’는 것과 ‘의 값이 일정한 값 에 한

없이 가까워진다’는 것이 주어진 점과 주변의

지점에서의 함수값을 비교하는 것을 의미한다는

점이 분명하게 제시되도록 한다. 이러한 사항을

지도할 때, 특히   


와 같은 함수를 사

례로 다루는 것이 필요할 수 있다.

셋째, 현재 교과서의 함수의 연속성 정의에서

의 존재성을 연속함수 판정 조건이 아닌

전제 조건으로 제시할 것으로 고려해야 한다. 대

응 관계에 기반한 함수 개념과 이를 바탕으로

하는 연속함수 개념에서 함수의 불연속, 연속은

함수값의 존재를 전제로 하고 있어 함수값이 존

재하지 않는 점에 대하여 함수의 연속, 불연속을

해석할 수 없다. 이러한 점은 이진영(2011)과 박

달원, 홍순상, 신민영(2012)에서 이미 지적한 바

있다. 의 존재성을 연속함수 판정 조건으로

제시할 경우, 학생들은 정의역에 속하지 않은 한

점에서의 연속성과 불연속성을 판별 가능 여부

의 타당성이 불분명하게 이해될 수 있다. 정의되

지 않은 한 점에 대하여 함수의 연속성을 파악

하려 할 수 있으며, 이 경우 ‘비약 없음’ 관점에

기반한 정의의 의미가 크게 훼손될 수 있다. 함

수값이 정의되지 않은 점의 존재는 ‘비약 없음’

관점에서는 문제가 되지 않지만, 이에 비하여

‘중간값’ 관점에서는 다른 값들과 구분되기 어렵

다. 정의되지 않는 점을 연속성에서 판단하도록

하는 것은 정의의 기본적인 특성을 훼손시키고

연속성의 의미를 이해하기 어렵게 만든다. 이 경

우, 그래프의 이어짐과 끊어짐 그리고 암묵적이

지만 ‘중간값’ 관점이 더 강하게 자리잡을 가능

성이 높아 질 것이다.

Ⅳ. 결 론

연속함수 개념은 연속적인 변화에 대한 풍부한

직관적인 이해를 바탕으로 하여 발달하였다. 기

하적 모델, 곧 함수의 그래프는 연속적인 변화를

시각화하여 다룰 수 있는 수단을 제공하였으나,

최종적으로 연속성은 기하적 연결성과 구분되도

록 정의되었다. 연속적인 변화에 대한 사고 실험

을 통하여 연속적인 변화를 세 관점에서 분석하

고 이를 그래프를 적용시키는 과정을 통하여 세

관점을 반성하고, 연속함수의 정의를 ‘비약 없음’

관점을 통하여 이해하고, 다른 관점들과 연결시

키는 연속성의 의미를 풍부하면서 명확하게 하는

과정을 거친다면, 함수의 연속성이 직관적으로
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지도되면서 함수의 연속성이 기하적 연결성에 고

착되는 문제를 피할 수 있을 것이다. 현재의 지

도 방식은 이러한 점들이 간과된 채 기하적 연결

성에 기반하여 함수의 연속성을 지도되고 있다.

현재 교과서는 연속성을 이해하는데 필요한 여러

측면을 탐색하기 보다는 정의를 다양한 유형의

함수에 적용하는 구문론적 성격의 과제를 주로

다루고 있다. 연속성이 지닌 다양한 직관적 측면

을 보다 충실하게 드러내는 것이 함수 연속성의

직관적 지도라고 한다면, 앞서 논의한 바들을 학

생들에게 적절히 전달하는 것이 필요하다.

본 논문에서는 함수의 연속성의 역사적 발달

과정을 분석하여, 역사적 관점에서 본 직관적 이

해를 구체적으로 제시하고, 직관적 지도의 개선

에 대한 시사점을 제시하였다. 본 논문에서 제시

된 시사점은 역사적 분석을 토대로 한 것이며,

이러한 시사점들이 현재 우리나라의 교실 상황

에서 어떻게 유효하게 지도할 수 있는가에 대해

서는 후속 연구를 통해서 구체화되고 검증되어

야 할 것이다. 예를 들어 그래픽 계산기를 활용

하여 연속적인 변화에 대한 사고실험을 효율적

으로 진행하는 방법 등 실제 지도 방안을 개발

하는 과정에서 많은 노력과 수정이 필요할 것이

다. 이러한 어려움에도 불구하고 본 논문의 연구

결과를 통하여 함수의 연속성 지도 개선에 필요

한 기초 자료가 제시되었다고 생각한다. 한편으

로 현장 교사들에게 함수의 연속성 지도에 내재

한 어려움을 구체적으로 드러내고, 보다 세심한

접근을 하는데 도움이 될 수 있으리라 생각한다.
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An Historical Investigation of the Historical

Developments of the Concept of Continuous Functions

Joung, Youn-joon (Chungnam National University)

Kim, Jae-hong (KICE)

In school mathematics, the concept of continuous

functions has been intuitively taught. Many

researches reported that many students identified

the continuity of function with the connectedness

of the graphs. Several researchers proposed some

ideas which are enhancing the formal aspects of

the definition as alternative. We analysed the

historical developments of the concept of continuous

functions and drew pedagogical implications for

the intuitive teaching of continuous functions from

the result of analysis.

* Key Words : 연속함수(continuous function), 연속적인 변화(continuous change), 직관적 지도(intuitive
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