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요 약

일반화 지수분포 (generalized exponential distribution)를 따르는 점진 제 1종 구간 중도절단

(progressive type-I interval censoring) 표본에서 모수 추정은 Chen과 Lio (2010)가 최대우도 추

정법 (maximum likelihood estimation), 중간점 근사법 (mid-point approximation method), EM

알고리즘 (expectation maximization algorithm), 적률 추정법 (method of moments estimation;

MME)으로 하였으며, 그 방법들 중 평균제곱오차 (mean square error; MSE)가 가장 작은 추정법

은 중간점 근사법이다. 하지만 중간점 근사법을 바탕으로 최대우도 추정법을 이용하여 모수를 추정하

려고 한다면 모수에 대한 해를 전개할 수 없기 때문에 수치 해석적인 방법을 이용하여 추정하여야 한

다. 본 논문에서는 이러한 문제를 해결하기 위해서 근사 최대우도 추정법 (approximate maximum

likelihood estimation)을 이용하여 두 종류의 모수를 추정하고, 모의실험을 통하여 수치해석학적인

방법을 이용한 중간점 근사법의 해 (estimate of mid-point approximation method; MP)와 제시한

두가지추정량을평균제곱오차측면에서비교한다.

주요용어: 근사 최대우도 추정량, 일반화 지수분포, 점진 제 1종 구간 중도절단, 점진 제 2종 중도절

단, 중간점근사법.

1. 서론

Gupta와 Kundu (1999)가 제시한 일반화된 지수분포의 확률밀도함수 (probability density func-

tion; pdf)와누적분포함수 (cumulative distribution function; cdf)는다음과같다.

g(t;α, λ) =
α

λ
e−t/λ(1− e−t/λ)α−1, (1.1)

G(t;α, λ) = (1− e−t/λ)α, α, λ > 0, t ≥ 0, (1.2)

여기서 α = 1일때, 일반화지수분포는지수분포를따르게된다. 식 (1.1)밀도함수는만약 α < 1일때

는 감소함수이고, α > 1일 때는 단봉함수이다. 이에 대한 연구로 Gupta와 Kundu (2003)는 수명 (life

time) 자료 분석에서 일반화된 지수분포가 사용될 수 있다는 것을 언급하였고, 완전 확률표본에 기초한

일반화된지수분포의연구도 Gupta와 Kundu (2007)가하였다.

1 (609-735) 부산광역시 금정구 부산대학로 63번길 2(장전동), 부산대학교 통계학과, 교수.
2 (730-739) 경북 구미시 산동면 강동로 730, 경운대학교 항공운항학과, 부교수.
3 교신저자: (730-739) 경북 구미시 산동면 강동로 730, 경운대학교 항공운항학과, 조교수.
E-mail: hjshin@ikw.ac.kr



1310 Youngseuk Cho · Changsoo Lee · Hyejung Shin

경제, 의학, 사회과학 등의 자료에서는 중도절단 된 자료가 빈번히 발생한다. 이러한 중도 절단된

자료의 가장 일반적인 형태가 구간 중도절단 (interval censoring) 이다. 특히, Kalbfleisch와 Prentice

(2002)는 사건 발생시간 (failure time) 자료의 통계적 분석방법을 연구 하였고, 수명 자료의 통계적 모

형과 분석방법 연구는 Lawless (2003)가 했으며, Sun (2006)은 구간 중도절단된 자료에 대하여 다양한

방법들을연구하였다. 중도절단자료중 Aggarwala (2001)는점진제 1종중도절단자료에서지수분포

에 대한 추정에 관한 연구를 했고, 지수와이블족에 대해서는 Ashour와 Afify (2007)가 연구했다. 로그

정규분포는 Amin (2008)이 연구했고, 와이블분포는 Ng와 Wang (2009)이 연구했으며, 일반화 지수분

포는 Chen과 Lio (2010)가연구하였다. Shin 등 (2010)도점진제 1종 중도절단자료에서지수분포를

바탕으로 한 추정 방법을 연구하였으며, 또한 Shin과 Lee (2012)는 부분 결측 값을 가지는 점진 제 1종

중도절단자료에서지수분포를근거로한추정방법을연구하였다.

근사 최대우도 추정량 (approximate maximum likelihood estimate; AMLE)은 일반적인 최대우도

추정 방법으로 풀리지 않는 모형에 대해 테일러 급수 전개 (Taylor series)를 통하여 근사적으로 모수를

추정함으로써 수치해석학적으로 접근하는 방법 대신 근사식을 사용함으로써 추정 값을 제시할 수 있다.

근사 최대우도 추정량에 대해 Balakrishnan (1989a, 1989b)이 레일리분포와 정규분포에 관한 연구를

하였고, Kang 등 (1999)은 제2종 중도절단 (type II censoring)을 바탕으로 한 레일리분포에 관한 연구

를, Kang 등 (2005)은 지수분포에 관해 연구를 하였다. 그리고 Asgharzadeh (2009)이 점진 제2종 중

도절단 (progressive type II censoring)을바탕으로한일반화지수분포에관한연구를하였다.

본 논문에서는 점진 제 1종 구간중도 절단 자료에서 일반화 지수분포를 근거로 한 모수 추정을 근사

최대우도추정방법을이용하여모수에대한근사적최대우도추정량을연구하고자한다.

2절에서는 점진 제1종 구간 중도절단자료에 대해 설명하고, 근사적 최대우도 추정량을 통해 일반화

지수분포의척도모수를추정한다. 3절에서는모의실험을통해추정량을비교하고, 결론을맺는다.

2. 일반화 지수분포의 척도모수 추정

이 절에서는 점진 제1종 구간 중도절단 자료를 간단히 설명하고, Chen과 Lio (2010)가 소개한 점진

제1종 구간 중도절단 자료에서 일반화 지수분포의 중간점 근사법과 본 논문에서 제시하는 근사 최대우

도추정법을소개하고자한다.

2.1. 점진 제 1종 구간중도 절단자료

Aggarwala (2001)에 의한 점진 제 1종 구간 중도절단자료는 미리 정해진 시간 t1, t2, · · · , tm (m은

고정된 수)에서 각 구간에서 사건이 발생한 개체 수를 X1, X2, · · · , Xm, 각 구간에서 임의로 제거되는

개체 수를 R1, R2, · · · , Rm으로 둔다. 총 n개의 개체 중에서 첫 번째 (0, t1]구간에서 발생 한 개체 수는

X1이며 X1을 제외한 n − X1중에서 임의로 제거되는 개체 수는 R1이다. 두 번째 구간 (t1, t2]에서는

n − X1 − R1중에서 발생한 개체 수가 X2이며, 임의로 제거되는 개체 수는 n − X1 − X2 − R1중에서

R2이다. 이렇게 m번째 구간 (tm−1, tm]에서 발생할 개체 수는 Xm이고, 이 구간에서 임의로 제거하는

개체 수는 n −
∑m

i=1 Xi −
∑m−1

i=1 Ri = Rm으로 모두 제거한다. 따라서 확률변수 X1, X2, · · · , Xm는

(0, t1], (t1, t2], . . . , (tm−1, tm]구간에서 각각 사건이 발생하는 개체 수이며 발생된 개체 수의 총합은∑m
i=1 Xi, 임의로 제거되는 개체 수의 총합은

∑m
i=1 Ri이고 총 개체 수는 n =

∑m
i=1 (Xi +Ri) 로 나타

난다. 이러한방법으로얻어진자료를점진제 1종구간중도절단자료라고한다.
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2.2. 중간점 근사법

일반화 지수분포를 바탕으로 한 점진 제 1종 구간 중도절단표본에서 Chen과 Lio (2010)는 최대우도

추정 방법, 중간점 근사법, EM 알고리즘, 적률 추정법들을 통해 모수를 추정하였으며, 그 방법들 중 평

균제곱오차가가장작은중간점근사법은다음과같다.

일반화 지수분포의 확률밀도함수 식 (1.1)과 누적분포함수 식 (1.2)에 의하여 Chen과 Lio (2010)의

점진제 1종구간중도절단자료에서의일반화지수분포의우도함수는다음과같다.

L(λ) = C[G(t1, α;λ)]
X1 [1−G(t1, α;λ)]

R1

× [G(t2, α;λ)−G(t1, α;λ)]
X2 [1−G(t2, α;λ)]

R2

× · · · × [G(tm, α;λ)−G(tm−1, α;λ)]
Xm [1−G(tm, α;λ)]Rm

= C

m∏
i=1

[G(ti, α;λ)−G(ti−1, α;λ)]
Xi [1−G(ti, α;λ)]

Ri ,

(2.1)

여기서 C = n(n− 1−R1)(n− 2−R1 −R2) · · · (n−m+ 1−R1 − · · · −Rm−1), t0 = 0이다.

Chen과 Lio (2010)가 소개한 중간점 근사법은 (ti−1, ti) 구간의 mi =
ti−1+ti

2
시점에서 발생한 실패

개체수를 Xi로 두고, ti시점에서 임의로 제거되는 개체수를 Ri라 할 때, 식 (2.1)은 다음과 같은 간편한

모형으로나타난다.

L(λ) ≃ C

m∏
i=1

[g(mi, α;λ)]
Xi [1−G(ti, α;λ)]

Ri . (2.2)

따라서로그우도함수는

lnL(λ) ≃ C

m∑
i=1

[Xiln(g(mi, α;λ)) +Riln(1−G(ti, α;λ))]

= lnC + (lnα− lnλ)

m∑
i=1

Xi −
1

λ

m∑
i=1

Ximi

+ (α− 1)

m∑
i=1

Xiln(1− e−mi/λ) +

m∑
i=1

Riln(1− (1− e−ti/λ)α)

(2.3)

이고, λ를추정하기위하여식 (2.3)을 λ에대해편미분을하면다음과같다.

∂lnL(λ)

∂λ
≃ α

m∑
i=1

Ri
ti
λ2 e

−ti/λ(1− e−ti/λ)α−1

1− (1− e−ti/λ)α

+
1

λ2

m∑
i=1

Ximi −
∑m

i=1 Xi

λ
− (α− 1)

m∑
i=1

Xi
mi
λ2 e

−mi/λ

1− e−mi/λ
.

(2.4)

식 (2.4)는일반적인최대우도추정방법으로는 λ에대하여정확한추정값으로전개할수없기때문에수

치해석적인 방법을 이용하여 모수를 추정해야 한다. 따라서 본 논문에서는 근사 최대우도 추정방법을

이용하여근사식을이끌어내어모수의해를구하고자한다.

2.3. 근사 최대우도 추정량

확률변수 y = t/λ로두면, 일반화지수분포에서 y의확률밀도함수와누적분포함수는다음과같다.

f(y) = αe−y(1− e−y)α−1, α > 0, y > 0, (2.5)

F (y) = (1− e−y)α, α > 0, y > 0. (2.6)



1312 Youngseuk Cho · Changsoo Lee · Hyejung Shin

식 (2.2)에서 yi = ti/λ, zi = mi/λ로두면우도함수는다음과같이나타낼수있다.

L(λ) ≃ C

m∏
i=1

[
1

λ
f(zi)

]Xi

[1− F (yi)]
Ri . (2.7)

식 (2.7)의로그우도함수를 λ에대하여편미분을하면다음과같다.

∂lnL(λ)

∂λ
≃ − 1

λ

m∑
i=1

Xi
f ′(zi)zi
f(zi)

− 1

λ

m∑
i=1

Xi +
1

λ

m∑
i=1

Riyi
f(yi)

1− F (yi)

= − 1

λ

[
m∑
i=1

Xi +

m∑
i=1

Xi
f ′(zi)zi
f(zi)

−
m∑
i=1

Riyi
f(yi)

1− F (yi)

]
= 0.

(2.8)

식 (2.8)에서 f ′(zi)
f(zi)

와
f(yi)

1−F (yi)
때문에 λ에관한정확한형태의해를전개할수없다. 이러한이유로 λ에

관한해를구하기위해근사최대우도추정방법을이용한다.

근사 최대우도 추정은 Balakrishnan (1989a, 1989b)이 제시한 방법으로, 본 논문에서는 f ′(zi)
f(zi)

와

f(yi)
1−F (yi)

를 테일러 급수전개를 통해 1차식으로 근사식을 유도하고, 다른 함수식 f ′(zi)zi
f(zi)

와
f(yi)yi
1−F (yi)

도

테일러급수전개를통하여같은방법으로근사식을유도하고두가지방법을이용하여추정된모수를비

교하고자한다.

먼저, f ′(zi)
f(zi)

와
f(yi)

1−F (yi)
의함수식을 ξi = F−1(pi:m:n) 지점에서테일러급수전개를할때, Balakrish-

nan과 Aggarwala (2000)에의하여

pi:m:n = E(Ui:m:n)

= 1−
m∏

j=m−i+1

j +Rm−i+1 + · · ·+Rm

j + 1 +Rm−i+1 + · · ·+Rm

이고, 여기서 Ui:m:n는균일분포 U(0, 1)에서 i번째점진제 2종중도절단순서통계량이다.
f ′(zi)
f(zi)

와
f(yi)

1−F (yi)
를테일러급수전개를통해 1차식으로근사시키면다음과같다.

f ′(zi)

f(zi)
≃ (βi + γizi), (2.9)

f(yi)

1− F (yi)
≃ δi + ηiyi, (2.10)

여기서

βi = (α− 1)

[
e−ξi

1− e−ξi
+

ξie
−ξi

(1− e−ξi)2

]
− 1,

γi = −(α− 1)
e−ξi

(1− e−ξi)2
,

δi =
1

1− F (ξi)

[
f(ξi)− f ′(ξi)ξi −

f2(ξi)ξi
1− F (ξi)

]
,

ηi =
1

1− F (ξi)

[
f ′(ξi) +

f2(ξi)

1− F (ξi)

]
.
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그러면식 (2.8)을테일러급수전개를통해구한근사식은다음과같이나타낼수있다.

∂lnL(λ)

∂λ
≃ − 1

λ

[
m∑
i=1

Xi +

m∑
i=1

Xi(βi + γizi)zi −
m∑
i=1

Ri(δi + ηiyi)yi

]

= − 1

λ

[
m∑
i=1

Xiλ
2 +

[
m∑
i=1

Xiβimi −
m∑
i=1

Riδiti

]
λ+

m∑
i=1

Xiγimi
2 −

m∑
i=1

Riηiti
2

]
= 0.

(2.11)

이를이용하여 λ에관한이차식을근의공식을이용하여양의근을구하게되면다음과같다.

λ̂AMLE1 =
−B +

√
B2 − 4AC

2A
, (2.12)

여기서

A =

m∑
i=1

Xi, B =

m∑
i=1

Xiβimi −
m∑
i=1

Riδiti,

C =

m∑
i=1

Xiγimi
2 −

m∑
i=1

Riηiti
2.

또한, f ′(zi)zi
f(zi)

와
f(yi)yi
1−F (yi)

의 함수식을 ξi = F−1(pi:m:n)지점에서 테일러 급수 전개를 통해 1차식으로

근사시키면다음과같다.

f ′(zi)zi
f(zi)

≃ β′
i + γ′

izi, (2.13)

f(yi)yi
1− F (yi)

≃ δ′i + η′
iyi, (2.14)

여기서

β′
i = (α− 1)

[
e−ξiξi
1− e−ξi

− e−ξi(1− e−ξi − ξi)ξi
(1− e−ξi)2

]
,

γ′
i = (α− 1)

e−ξi(1− e−ξi − ξi)

(1− e−ξi)2
− 1,

δ′i =
1

1− F (ξi)

[
−f ′(ξi)ξi

2 − f2(ξi)ξi
2

1− F (ξi)

]
,

η′
i =

1

1− F (ξi)

[
f ′(ξi)ξi + f(ξi)

1− F (ξi)
+

f2(ξi)ξi
1− F (ξi)

]
.

그러면식 (2.8)을테일러급수전개를통해구한근사식은다음과같이나타낼수있다.

∂lnL(λ)

∂λ
≃ − 1

λ

[
m∑
i=1

Xi +

m∑
i=1

Xi(β
′
i + γ′

izi)−
m∑
i=1

Ri(δ
′
i + η′

iyi)

]

= − 1

λ

[[
m∑
i=1

Xi +

m∑
i=1

Xiβ
′
i −

m∑
i=1

Riδ
′
i

]
λ+

m∑
i=1

Xiγ
′
imi −

m∑
i=1

Riη
′
iti

]
= 0.

(2.15)

이를이용하여 λ에관한일차식근을구하게되면다음과같다.

λ̂AMLE2 =
−
∑m

i=1 Xiγ
′
imi +

∑m
i=1 Riη

′
iti∑m

i=1 Xi +
∑m

i=1 Xiβ′
i −

∑m
i=1 Riδ′i

. (2.16)
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3. 모의실험

Aggarwala (2001)에의한점진제 1종구간중도절단표본의사건이발생한개체수X1, X2, · · · , Xm와

Ri를생성하는알고리즘은다음과같다.

X1 ∼ BIN [n,G(t1)]이고, i = 2, 3, · · · ,m에대하여

Xi|Xi−1, · · · , X1, Ri−1, · · · , R1

∼ BIN

[
n−

i−1∑
j=1

(Xj +Rj),
G(ti)−G(ti−1)

1−
∑i−1

j=1[G(tj)−G(tj−1)]

]

= BIN

[
n−

i−1∑
j=1

(Xj +Rj),
G(ti)−G(ti−1)

1−G(ti−1)

]
.

다음과같이 m개의이항확률변수를발생시키는알고리즘을수행한다.

• 단계 1. 각각의변수를 i = 0, xsum = 0, rsum = 0로초기화한다.

• 단계 2. 다음 i로,

• 단계 3. 만약, i = m+ 1이면알고리즘을끝낸다.

• 단계 4. BIN [n− xsum− rsum,G(ti)−G(ti−1)/[1−G(ti−1)]]을따르는 Xi를발생시킨다.

• 단계 5. Ri = floor[pi(n− xsum− rsum−Xi)]을계산한다.

• 단계 6. xsum = xsum+Xi, rsum = rsum+Ri을계산한다.

• 단계 7. 단계 2로돌아간다.

여기서 t0는 개체 n개의 관찰 시작시점이고 끝나는 시점은 tm이며, p1, p2, · · · , pm−1, (pm = 1)는 정

해진 시간 t1, t2, · · · , tm으로 나누어진 m개의 각 구간에서 제거 할 개체들의 비율이고, 이것과 함께

Rm = n−
∑m

i=1 Xi −
∑m

i=1 Ri은고정된수이다.

일반화 지수분포를 바탕으로 점진 제 1종 구간 중도절단표본에서 식 (2.8)의 해 MP를 수치 해석

학적인 방법인 이분법 (bisection method)을 이용하여 구한 평균제곱오차와 제시한 두 가지 추정량

λ̂AMLE1와 λ̂AMLE2의 평균제곱오차를 비교하기 위하여 본 논문에서는 개체 n = 30, 50, 구간 m = 9,

간격 t = 0.5, 모수 α = 0.9, 2, λ = 0.5, 1.5로 두고, 각 구간에서 개체들의 제거할 비율은 P1 =

(0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0, 0, 0, 0, 0, 1), P2 = (0.5, 0.5, 0.5, 0.5, 0, 0, 0, 0, 0, 1)로했을때, 1000번반복하여모의

실험을실시한결과는다음 Table 3.1과같다.

Table 3.1 The MSE of MP , λ̂AMLE1 and λ̂AMLE2

P1 P2

n α λ MP λ̂AMLE1 λ̂AMLE2 MP λ̂AMLE1 λ̂AMLE2

30

0.9
0.5 0.0949424 0.0009865 0.0011313 0.0828587 0.0010460 0.0013419

1.5 0.2415405 0.0109000 0.0119900 0.3786083 0.0178100 0.0202500

2
0.5 0.0180952 0.0009734 0.0005158 0.0155885 0.0025178 0.0006957

1.5 0.1630433 0.0129900 0.0070500 0.2380221 0.0393700 0.0126700

50

0.9
0.5 0.0901574 0.0006712 0.0008168 0.0745206 0.0006455 0.0008748

1.5 0.1542370 0.0064900 0.0072100 0.2359320 0.0103800 0.0132100

2
0.5 0.0142492 0.0008777 0.0003210 0.0097684 0.0026315 0.0003927

1.5 0.1175097 0.0121600 0.0046400 0.2142455 0.0267800 0.0083500
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Table 3.1의결과를보면제시한추정량 λ̂AMLE1와 λ̂AMLE2의평균제곱오차가 MP의평균제곱오차

보다 더 작게 나타나 제시한 추정량이 평균제곱오차 측면에서 일치성을 가지며 더 좋은 추정량임을 알

수 있다. α = 0.9인 경우는 λ̂AMLE1의 평균제곱오차가 λ̂AMLE2의 평균제곱오차 보다 더 작게 나타나

λ̂AMLE1가 평균제곱오차 측면에서 일치성을 가지며 더 좋은 추정량임을 알 수 있고, α = 2인 경우는

λ̂AMLE2의 평균제곱오차가 λ̂AMLE1의 평균제곱오차 보다 더 작게 나타나 λ̂AMLE2가 평균제곱오차 측

면에서일치성을가지며더좋은추정량임을알수있다.

본 논문에서는 일반화 지수분포를 바탕으로 한 점진 제 1종 중도절단 표본에서 모수를 추정하기 위

하여 평균제곱오차가 가장 작은 중간점 근사법에서 근사 최대우도 추정법을 이용하여 테일러 급수 전

개를 달리하여 모수의 추정량을 두 가지로 추정하였다. 모의실험을 통하여 두 가지 추정량 λ̂AMLE1와

λ̂AMLE2의 평균제곱오차와 MP의 평균제곱오차를 비교한 결과, 본 논문에서 제시한 추정량이 평균

제곱오차 측면에서 일치성을 가지며 더 좋은 추정량으로 나타났다. α = 0.9인 경우는 λ̂AMLE1가 평

균제곱오차 측면에서 일치성을 가지며 λ̂AMLE2보다 더 좋은 추정량으로 나타났고, α = 2인 경우는

λ̂AMLE2가 평균제곱오차 측면에서 일치성을 가지며 λ̂AMLE1보다 더 좋은 추정량으로 나타났다. 또한,

중간점근사법을이용하여모수를추정하려면모수에관한정확한형태의해를전개하기어렵지만본논

문에서제시한추정방법을이용하면모수에대한해를전개할수있다.
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Abstract

There are various parameter estimation methods for the generalized exponential

distribution under progressive type I interval censoring. Chen and Lio (2010) stud-

ied the parameter estimation method by the maximum likelihood estimation method,

mid-point approximation method, expectation maximization algorithm and methods

of moments. Among those, mid-point approximation method has the smallest mean

square error in the generalized exponential distribution under progressive type I inter-

val censoring. However, this method is difficult to derive closed form of solution for the

parameter estimation using by maximum likelihood estimation method. In this paper,

we propose two type of approximate maximum likelihood estimate to solve that prob-

lem. The simulation results show the obtained estimators have good performance in

the sense of the mean square error. And proposed method derive closed form of solu-

tion for the parameter estimation from the generalized exponential distribution under

progressive type I interval censoring.

Keywords: Approximate maximum likelihood estimation, generalized exponential dis-

tribution, mid-point approximation method, progressive type I interval censoring, pro-

gressive type II interval censoring
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