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증명에서 연역 체계 이해에 관한 연구
1)

강정기(창원남산중학교)

노은환(진주교육대학교)

Ⅰ. 서론

증명은 수학적 사고의 근간을 이루는 추론과 정당화

를 보여주는 대표적인 사고 활동이므로 학교수학에서도

증명 교육은 지속적으로 강조되고 있다. 뿐만 아니라 증

명은 학생들의 수학적 이해를 촉진시키는 중요한 역할을

담당하는 것으로 알려져 있다(Hanna, 2000). 수학은 본

질적으로 증명에 관한 학문이며(Almeida, 1996), 증명은

수학을 행하고 의사소통하며 기록하는 활동의 핵심으로

수학과 분리될 수 없을 정도로 수학에서 매우 중요한 위

치를 차지하고 있다(Schoenfeld, 1994).

이러한 증명은 그리스인들이 창안한 ‘공리로부터의

연역’이 그 시발점이 되었으며 오늘날까지 그 면면을 이

어가고 있다. 그리스인들은 ‘공리로부터의 연역’이라는

방법을 창안하여, 기하학을 경험적 학문에서 연역적 학

문으로 바꾸어 놓았다. 유클리드 《원론》의 연역적 전

개는, 어떤 기하학적 명제가 경험적으로는 참일 수 있으

나 그것의 수학적 정당화는 경험에 의존하지 않는다는

것을 명확히 하였다(이지현, 2011).

여기서 연역의 출발점인 공리의 결정은 고도의 수학

적 지식을 필요로 한다. 수학의 역사 속에서 있어왔던

유클리드의 평행공리에 관한 심각했던 갈등이 이를 잘

보여준다. 많은 수학자들은 자명해 보이지만 공리로서의

기능에 의심을 가지고 평행공리를 다른 공리로부터 증명

하고자 시도하였지만, 이것은 실패로 끝났으며 비유클리

드 기하학의 출현을 야기하게 되었다. 비유클리드 기하
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학의 출현은 어떤 체계에서 한 명제의 공리 혹은 정리의

지위를 결정하는 것은 그 명제가 가진 자명성의 정도가

아니라 바로 “그 명제가 체계의 다른 명제들과 독립인

가?”라는 것이 초점이 되어야 한다는 사실이 밝혀진 계

기가 되었다(Dodes, 1966).

이후 공리에 대한 논쟁이 가속화되었으며, Hilbert는

관계들 속에서 암묵적으로 정의되는 무정의 용어를 기반

으로 한 공리계를 발표하기에 이러게 된다. 그러나

Frege는 공리들은 진리를 표현해야 하고 정의들은 특정

용어들의 의미를 부여하여 그 외연을 확장해야 하는 것

으로, 암묵적 정의는 어느 것도 성취할 수 없다고 하여

Hilbert의 공리계를 비판하기도 하였다(박우석, 2008). 이

외에도 많은 논쟁이 있어왔지만, 오늘날 많은 학자들은

공리의 최소의 충족요건으로서 무모순성, 완전성, 독립성

을 들고 있다.1)

수학 역사에서 공리 선택에 대한 철학적 논쟁은 연역

체계의 기초를 확립하고자하는 것으로, 그 내용이 심오

하여 이해하기 쉽지 않다. 따라서 이 내용을 학교 수학

에서 여과 없이 지도하는 것은 바람직하지 못할 것으로

생각된다. 그러나 연역 체계의 기초 확립을 추구한 공리

에 대한 논쟁의 근저에는 연역 체계에 대한 이해가 수반

되어 있으며, 연역 체계의 이해는 증명 교육이 추구하는

목표 중 하나일 것이다.

Fawcett(1966)은 연역적 증명의 본질을 이해하는 것

이 곧 증명 교육의 목적이며, 학생이 무정의 개념의 의

1) 주어진 공리계를 라고 하고 그 공리계에 포함된 공리들을

 ,  , …, 이라고 하자. 공리계가 무모순이라는 것은 

에 의한 수학적 체계상에 있는 어떤 참인 명제들도 서로 모

순되지 않는다는 것을 말한다. 어떤 공리계 가 독립이라는

것은 어떤 개의 공리 들도 나머지 를 증명할 수

없다는 것을 말한다. 어떤 공리계가 완전하다는 것은 그 공

리체계로부터 나온 수학적 체계의 모든 명제를 증명 또는

반증할 수 있다는 것을 말한다(유윤재, 2004).
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미와 역할을 이해하며, 명확하게 정의된 용어의 필요성

과 그것이 결론에 미치는 영향을 이해하며, 또한 가정

또는 증명되지 않는 명제가 필요하며, 아울러 가정이 함

축하지 않는 것을 증명하는 경우는 없다는 것을 이해하

는 것이 연역적 증명의 본질을 이해하는 것이라고 하였

다. 그는 이것을 이해하지 못한다면 논거와 결론이 혼재

된 순환논법의 오류를 피하지 못하게 된다고 언급하고

있다. Fawcett(1966)이 언급한 증명의 본질 중 한 가지

는 연역 체계에 내재된 성격을 이해하는 것으로 볼 수

있을 것이다.

연역 체계는 증명의 근간을 이루는 무정의 용어와 정

의 및 공리를 필요로 하며, 이들 근거로부터 일방향의

연역 흐름을 통해 정리 증명에 도달하는 것을 추구하는

것이다. 이와 같은 연역 체계가 갖는 성격에 대한 이해

는 하나의 정리 증명에 대한 고찰을 통해 도달하기 어렵

다. 연역 체계에 대한 이해는 여러 정리 증명을 조망하

는 가운데, 논리의 시발점이 되는 근거인 공리의 필요성

을 인식하고, 또 정리들 간의 연역 체계의 흐름을 인식

할 수 있을 때 가능한 이야기이다. 즉, 순환 논법 때문에

발생할 수 있는 오류를 연역 체계의 흐름 속에서 인식할

수 있어야 한다.

그러나 정리 증명에만 주목하여 연역 체계 전체를 조

망하기 어려운 학생들의 입장에서 논리의 시발점에 대한

필요성과 일방향을 지향하는 연역 체계의 흐름을 인식하

기란 쉽지 않은 일로 생각된다. 비록 하나의 정리 증명

은 잘 수행하지만, 정리가 포함된 연역 체계 전체가 논

리 시발점을 필두로 어떤 흐름으로 전개되는지를 파악하

지 못한다면 그리스인들로부터 시작된 ‘공리로부터의 연

역’을 제대로 이해하기 어려울 것이다. Fawcett(1966)의

주장에서 보듯, 이와 같은 연역 체계의 성격을 이해하지

못한다면 증명의 본질을 이해하지 못한 체 증명을 학습

하는 것이 된다.

이에 본 연구에서는 증명을 학습할 수준을 갖춘 학생

들이 연역 체계에 함의된 주요 특성인 논리의 시발점에

대한 필요성과 일방향의 연역 흐름을 이해할 수 있도록

돕는 것을 목적으로 한다. 이를 위해 먼저, 교과서 연역

체계의 특성을 파악해 보고자 한다. 교과서를 분석해 봄

으로써 연역 체계가 교과서에 어떻게 반영되어 있는지를

파악하고자 한다. 또한 현 교과 체제에서 오류라고 지목

되는 순환 논법의 구체적 예를 찾고 분석해 봄으로써 연

역 체계 흐름의 특성을 명료화하고자 한다. 이러한 교과

서 분석과 순환 논법의 오류 분석을 통해 파악된 교과서

연역 체계의 특성을 바탕으로 연역 체계에 대한 바람직

한 지도 방향을 탐색하고자 한다. 궁극적으로 공리적 사

고의 정신을 이해하는 기초를 마련하고자 한다.

Ⅱ. 이론적 배경

본 장에서는 증명에 관한 연구를 조망해 봄으로써,

이들 연구 속에서 연역 체계의 이해가 갖는 위치를 가늠

해보고자 한다. 증명에 관한 연구는 크게 증명의 본질과

역할에 관한 연구, 증명의 실제에 관한 연구, 증명의 지

도에 관한 연구로 구분해 볼 수 있다.

먼저, 증명의 본질과 역할에 관한 연구에 대해 살펴

보기로 하자. 증명이란 무엇인가? 증명의 본질에 대한

이 물음의 답은 수리철학의 입장에 따라 달라질 수 있

다. 수학적 지식의 본질에 대한 입장은 크게 절대주의와

상대주의로 구분된다. 수학적 지식을 절대적인 것으로

간주한 플라톤주의가 비유클리드 기하의 탄생으로 동요

하게 되었고, 이 현상을 극복하기 위한 논의로 19세기와

20세기 초에 논리주의, 형식주의, 직관주의가 대두하게

되었다. 이들 절대주의 사조는 관점의 차이가 있기는 하

지만, 공통적으로 증명의 본질을 수학적 명제를 정당화

하는 수단으로서 파악하고 있다. 그러나 20세기에 들어

절대주의 사조에 대한 비판으로 준경험주의, 사회적 구

성주의가 대두되었다. Lakatos로 대표되는 준경험주의에

서 증명은 추측을 반박하여 개선하게 하는 발견의 수단

이며, 수학적 지식을 사회적 구성물로서 받아들이는 사

회적 구성주의에서 증명은 자신뿐 아니라 타인을 이해시

키고 확신시키는 수단이다(나귀수, 1998).

일반적으로 대다수의 수학자들은 Lakatos의 관점을

지지하지 않으며, 절대주의, 특히 형식주의를 지향하는

반면(Sierpinska & Lerman, 1996), 수학교육자들은 대조

적으로 Lakatos의 준경험주의 수리철학에 많은 호응을

하는 편이다(강문봉, 1993; 나귀수, 1998; Lehman, 1980).

이는 학자별 입장과 신념에 따라 증명의 본질에 관한 다

양한 관점이 존재함을 시사한다.

증명의 본질에 대한 다양한 입장은 증명이 학교수학
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에서 다면적인 역할을 하는 것과 연결된다. Bell(1976,

1979)은 증명을 가상의 의심을 품은 상대(imaginary

doubter)를 대상으로 내적으로 행해지는 것이며, 본질적

으로 확신이 뒤 따르게 되는 공적 활동으로 묘사하였다.

그는 증명을 세 가지 의미를 이행하는 것으로 보았다.

첫째, 입증(verification)이나 정당화(justification)이다. 이

것은 명제의 참과 관련된 것을 말한다. 둘째, 조명

(illumination)이다. 이것은 명제가 왜 참이며 거짓인지에

대한 통찰을 전달하는 것을 의미한다. 셋째, 체계화

(systematisation)이다. 이것은 공리, 더 큰 개념과 정리

의 연역 체계로 결과들을 조직하는 것을 말한다.

De Villiers는 Bell이 제시한 증명의 세 가지 역할 이

외에 발견과 의사소통의 역할을 추가하여 입증, 설명, 체

계화, 발견, 의사소통 5가지를 들고 있다(류성림, 1998b).

이것은 증명을 다면적으로 이해하고 접근해야 함을 시사

한다. 이상에서 살펴본 증명의 본질과 그 역할에 대한

논의는 수학교육에서 증명 그 자체에 대한 연구로 볼 수

있을 것이다.

증명에 관한 다른 연구로 증명의 실제에 관한 것이

있다. 교사는 어떻게 증명을 인식하고 이를 지도하는지,

학생은 증명을 어떤 식으로 받아들이고 행하는지에 관한

문제이다. 이에 대한 대표적 연구로 Harel & Sowder

(1998)의 증명 스키마(proof schema)를 들 수 있다. 증명

스키마는 자기 자신이 참임을 확인하기 위해 사용하는

것과 다른 사람을 설득하기 위해 사용하는 모든 것이다.

그들은 선행 연구 결과를 종합하면서 증명 스키마를 외

부적 확신 증명 스키마(external conviction proof

schemes), 경험적 증명 스키마(empirical proof

schemes), 분석적 증명 스키마(analytical proof

schemes)로 크게 구분하였다. 외부적 확신 증명 스키마

는 증명의 근거가 권위나, 형식, 기호 표현 등 외부적 출

처에 의존하는 것을 의미한다. 경험적 증명 스키마는 경

험적 증거에 기초한 주장을 강조하는 경우를 말한다. 분

석적 증명 스키마는 기본적으로 타당한 수학적 증명을

하는 경우를 의미한다.

Harel & Sowder(1998)는 이와 같은 증명 스키마가

고정된 것이 아니라, 상황 의존적임을 지적하고 있다. 이

를테면, 교사가 대학원 입학시험에 임할 경우, 그는 분석

적 증명 스키마를 주로 사용할 수 있다. 그러나 그가 학

교에서 하위권 학생들을 지도할 경우, 그는 수업에서 경

험적 증명 스키마를 주로 사용할 수 있을 것이다. 이처

럼 증명 스키마는 고정된 것이 아니라 상황에 따라 유동

적인 것이다.

또한 주체가 갖는 증명 스키마에 의해 증명은 제각기

다른 표현 양식으로 나타날 수 있다. 박은조, 방정숙

(2005)은 선행 연구를 토대로 증명의 표현 양식을 경험

적 증명, 해설적 증명, 형식적 증명으로 분류하였다. 경

험적 증명은 구체적인 실증이나 경험이 특징인 증명 표

현 양식을 일컫는다. 해설적 증명은 일상적인 용어를 사

용하여 해설적으로 근거가 되는 이유와 설명을 제시한

증명이다. 형식적 증명은 가정과 결론간의 명백한 연계

를 가진 논리적 주장을 제시하며 기호를 사용한 증명을

일컫는다.

한편, 학생들은 증명이 왜 필요한지도 이해하지 못하

면서 증명을 학습하는 경우가 종종 있다. 또한 수행된

증명이 갖는 의미를 이해하기 어려워한다. 증명의 필요

성과 의미에 대한 이해 부족은 여러 연구에서 보고되고

있다(류성림, 1998a; Fischbein & Kedem, 1982; Martin

& Harel, 1989; Williams, 1990).

이것은 증명의 의의에 대한 인식의 부족에서 비롯된

것으로 볼 수 있다. 이에 대해 Williams(1990)는 캐나다

의 11학년 학생 225명을 대상으로 증명의 의의에 대한

인식을 조사하였는데, 조사 결과 50% 정도가 자명한 명

제를 증명하는 필요성을 느끼지 못하고, 또한 70% 이상

의 학생들이 귀납적 추론이 수학적 일반화에 대해 부적

합하다는 사실을 인식하지 못하였으며, 80% 정도의 학

생들은 수학적 논쟁에서 가정과 정의의 의미를 전혀 이

해하지 못하였다. Fischbein & Kedem(1982)와 Martin

& Harel(1989) 역시 이와 유사한 결론을 보여주고 있다.

국내에서도 류성림(1998a)이 국내학생들을 대상으로 증

명의 의의에 대한 인식의 부족을 보고한 바 있다.

이와 같은 증명의 의의에 대한 이해의 어려움은 증명

이 복합적 측면을 함의하고 있기에 빚어지는 현상으로

생각된다. 國宗進(1992)은 ‘증명의 의의’를 지도의 관점에

서 다음과 같이 제시하고 있으며(류성림, 1998a 재인용),

이는 증명의 의의의 복합적 측면을 보여준다.
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A. ‘증명의 일반성’을 이해시킨다.

① 정리는 전칭명제라는 것의 이해

② 증명에는 일반성이 있다는 것의 이해

③ 도형의 일반성의 이해

④ 실험, 실측에 의한 방법의 특징의 이해

B. ‘추론의 구성’을 이해시킨다.

① 가정·결론, 증명의 이해

② 근거가 되는 내용, 정의의 의미를 이해

③ 순환 논법이 불합리하다는 것의 이해

④ 체계의 이해

증명을 올바르게 이해하기 위해서는 이들 요소를 통

합적으로 이해할 필요가 있다. 어느 한 요소의 이해가

결여된다면 그것은 불완전한 이해에 그칠 수밖에 없다.

정리는 전칭명제라는 것을 이해하지만 도형의 일반성을

이해하지 못한다면, 제시된 증명을 특수한 도형에 대한

증명으로 인식할 수 있을 것이다.

한편, 國宗進(1992)은 증명의 의의에 대한 이해의 발

달 단계를 다음과 같이 구분하고 있다(류성림, 1998a 재

인용).

제 1단계: 도형의 성질을 증명할 때, 실험·실측에 의

한 방법으로도 충분하다고 생각하는 단계

제 2단계: 연역적인 증명을 하지 않으면 안 되는 의

미를 이해하고 있는 단계

제 3단계: 체계의 의미를 이해하면서 증명을 할 수

있는 단계

위 발달 단계에서 최상위 수준의 단계로서 체계의 의

미 이해가 제시되고 있으며, 이는 증명 이해의 정점이라

고 할 수 있다. 불충분한 경험적 정당화에 대한 보완으

로 연역적인 증명의 필요성을 인식할지라도 그것만으로

증명의 의의의 전부를 이해했다고 보기 어렵다. 증명의

의의를 완전하게 이해하기 위해서는 체계의 의미 이해가

수반되어야 한다.

이에 본 연구에서는 증명의 의의 이해의 최고 단계인

체계의 이해를 주제로 논의하고자 하는 것이다. 이러한

논의를 위해서는 무엇보다 연역 체계의 이해가 무엇인지

를 명확히 해야 할 것이다. 연역의 출발점으로서 공리의

필요성을 인식하고, 또 공리로부터의 연역이야 말로 유

클리드 연역 체계가 갖는 훌륭한 특징이다. 본 연구에서

연역 체계의 이해란, 이와 같은 특징을 이해하는 것을

의미한다. 증명 실제에 관한 선행 연구들이 연역 체계

이해를 거의 다루지 않았음을 주지해 볼 때, 본 연구는

기존의 연구와 차별된다.

마지막으로 증명의 지도에 관한 대표적 방법으로 분

석법이 제안되어 왔다(강문봉, 1992; 나귀수, 1998;

Heath, 1981). 증명의 서술 방식이 종합적 양식2)을 따름

으로써 학생들이 진정한 ‘증명 활동’을 경험하지 못하고

‘증명의 기록’만을 학습한다는 점으로 비판받아 왔으며,

이에 대한 대안으로 제시된 것이 분석법이다. 분석법은

종합적 양식의 역의 과정으로 결론으로부터 거꾸로 추론

하는 과정이다. 분석법은 찾고 있는 것을 마치 인정된

것처럼 여기고 그로부터 잇따른 결과를 거쳐 종합의 결

과로 인정되는 것까지 나아가는 방법이다(나귀수, 2009).

분석법을 제안하는 연구는 분석법을 통해 증명의 방법을

찾는 과정이 선행되어야 하며, 이후 발견된 방법을 종합

적 양식으로 기술되어야 한다고 주장한다.

또 하나의 대안은 경험적 정당화에서 형식적 증명으

로의 비약적인 도약을 완화할 목적으로 전형식적 증명

(preformal proof)을 제안하고 있다. 전형식적 증명은 형

식화 이전의 단계에서 ‘증명하는 활동’을 중요시하여 다

룰 필요에 의해 제안된 것으로, 증명의 아이디어 생성과

해석에 주안점을 둔 것이다. 이러한 전형식적 증명은 조

작적 기학적 표현과 결부되었으며, 일반적인 근거에 의

한 전략의 인식이 가능하며, 적절한 범례 또는 모델 내

에서의 증명(류성림, 1998c)이라는 특징을 갖고 있다. 이

를테면, 임의의 두 3의 배수 합이 3의 배수라는 명제 증

명에서 다음과 같은 범례에 의한 기하 조작은 전형식적

증명에 해당한다.

2) 종합적 양식이란, 수학에서의 증명 서술 양식으로, 증명 발견

과는 무관하게 오직 논리적으로 선후 관계를 따져 기술하는

방식을 뜻한다.
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이외에도 증명보조카드를 활용한 지도(조정수, 이정

자, 2006) 등 증명의 지도에 관한 여러 연구가 있기도

하다. 증명보조카드는 명제를 세분화하여 분석하고, 증명

의 방향을 스스로 탐구하는데 도움을 제공하는 보조적인

역할을 하는 카드로서 명제의 증명에 이용 가능한 정리

가 기록된 카드이다. 조정수, 이정자(2006)는 이 카드를

활용한 지도를 통해 긍정적인 증명 학습을 유도하기도

하였다.

이상에서 증명과 관련된 연구를 살펴보았는데, 이들

은 증명의 본질과 역할에 관한 연구, 증명의 실제에 관

한 연구, 증명의 지도에 관한 연구로 나누어 볼 수 있었

다. 여기서 연역 체계의 이해는 증명의 실제에 관한 연

구이며, 증명의 의의 발달 단계에서 최상위 수준의 것으

로 증명을 올바르게 이해하기 위해 반드시 필요한 요소

임을 알 수 있었다.

Ⅲ. 연구방법

1. 교과서 분석 방법

현재 중학교에서 지도되고 있는 논증 기하는 2천년

전에 성인 수학자를 위해 쓴 Euclid 원론의 내용을 중학

교 학생 수준에 맞추어 초등화한 것이며, 공리계까지 지

도하지는 않지만 도형의 몇 가지 기본적인 성질을 받아

들이고 삼각형의 합동조건과 닮음 조건 및 보조선 방법

을 이용하여 연역적으로 추론하도록 하는 Euclid 기하의

틀을 그대로 갖고 있다(우정호, 1998). 이에 본 연구에서

는 교수학적으로 변환된 교과서를 분석해 봄으로써, 연

역 체계가 교과서에 어떻게 반영되고 있는지를 살피고자

한다.

교과서의 연역 체계의 특징을 파악하기 위하여 중학

교 수학 1(류희찬 외, 2009a; 박영훈 외, 2009a; 신항균

외, 2009a, 우정호 외, 2009a, 이준열 외, 2009a)과 중학

교 수학 2(류희찬 외, 2009b; 박영훈 외, 2009b; 신항균

외, 2009b, 우정호 외, 2009b, 이준열 외, 2009b)를 연역

의 흐름에 초점을 맞추어 분석하였다. 익힘책은 교과서

의 기본 내용에 기반한 응용이므로, 익힘책은 분석의 내

용에서 제외하였다. 모든 정리를 분석의 대상으로 삼지

는 않았으며, 예제와 같이 증명이 제시된 것 중 자주 사

용되는 정리를 분석의 대상으로 삼았다. 증명이 제시되

지 않은 정리들을 분석의 대상에서 제외한 것은 이들 정

리가 출발점이 될 수는 없으므로, 교과서 연역 체계의

출발점이 무엇인지를 파악하는데 큰 영향을 주지 못할

것이라는 판단 때문이며, 아울러 연구자의 자의적 해석

을 방지하기 위함이었다.

연역의 흐름을 파악하기 위한 것이므로 정리를 자세

하게 진술하기보다 개략적으로 기술하였으며, ‘정리 2’의

증명에서 ‘정리 1’이 사용될 경우 ‘정리 1→정리 2’로 나

타내었다. 한편, 정리 이외에 정의와 같은 것은 분석의

대상에서 제외하였다. 왜냐하면 정의까지 분석의 대상으

로 삼아 무정의 용어의 필요성을 인식하게 하는 것은 중

학교 수학에서 무리라는 판단 때문이다.

2. 순환 논법의 오류 분석 방법

현 교과 체제에서 오류라고 지목되는 순환 논법의 구

체적 예를 찾고 분석해 봄으로써 연역 체계 흐름의 특성

을 명료화하고자 한다. 이를 위해 한국수학교육학회, 대

한수학교육학회, 한국학교수학회의 증명 관련 논문을 검

색하여, 순환논법이라고 생각되는 검사문항이나 예를 추

출하였다. 그러나 이것만으로는 순환논법의 예가 부족하

다고 판단하여 연구자의 수업 경험을 통해 수집한 학생

들의 순환논법의 오류를 추가하였다.

수집한 자료는 먼저 범주별로 분류되었으며, 정리 내

에서인가, 정리 간의 순환 논법의 오류인가가 그 기준이

되었다. 그리고 각 범주 내에서 각 예를 오류의 원인 별

로 구분하여 자료를 정리하였다. 이후 이들이 왜 순환

논법의 오류인지를 분석함으로써, 연역 흐름의 특성을

명확히 하고자 하였다.

Ⅳ. 결과 분석 및 논의

1. 결과 분석

1) 교과서 분석 결과

교과서 연역 체계에 대한 분석 결과, [그림 1]의 연역

흐름도를 얻을 수 있었다. 교과서는 교수학적 변환에 의

해 유클리드 원론의 공리를 그대로 다루지는 않지만, 연

역의 흐름은 서로 닮아 있는 것이 교과서 연역 체계의

주요 골자임을 알 수 있다. 따라서 교과서와 유클리드

원론의 출발점은 다르지만, 연역적 흐름의 측면에서는
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[그림 1] 중학교 1, 2학년 수학 교과서의 연역의 흐름

[Fig. 1] The flow of deduction in middle school textbook on

mathematics

동형이라고 볼 수 있을 것이다.

먼저, 교과서의 연역 흐름을 조망해 봄으로써 연역의

출발점을 파악할 수 있었다. 평행선과 동위각의 성질과

그 역, 그리고 삼각형의 결정조건은 다른 정리 증명의

모태가 되는 정리임을 알 수 있다. 즉, 이들 정리가 교과

서에서 공리로서의 성격을 갖는 정리임을 알 수 있다.

또한 [그림 1]에는 나타나 있지 않지만, 많은 증명에

서 공통인 변이나 공통인 각이 같다는 정리가 사용되고

있음을 알 수 있었다. 이를테면, 이등변삼각형의 성질에

대한 증명에서 삼각형의 합동조건이 이용되는데, 여기서

공통인 변으로서 두 삼각형의 변이 같다는 정리가 사용

되고 있다. 이것은 ‘동일한 것은 같다’는 공리가 내재해

있는 것으로 볼 수 있을 것이다.

둘째, 연역의 출발점인 정리가 공리로서 도입되는 것

이 아니라, 직관적으로 정당화되고 있다. 평행선과 동위

각의 성질과 그 역은 종이 접기 활동의 확인을 통해 도

입된다. 또 삼각형의 결정조건은 작도 활동을 통한 확인

을 통해 도입되고 있다. 이처럼 연역의 출발점은 공리로

서 도입되지 않고, 직관적 정당화 과정으로서 소개되고

있다.

셋째, 논법의 흐름 상 순환 논법이 나타나지 않고 있

음을 알 수 있다. 현 교과서에서 ‘이등변삼각형의 두 밑

각의 크기는 같다(이등변삼각형의 성질)’는 정리의 증명

에서 수선을 그어 직각삼각형의 합동조건(RHS)을 이용

한 증명은 사용되지 않는다. 왜냐하면 직각삼각형의 합

동조건(RHS)의 증명에서 ‘이등변삼각형의 두 밑각의

크기는 같다’를 이용하기 때문이다. 따라서 우정호 등의

교과서는 이러한 순환 논법의 오류를 피하기 위해 ‘이등

변삼각형의 두 밑각의 크기는 같다’는 정리의 증명에서

각의 이등분선을 긋고, SAS합동을 이용한 증명을 제시

하고 있는 것이다. 다음 [그림 2]는 일방향의 논법을 지

향하는 교과서의 연역 흐름과 순환 논법의 오류를 보여

주는 것이다.

이상의 특징 파악을 기반으로 다음의 시사점을 얻을

수 있었다. 먼저, 교과서 연역 체계는 유클리드 원론과

견주어 논리 시발점만 다를 뿐, 연역 흐름의 성격은 일

치하므로 교과서를 통해 연역 체계 이해가 가능할 것이

다. 한편, 이것은 학교수학에서 추구하는 것은 연역의 출

발점 선택이 아니라, 출발점 이후의 흐름이 초점임을 시

사하는 것으로 볼 수 있다.

둘째, 연역의 시발점인 정리가 직관적 정당화를 기반

으로 소개되는 만큼, 교과서의 연역은 직관과 논리 사이

의 선택이 일관되지 못함을 알 수 있다. ‘두 직선이 한

직선과 만날 때, 동위각의 크기가 같으면 두 직선은 평

행이다’라는 명제는 직관적으로 다루어지지만, ‘두 직선

이 교차할 때, 맞꼭지각의 크기는 같다’라는 명제는 논리
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[그림 2] 교과서의 연역 흐름과 정리 사이의 순환 논법의 오류

[Fig. 2] The flow of deduction in textbook and the error of circular argument between theorems

적으로 다루어지고 있다. 김흥기(2001)는 이러한 교과서

연역의 특성 때문에 학생들은 직관과 논리 사이에서 혼

란을 겪는다고 주장한다.

셋째, 연역 흐름도를 그리는 것처럼 연역의 흐름을

조망하는 활동 없이 순환 논법이 나타나지 않는 연역의

특성을 이해하기란 쉽지 않을 것이다. 왜냐하면 학생들

은 한 문제의 증명에도 힘겨워하는 만큼, 전체적 시각에

서 연역의 흐름까지 볼 것을 요구하는 것은 무리이기 때

문이다. 따라서 총체적 시각에서 조망하기 어려운 학생

들에게 이러한 논법의 흐름을 인식하도록 돕기 위한 방

안을 모색할 필요가 있다.

2) 순환 논법의 오류 분석 결과

본 절에서는 현 교육에서 순환 논법으로 지목되는 다

양한 오류의 예를 보여줄 것이다. 제시되는 각 예는 증

명과 관련한 연구 및 연구자가 학교 현장에서 경험한 학

생들이 보인 순환 논법의 오류를 수집한 것이다. 이들을

크게 내부적 순환 논법과 외부적 순환 논법으로 분류하

였다. 여기서 내부적 순환 논법은 정리 내의 순환 논법

이며, 외부적 순환 논법은 정리 간의 순환 논법을 의미

한다.
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(1) 내부적 순환 논법

① 증명해야 할 결론을 증명에 이용하는 경우

다음은 ‘이등변삼각형의 두 밑각의 크기는 같다’는 정

리의 증명에서 증명해야 할 결론을 증명에 이용하여 내

부적 순환 논법의 오류를 범한 경우이다(류성림, 1998a).

‘이등변삼각형의 두 밑각의 크기는 같다’는 것을

다음과 같이 증명하였다.

증명) ABAC인 ∆ABC에서 ∠A의 이등분선

과 밑변 BC와의 교점을 D라

한다. 그러면 ∆ABD와 ∆ACD
에서

ABAC , ∠BAD ∠CAD ,

∠B∠C이다.

따라서 한 변과 그 양끝각의 크기가 각각 같으

므로 ∆ABD≡∆ACD ∴∠B∠C

이 논리 과정은 증명해야 할 ∠B ∠C를 증명에

이용하여 순환 논법의 오류를 범한 경우이다.

다음은 박은조, 방정숙(2005)이 연구에서 제시한 문항

이다. 명제 ‘임의의 삼각형의 내각의 총합은 항상 

이다’에 대해 5가지 증명을 제시하고, 그 증명에 대해 평

가하는 문항인데, 이 중 다음의 증명은 증명하고자 하는

것이 함의된 내부적 순환 논법의 오류에 해당한다.

<민준의 증명>

나는 ∠ 인 이등변삼각형을 그렸다.

이등변삼각형의 두 밑각의 크

기는 같으므로,

∠ ∠

∴∠ 

∴∠  ∠∠  

이등변삼각형의 두 밑각의 크기는 같으므로,

∠∠이다. ∴ 

따라서 주어진 명제는 참이다.

이 증명에서 이미 삼각형의 내각의 합은 라는

것을 이용하여 ∠의 크기와, ∠의 크기를 구하고 있

으므로 이것은 순환 논법의 오류에 해당한다.

이와 같이 증명에서 최종적 도착점인 결론을 증명에

서 이용하는 순환 논법의 오류는 많은 학생들이 범하는

오류 중 하나이다. 류성림(1998a)은 중학교 2, 3학년 학

생들이 대상으로 앞서 제시한 ‘이등변삼각형의 두 밑각

의 크기는 같다’는 정리 증명을 제시하고 학생들이 논법

의 불합리성을 이해하는지 검사하였는데, 정답률이 2학

년 41%, 3학년 56%로 나타났으며, 이것은 많은 학생들

이 추론의 구성에 대한 이해도가 결여되어 있음을 보여

준다.

② 시각적 특징에 의존한 내부적 순환 논법

시각적 특징에 의존한 내부적 순환 논법은 시각적 특

징에 의존하여 연역적 체계상 후행해서 나와야 할 것이

선행하여 나타나는 경우를 일컫는다. 많은 학생들이 시

각적 기하 표현의 일반성을 이해하지 못하여 다음과 같

은 순환 논법의 오류를 범하기도 한다.

아래 그림에서 반직선 OP는 ∠AOB의 이등분

선이고, 두 점 A , B는 각각 점 P에서 각의 양변

에 내린 수선의 발이다. 이 그림을 이용하여 각의

이등분선 위의 한 점에서 각의 양변까지의 거리는

같음을 증명하여라.

증명) OAOB이고 ∠AOP ∠BOP
그리고 OP는 공통이므로

∆OAP≡∆OBP (SAS합동)

∴APBP

이 경우 OAOB 라는 조건이 성립한다는 근거를

찾을 수 없음에도 시각적인 면에 의존하여 범하게 되는

오류이다. APBP라는 결론에 도달하기 위해서는 두

삼각형의 합동을 이용해야 하는데, 두 삼각형이 합동임

으로 인해 등장해야 할 OAOB 라는 조건을 두 삼각

형이 합동임을 보이는 과정에서 이용함으로써 순환 논법

의 오류가 빚어진 것이다.
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(2) 외부적 순환 논법

[그림 2]에 제시된 순환 논법의 오류가 곧 외부적 순

환 논법으로, 외부적 순환 논법은 정리 간의 증명에서

빚어질 수 있는 오류이다. 정리 1의 증명에서 정리 2가

이용되었다면, 정리 2의 증명에서 정리 1을 사용할 수

없다. 그러나 정리 2의 증명에서 정리 1을 이용한다면

그것은 외부적 순환 논법의 오류가 된다. 한편, 정리 1의

증명을 정리 2가 이용되지 않는 다른 것으로 제시할 경

우에는 정리 2의 증명에서 정리 1을 이용하는 것도 상관

없는 것이 될 것이다. 그 동안 순환 논법의 오류가 몇몇

연구에서 제시되었지만, 이들 연구의 대다수는 내부적

순환 논법의 오류에 주목했을 뿐 외부적 순환 논법의 오

류에는 주목하지 못했던 것으로 생각된다(류성림, 1998a;

박은조, 방정숙, 2005). 다음은 수학 학업 성적이 우수한

학생들이 서술형 평가에서 답한 자료에서 발췌한 것들이

다.

다음 그림과 같이 원의 중심 O가 호 AB에 대

한 원주각 ∠APB의 내부에 있을 때, ∠APB
 


∠AOB임을 증명하시오. (단,  PO와 원의 교

점을 C라 한다.)

증명) BO를 연장하여 원과 만나는 점을 D라고

한다면 ∠ODA ∠OAD이다.

∠AOB∠ODA∠OAD (외각)

 ∠ODA
∠ODA ∠APB(원주각)

∴∠AOB ∠APB
∴∠APB 


∠AOB

이것은 원주각이 중심각의 절반임을 보이는 과정이며,

특히 원의 중심이 원주각의 내부에 있는 경우에 대한 것

이다. 그런데 위의 증명에서 ‘같은 호에 대한 원주각의

크기는 동일하다’는 정리를 이용하고 있다. 이것은 외부

적 순환 논법의 오류에 해당한다. 왜냐하면 ‘같은 호에

대한 원주각의 크기는 동일하다’는 정리가 ‘원주각이 중

심각의 절반’이라는 정리를 이용하여 증명되기 때문이다.

즉, 위의 증명은 ‘(원주각=1/2 중심각)→(같은 호에 대한

원주각의 크기는 동일하다)’라는 연역 체계의 흐름을 인

식하지 못할 경우 빚어질 수 있는 순환 논법의 오류이

다. 다음의 두 가지 증명 역시 외부적 순환 논법의 오류

에 해당한다.

다음 그림과 같이 원 O의 지름의 양 끝점 A ,

B에서 그은 접선과 점 P에서 그은 접선의 교점을

각각 C , D라고 할 때, ∠COD의 크기는?

증명 1 증명 2

∆CAO와 ∆CPO에서

CACP , CO는 공통

∠CAO ∠CPO  
∆CAO≡∆CPO
(RHS합동)

∆CBO와 ∆DPO에서

BDPD , OD는 공통

∠OBD ∠OPD  
∆OBD≡∆OPD
(RHS합동)

∠COP∠POD  
∠COP∠POD  
∠COD 

∆CAO와 ∆CPO에서

CACP , CO는 공통,

OAOP이므로

∆CAO≡∆CPO
(SSS합동)

∆CBO와 ∆DPO에서

BDPD , OD는 공통,

OBOP이므로

∆OBD≡∆OPD
(SSS합동)

∠COP∠POD  
∠COP∠POD  
∠COD 

위의 두 가지 증명은 그 과정에서 CACP라는 근

거를 사용하고 있는데, 이는 외부적 순환 논법의 오류에

해당한다. CACP라는 것은 ‘원 밖의 한 점에서 그

원에 그은 두 접선의 길이는 같다’는 사실로부터 성립하

는 사실이다. 그런데 ‘원 밖의 한 점에서 그 원에 그은

두 접선의 길이는 같다’는 정리의 증명은 다음과 같다.

원 O 밖의 한 점 P에서 그 원에 그을 수 있는
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접선은 오른쪽 그림과 같이 개이다. 이때 두 접점

을 각각 A , B라고 할 때, 선분 PA 또는 선분 PB
의 길이를 점 P에서 원 O에 그은 접선의 길이라

고 한다. 이제 PAPB임을 알아보자.

그림의 ∆PAO와 ∆PBO에서

∠PAO ∠PBO  
OAOB (반지름)

OP는 공통인 변이므

로 ∆PAO≡∆PBO이다.

따라서 PAPB임을 알

수 있다.

이상의 증명을 보면 증명 과정에서 생성되는 두 삼각

형이 RHS 합동이라는 직각삼각형의 합동조건이 이용

되고 있음을 알 수 있다. 그런데 위의 두 증명 과정에서

는 두 삼각형이 합동임으로 인해 성립하게 되는 ‘두 접

선의 길이가 같다’는 사실을 두 삼각형이 합동임을 증명

하는데 이용하고 있음을 알 수 있다. 따라서 위의 증명

은 위의 논법의 흐름에서는 외부적 순환 논법에 해당하

게 된다. 물론 ‘원 밖의 한 점에서 그 원에 그은 두 접선

의 길이가 같다’는 사실에 대한 증명이 위와 같이 이루

어지지 않는다면 그것은 외부적 순환 논법이 아닐 것이

다.

이상의 논의로부터 정리 내에서나 정리 간에서나 순

환 논법은 오류로써 취급되는 만큼, 정리 내·외적으로

연역의 흐름은 일방향을 지향하는 성격을 갖고 있음을

알 수 있다. 즉, 정리 내에서도 증명해야 할 것을 근거로

서 이용하지 못하는 것과 마찬가지로, 정리 간에서도 정

리1 증명의 근거로서 작용한 정리2에 대한 증명에서 정

리1을 근거로서 사용할 수 없는 것이다. 이것은 연역 체

계의 흐름이 정리 내·외적으로 일관됨을 보여주는 것이

다.

2. 논의: 바람직한 지도 방향

1) 연역의 시발점에 대한 필요성 인식: 공리 설정

유클리드 원론을 교수학적 변환 없이 그대로 지도해

야 하는 것인가? 인지 발달 수준이 높지 않은 중학생에

게 공리, 공준에 기반한 엄격한 형식적인 연역 체계를

지도하는 것은 바람직하지 않을 것이다. 오히려 공리적

접근으로 가기 위한 준비의 과정으로서, 교과서의 연역

체계를 지도하는 것이 바람직하다고 생각된다. 교과서

연역 체계의 인식은 향후 공리 연역적 체계의 인식을 위

한 디딤돌로서의 역할을 할 것이다.

따라서 증명에서 근거로서 무엇을 선택해야 하는지를

명확히 하기 위하여 현 수학에서 수립된 공리 연역적 접

근보다, 오히려 교과서 연역 체계에서 이들 근거를 분명

히 할 필요가 있다. 이에 본 연구에서는 교과서 연역의

출발점인 평행선과 동위각의 성질과 그 역, 그리고 삼각

형의 결정조건, ‘동일한 것은 같다’를 공리로 택하고 이

를 바탕으로 지도하는 방안을 제안한다. 이는 강미광

(2010)의 연구에서도 찾아볼 수 있으며, 그는 삼각형의

결정조건을 매개체로 사용하지 말고 삼각형의 합동조건

을 직접적 공리로서 도입하자고 주장하였다.

사실 이와 같은 정리들이 교과서에 직관적으로 다루

어져 왔던 것은 증명이 쉽지 않기 때문이며, 아울러 이

들의 증명을 위해서는 근원이 되는 공리가 필요하기 때

문이라고 생각된다. 이를테면, 평행선에서 동위각의 크기

는 같다는 정리의 증명을 위해서는 평행선 공리가 다루

어져야 한다. 이것은 유클리드의 공리에서 출발할 뿐 아

니라, 중학생이 이해하기에 다소 어려운 논지를 펼치고

있기에 교수학적 관점에서 변환을 꾀하여 직관적으로 다

룬 것으로 생각된다.

증명에서 진정으로 지도해야 하는 것은 유클리드 원

론 그 자체라기보다 유클리드 원론에 깃든 공리적 사고

라고 생각된다. 공리적 사고는 유클리드의 공리를 그대

로 다루지 않는다고 해서 퇴색되는 것은 아닐 것이다.

연역 체계의 완벽함을 추구하는 과정에서 연역의 원천이

필요함을 인식하게 되고, 이를 공리로써 선택한 것이지

처음부터 공리가 있어왔던 것은 아니다. 따라서 현 교과

서에서 유클리드의 5 공준, 5 공리를 따르지 않는다고

해서 연역 체계의 근본정신을 훼손하게 되는 것은 아닐

것이다.

이에 본 연구에서는 교과서 연역의 출발점을 공리로

서 택하는 교수를 제안하는 것이다. 이를 통해 공리적

사고의 근간을 이해하는 기틀을 마련해야 할 것이다. 공

리라는 용어를 조심스럽게 사용해야 할 것이며, 연역의

원천의 필요성을 인식하는 계기로 삼아야 할 것이다. 교
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수학적으로 공리라는 용어의 도입이 불합리하다고 생각

되면, 공리 대신 논리의 출발점으로서 직관적으로 다루

어야 할 정리라고 명시함으로써 연역의 출발점이 필요함

을 인식시켜야 할 것이다. 어딘가에는 증명 없이 인정하

고 받아들여야 하는 연역의 출발점이 존재해야 함을 인

식할 수 있게 해야 할 것이다.

수학에서 공리 선택의 본질은 자유스러움에 있다. 때

문에 현대 수학은 공리 선택의 자유스러움에 기반하여

다양한 수학적 결과를 창출해 가고 있다. 따라서 유클리

드의 공리, 공준만이 정답일 수는 없으며, 우리가 유클리

드에서 배워야 할 점은 연역의 출발점에 대한 필요성과

연역의 흐름인 것이다. 따라서 본 연구에서는 공리 선택

의 자유스러움을 전제하여 교수학적 변환을 꾀하고자 하

는 것이다. 이때 공리는 직관에 기반3)하여 선택되며, 이

를 통해 수학이 갖는 자유스러움과 연역의 출발점에 대

한 필요성을 재고해 보게 하자는 것이다.

2) 일방향의 연역 흐름에 대한 인식: 순환 논법의 오

류 활용

교과서 연역의 흐름은 순환 논법을 거부하고 일방향

의 흐름을 지향한다. 본 연구에서는 이와 같은 연역 흐

름 이해를 돕는 방안에 대해 논의하고자 한다.

전술하였듯, 한 문제의 증명도 버거운 학생에게 연역

체계 전체의 조망을 요구하는 것은 무리일 것이다. 따라

서 연역 흐름의 인식을 돕기 위해서는 연역 체계 전체를

조망하지 않고도 연역 흐름을 이해할 수 있는 방안이 요

구된다.

이에 본 연구에서는 순환 논법의 오류를 활용할 것을

제안한다. 사실 오류는 그것을 통해 인지적 장애를 극복

하게 할 수 있는 매개체로 이용될 수 있는 것이다. 오류

수정을 위한 대표적 교수·학습 모형으로 순환 학습 모형,

개념 변화 학습 모형이 있으며, 이들은 공통적으로 오류

에 의한 인지적 불균형이 초래됨으로써, 인지적 조절을

통해 오류 수정과 개념 교정의 과정으로 요약된다(최보

영, 2005 재인용). 이것은 오류를 단순히 잘못된 것으로

인식하기보다, 학습에 적극 이용해야할 선 개념으로 인식

하고 있음을 보여준다. 수학 학습에서 이와 같은 관점에

3) 직관에 기반하여 공리를 선택하는 것은 누구나 쉽게 받아들

이고 용인할 수 있는 내용을 공리로써 선택하자는 것이다.

서 오류의 적극적 이용을 제안한 학자로 Borasi(1996)가

있으며, 오류를 이용한 탐구 학습을 제안하였다.

그는 오류를 학습과정에 적극적으로 이용하는 방법은

학생 자신이 잘못된 학습과정에서 인지적 갈등을 느꼈던

지 아니면 그렇지 않던 간에 문제를 제기해 봄으로써 인

지적 갈등을 의식하게 하여야 한다고 주장한다. 이를 테

면 잘못된 문제해결 결과를 보고 학생이 잘못되었음을

안다면 왜 잘못되었는가에 대한 질문을 한다. 무엇인 잘

못인지를 모른다면 ‘어떤 경우에 그러한 절차를 사용했

는가?’ 또는 ‘그것이 옳다면 다른 성질들은 어떻게 성립

되는가?’와 같은 질문을 통해 주변 개념들을 조사하게

만듦으로써 모순에 부딪히도록 한다. 모순된 상황에서

학생은 인지적 갈들을 느끼고, 기존의 개념을 수정해야

할 필요성을 알게 될 것이다(최지선, 2003 재인용).

본 연구에서는 연역 체계의 흐름에 대한 이해를 돕기

위하여 순환 논법의 오류를 이용한 탐구 학습을 제안한

다. 먼저, 내부적 순환 논법의 오류를 제시하여, 이것이

잘못된 것인지 아니면 잘 된 것인지를 판단하게 한다.

그리고 잘못인지를 안다면 그것이 왜 잘못인지를 탐구하

게 하며, 잘못인지를 모른다면 다른 성질들도 이와 같은

방법으로 증명할 수 있는지를 물어봄으로써 주변 개념을

조사하게 만든다. 이러한 과정을 통해 내부적 순환 논법

의 오류를 이용함으로써 증명 과정에서 어떤 것이 추론

의 근거로서 사용될 수 있는지를 명확히 하고, 논리적

당위성을 확보하는 일이 중요함을 인식하게 해야 할 것

이다. 궁극적으로는 한 정리에 대한 증명에서 추론의 구

성에 대한 이해에 도달할 수 있도록 해야 할 것이다.

그러나 내부적 순환 논법의 오류를 인식함으로써 정

리들 간의 연역 체계의 흐름을 인식하게 되는 것은 아니

다. 하나의 정리 내에서 일방향으로 진행되는 연역의 흐

름은 정리들 간에도 그대로 재현된다. 그러나 이러한 사

실을 인식하기란 쉽지 않아 보인다. 정리 내에서 성립하

는 연역의 흐름을 정리들 사이로 전이하기 위해서는 외

부적 순환 논법을 이용한 탐구 학습이 도움이 될 수 있

을 것이라 생각된다.

이것 역시도 외부적 순환 논법을 제시하고, 이것이

잘못된 것인지 아니면 잘 된 것인지를 판단하게 한다.

그리고 잘못인지를 안다면 그것이 왜 잘못인지를 탐구하

게 하며, 잘못인지를 모른다면 다른 성질들도 이와 같은
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[그림 3] 연역 체계 이해의 발달 단계

[Fig. 3] The developmental stage on the understanding of deduction system

방법으로 증명하였을 경우에 대해 물어봄으로써 주변 개

념을 조사하게 만든다. 이러한 과정을 통해 논리 연역의

체계가 갖는 일방향의 성격을 이해할 수 있도록 해야 할

것이다. 궁극적으로 연역 체계의 흐름의 특징을 이해함

으로써 공리적 사고를 위한 기반을 마련해야 할 것이다.

구체적으로 본 연구에서 제안한 내부적·외부적 순환

논법의 예를 이용한 다음의 가상 수업을 생각해 볼 수

있을 것이다.

<내부적 순환 논법 활용>

내부적 순환 논법의 ① 증명해야 할 결론을 증명에

이용하는 경우에 나타난 예 ‘이등변삼각형의 두 밑각의

크기는 같다는 정리’에 대한 증명을 제시한다. 내부적 순

환 논법이 발생한 이 오류를 탐구하게 함으로써 학생들

에게 정리 내부에서 나타나는 논법의 흐름 이해를 위한

단초를 마련할 수 있을 것이다.

교사 : 이 증명은 어떻다고 생각하니?

학생 : 뭔가 잘못된 것 같아요.

교사 : 무엇이 잘못인 것 같은데?

학생 : 지금 증명해야 할 것이 ∠B∠C잖아요.

그런데 이것을 이용해서 증명을 하니까 뭔가 이상

해요.

교사 : 왜 그렇게 생각하지?

학생 : 그러니까 증명해야 할 것이 증명할 때 나타나게

된다면 그건 증명할 필요가 없을 것 같은데요. 이

미 되는 거니까요.

<외부적 순환 논법 활용>

먼저, [그림 2] 순환 논리의 오류에 나타난 ‘이등변삼

각형의 두 밑각의 크기는 같다’는 정리에 대한 증명을

제시한다. 이와 동시에 직각삼각형의 합동조건에 대한

[그림 2]의 증명을 제시한다. 외부적 순환 논법이 나타나

는 이 오류를 탐구하게 함으로써 학생들에게 정리 외부

에서 나타나는 논법의 흐름 이해를 위한 단초를 마련할

수 있을 것이다.

교사 : 이 두 정리의 증명이 어떻다고 생각하니?

학생 : 둘 다 잘 되었는데요.

교사 : 왜 그렇게 생각하니?

학생 : 증명에 별 이상이 없어 보여요.

교사 : 이등변삼각형에 관한 정리의 증명에 사용된 정리

는 뭐가 있을까?

학생 : 음....직각삼각형의 합동 조건이 사용되었어요.

교사 : 그럼 직각삼각형의 합동 조건에 대한 증명에 사용

된 정리는 뭐가 있지?

학생 : 음...이등변삼각형의 성질이 사용된 것 같은데요.

교사 : 그래 잘 알고 있구나! 여전히 두 정리에 대한 증

명이 이상이 없어 보이니?

학생 : 예.

교사 : 우리가 어떤 정리가 있을 때, 왜 증명을 하는거니?

학생 : 뭔가가 확실한가를 확인하는 거죠.

교사 : 그럼 이등변삼각형의 성질을 확신하기 위해 어떤

근거를 사용했지?

학생 : 직각삼각형의 합동 조건요.

교사 : 그럼 이번에는 직각삼각형의 합동 조건을 확신하

기 위해 어떤 근거를 사용했지?

학생 : 음...이등변삼각형의 성질요. 뭔가 좀 이상하네요.

교사 : 뭐가 이상하니?

학생 : 뭔가 두 가지가 서로 엉켜있는 것 같아요.

교사 : 좀 더 자세히 말해줄 수 있겠니?

학생 : 그러니까 서로가 서로의 증명에 이용되고 있으니

까 논리가 맞지 않아 보여요.

교사 : 그럼 어떻게 해야 할까?

학생 : 제 생각에는 어느 한 증명은 달라져야 할 것 같은

데요. 그러니까 나머지 한 증명은 다른 정리를 이

용하지 않는 증명이 되어야 할 것 같아요.

교과서 연역 흐름이 일방향을 지향함에도 그 특징이

두드러진 것은 아니므로 인식에 어려움이 따른다. 이에

본 연구에서는 내부적·외부적 순환 논법의 오류를 이용

한 탐구학습을 통해 교과서 연역에 함의된 특징 인식의
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기회를 제공하고자 하는 것이다. 교과서의 체제 변형을

꾀하기보다, 교과서 연역에 함의된 특성 인식을 돕는 교

수 방안을 제안한다. 구체적으로 실제 수업에서 순환 논

법의 오류를 제공하여, ‘이것이 오류인지 아닌지’, ‘왜 오

류라고 보아야 하는지’에 대해 토의해 봄으로써, 교과서

연역 흐름에 함의되었지만 인식하기 어려운 연역 흐름의

특징까지 학습할 수 있는 기회를 제공해야 할 것이다.

이러한 논의에 따르면, 연역 체계에 대한 이해의 발

달 단계를 [그림 3]과 같이 구분할 수 있을 것이다.

Ⅴ. 결론 및 제언

연역 체계의 이해는 다음 두 가지의 문제로 구분될

수 있다. 연역 체계의 출발점은 무엇인가? 연역 체계의

논법 흐름은 어떠한가?

본 연구에서는 이 두 문제에 초점을 두고 연역의 출

발점에 대한 필요성과 일방향의 연역 흐름의 인식을 돕

기 위하여, 교과서의 연역 체계를 분석하여 다음의 결과

를 얻을 수 있었다.

교과서는 유클리드의 공리에 기반하고 있지는 않지만,

일방향을 지향하는 연역의 흐름의 측면에서는 유클리드

원론과 동일한 연역 체계를 구축하고 있었다. 특히, 평행

선과 동위각의 성질과 그 역, 그리고 삼각형의 결정조건

이 연역의 출발점인 정리로서 작용하고 있었으며, 이들

은 직관적으로 정당화되고 있었다. 비록 공리의 선택에

서 유클리드 원론과는 차별되지만, 일방향의 연역의 흐

름은 동일하였다.

한편, 현 교육 체계에서 오류로 지목되는 순환 논법

의 여러 예를 찾고, 이들을 분석하여 다음의 결과를 얻

을 수 있었다.

순환 논법이 오류는 크게 내부적 순환 논법과 외부적

순환 논법으로 분류할 수 있었다. 연역 체계는 내부적으

로 증명해야 할 결론과 결론을 보이기 위해 필요한 근거

가 있다. 이들 사이의 관계 이해는 추론 구성 이해의 주

요 요소라고 할 수 있다. 이들 근거가 증명해야 할 결론

과 혼재되어 증명에서 사용될 경우, 이것은 내부적 순환

논법의 오류에 해당된다. 그러나 정리 내부에서 이와 같

은 논법의 흐름은 정리들 간에도 그대로 유지되는데, 이

것은 외부적 순환 논법의 오류이다. 이처럼 본 연구에서

는 순환 논법을 두 가지로 분류하여 논의하였는데, 이를

통해 정리 내·외적으로 일방향을 지향하는 연역 흐름의

일관된 특성을 명료화하였다.

마지막으로 본 연구에서는 연역 체계의 성격을 이해

하는 바람직한 교수 방향 두 가지를 제안하였다. 전술하

였듯 수학에서 공리 선택의 본질은 자유스러움에 있다.

순수 수학에서 ①, ②, ③이 공리인 어떤 체계에 대해,

어떤 수학자가 ⓐ를 이용하여 ①을 이끌어내고 ⓐ와 ②,

③ 각각이 독립적이면 기존 공리는 ⓐ, ②, ③으로 바뀌

게 된다. 이것은 수학에서 공리가 고정된 것이 아니라,

변화할 수 있는 것임을 보여준다. 본 연구는 이러한 공

리 선택의 자유스러움에 기반하여, 현 교과서의 연역의

출발점을 공리로서 도입하는 방안을 제안하였다.

그러나 이와 같은 공리 선택이 교과서에서 다루어지

는 성질들로 이루어지는 만큼, 교수학적 변환에 의해 조

정된 이러한 공리 하에서는 존재하는 수학적 성질을 모

두 다루기는 어렵게 될 것이다. 즉, 유클리드 공리로는

증명 가능하지만, 새로운 공리로는 증명이 불가능한 정

리가 나타날 가능성을 지니게 된다. 본 연구에서 제안한

방법은 공리 선택의 자유스러움을 경험하고 연역의 출발

점을 인식하는 장점이 있지만, 연역 체계의 완벽성이 불

완전해질 수 있는 한계를 지니게 되는 것이다. 따라서

이런 점을 주지하여 조심스럽게 지도해야 할 것이다.

한편, 일방향의 연역 흐름은 연역 체계 전체를 조망

해보지 않고서 이해하기란 쉽지 않다. 이에 본 연구에서

는 그 대안의 한 가지로 순환 논법의 오류에서 찾고자

하였다. 오류의 순기능적 측면에 주목하여 순환 논법의

오류를 이용하여 탐구해 봄으로써 논법 흐름의 주요 특

징인 순환 논법이 발생하지 않는 논법의 흐름을 인식시

키고자 하는 것이다.

먼저, 내부적 순환 논법의 오류를 탐구하게 함으로써

정리 내의 연역 흐름을 이해할 수 있도록 해야 할 것이

다. 그리고 외부적 순환 논법을 제시하고 탐구하게 함으

로써, 연역의 체계가 갖는 일방향의 성격을 이해할 수

있도록 해야 할 것이다.

이러한 지도 방향을 통해, 궁극적으로 연역 체계의

흐름의 특징을 이해함으로써 공리적 사고를 획득하기 위

한 기반을 조성하고 마련해야 할 것이다.
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A study on understanding the deduction system in the proof
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To help students understand the deduction system in the proof, we analyzed the textbook on mathematics at

first. As results, we could find that the textbook' system of deduction is similar with the Euclid' system of

deduction. The starting point of deduction is different with each other. But the flow of deduction match with

each other. Next, we searched for the example of circular argument and analyzed. As results, we classified the

circular argument into two groups. The first is an internal circular argument which is a circular argument

occurred in a theorem. The second is an external circular argument which is a circular argument occurred

between many theorems. We could know that the flow of deduction system is consistent in internal-external

dimension. Lastly, we proposed the desirable teaching direction to help students understand the deduction

system in the proof.
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