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마주보는 양단이 자유 경계조건을 갖는 Lévy 판의 조화 응답 해석
Harmonic Response Estimation Method on the Lévy Plate 

with Two Opposite Edges Having Free Boundary Conditions
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ABSTRACT

This paper discusses a harmonic response estimation method on the Lévy plate with two opposite 
edges simply supported and the other two edges having free boundary conditions. Since the equation 
of motion of the plate is not self-adjoint, the modes are not orthogonal to each other on the 
domain. Noting that the Lévy plate can be expressed using one term sinusoidal function that is or-
thogonal to other sinusoidal functions, this paper suggested the calculation method that is equivalent 
to finding a least square error minimization solution of the finite number of algebraic equations. 
Example problems subjected to a distributed area loading and a distributed line loading are defined 
and their solutions are provided. The solutions are compared to those of the commercial code, 
ANSYS. According to the verification results, it is expected that the suggested method will be useful 
to predict the forced response on the Lévy plate with the distributed area or line loading conditions.

* 

1. 서  론

평판의 진동에 대한 연구는 Euler의 수학적인 

접근을 시초로하여 Bernoulli, Navier, Lévy, 
Kirchhoff, Love 등을 거치면서 학문적 체계가 완

성되었으며(1,2), 이를 기반으로 많은 기술적 문제에 

적용되어 왔다(3~7). Kirchhoff는 최초로 변분법의 원리

로부터 판의 운동방정식을 유도하였으며(2), Kirchhoff
의 가정은 길이대 두께의 비가 1/20 이하인 경우의 

얇은 판에 대해 매우 정확한 해를 구할 수 있음이 

검증되었다(8). 

외력이 작용하는 판에 대한 응답 특성은 구조물

의 거동을 해석하거나 설계변수를 설정하는데 매우 

중요하며, Lee(10) 등은 설계민감도 기법을 이용하여 

판 구조물의 진동 저감방안을 연구하였다. 구조물의 

조화 응답 해석은 여러 가지의 방법으로 구할 수 있

으며, Doyle은 지배방정식의 Fourier 변환을 이용하

여 Timoshenko 스펙트럼 빔 요소를 개발하였고 파

동의 반사 등 스펙트럼 요소법을 이용한 구조물의 

거동을 구하였다(9,11). Kulla(13)는 Euler-Bernoulli 스

펙트럼 빔(beam) 요소를 사용하여 동 강성 행렬을 

유도한 바 있다. 모드 중첩법을 이용한 구조물의 응

답 해석은 모드의 직교성을 이용하여 간단히 정리될 
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수 있으므로 많이 활용된다(1,8,12). 한편, 판 구조물

의 경우 모드의 직교성(orthogonality)이 모든 경계

조건에 대해 성립하지 않으므로 모드 중첩법을 이

용한 해법은 특정한 경계조건을 갖는 경우로 제한

된다. 
네 변이 단순지지된 판에 대해 Navier는 이중 삼

각함수(double trigonometric series)를 이용한 해를 

제시하였다(1). 일반적으로 서로 마주보는 두변이 단

순지지된 사각평판은 싸인함수를 포함한 모드형상을 

취하며, Lévy의 해로 알려져 있다(1,8). Lévy 판은 공

학적으로 빈번하게 응용되는 형태이므로 많은 연구

자들의 연구 대상이었다. Xiang(14,15)은 여러 개의 

단순 지지대가 있는 사각 평판의 고유치 문제의 해 

및 좌굴 문제의 해를 제시하였다. Marynowski(16)는 

움직이는 점탄성 평판에 대한 안정성에 대해 논하였

고, Thai(17)는 자유진동하는 이방성 재질의 평판에 

대한 해를 제시하였다. Lellep(18)은 크랙이 존재하는 

평판에 대한 고유치 문제의 해를 제시하였고, 크랙

의 크기에 따른 고유진동수의 변화를 고찰하였다.
회전기계를 포함한 다수의 기계구조물은 일정한 

주파수 성분에 의한 가진이 지배적이므로, 특정 주

파수 성분에 의한 응답해석은 기계설계 및 성능 개

선에 유용하게 활용될 수 있다. 이 논문에서는 서로 

마주보는 양변이 자유단이고, 다른 두 변이 단순 지

지된 Lévy 판의 조화 응답 해석 방법에 대해 논하

였다. 상술한 바와 같이 다양한 조건에서의 자유진

동하는 판의 해는 많은 연구자들에 의해 수행 되었

으나, 판의 경우 모드간의 직교성을 만족하는 경계

조건을 갖는 경우가 제한적이므로 모드 중첩법을 이

용한 강제진동 해석 방법의 적용은 매우 제한적이

다. 따라서 이 연구에서는 상술한 Lévy 판의 조화 

응답을 구하기 위한 선형 대수방정식을 제시하였고, 
상기 방정식의 최소자승오차를 만족시키는 각 주파

수에 대한 모드별 가중치를 구하고, 유한요소해석에 

의한 결과와 비교하여 타당성을 검증하였다.

2. 운동방정식과 경계조건

Fig. 1은 이 연구에서 수행하고자 하는 대상물에 

대한 개략도이다. 서로 마주보는 양변이 단순 지지

되었으며, 다른 두 변은 자유진동하는 평판이다. 탄

성 계수(Young’s modulus)와 푸아송 비(Poisson’s 

ratio)가 E  및 ν 인 균질(homogeneous)한 사각 평

판의 두께가 충분히 얇고 균일한 경우, 회전 관성

을 고려치 않은 운동방정식은 다음과 같이 쓸 수 

있다(1). 

)(),( tfyxpwhwD 4
h =+∇ ρ (1)

여기서 감쇠의 영향은 고려치 않았으며, , h, w는 

각각 평판의 밀도, 두께, z 방향 변위를 의미한다. 

w 는 시간(t)에 대한 2계 미분이며 4∇ 은 라플라스 

연산자( 2∇ )의 제곱이다. p와 f는 각각 공간 및 시

간에 따라 변하는 단위 면적당 작용하는 하중이고, 

hD 는 횡방향 강성( ))(/( 23 112Eh ν− )을 의미한다. 
이 구조물에 대한 경계조건은 단순 지지된 두 변에

서는 변위 및 모멘트가 0이어야 하며, 자유단 경계

면은 모멘트 및 전단력이 0임을 만족해야 한다. z방

향 변위(w)는 ( ) )(, tqyxW 로 쓸 수 있으므로, 상술

한 경계조건은 다음과 같이 쓸 수 있다. 단순 지지

단에서의 경계조건은 식 (2)와 같다. 
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자유단에서의 경계조건은 식 (3)과 같다.
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강제 진동하는 구조물은 경계조건을 만족하는 고

유모드를 이용해 해석할 수 있으며, Fig. 1과 같은 

경계조건을 갖는 사각 평판의 고유모드를 다음과 같

이 쓸 수 있다.

( ) x
a

myYyxW nmn
πsin)(, = (4)
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Fig. 1 Lévy plate; two sides(x=0, x=a) are simply 
supported, and the other two sides are free

여기서 mnW 은 x방향의 m번째 모드( ( )xam /sin π )

및 y방향의 n번째 모드( nY )에 의한 z방향의 모드형

상을 의미한다. 또, 구조물의 응답은 모드 중첩법을 

적용하여 해석 할 수 있으므로 식 (4)의 모드를 사

용하여 식 (1)의 응답을 다음과 같이 쓸 수 있다.

∑∑
∞

=

∞

=

=
1m 1n

nmn x
a

myYtqw πsin)()( (5)

식 (5)에서 mnq 는 시간에 따른 모드별 기여도이

며, 모든 모드들이 직교성을 만족할 경우 식 (1)은 

각 모드에 대한 상미분 방정식으로 표현할 수 있으

므로 쉽게 해를 구할 수 있다.

3. 조화응답의 근사해

기계구조물의 정상상태 운전은 특정 주파수 성분

이 지배적이며, 이때 식 (1)의 우변에서 시간의 함수 

f(t)는 특정 주파수(ω )로 진동하는 계로 모사할 수 

있으므로 
tje ω
로 표현할 수 있다. 따라서 식 (5)는 

식 (6)과 같이 쓸 수 있다.

∑∑
∞

=

∞
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=
1m 1n

n
tj

mn x
a

myYeQw πω sin)( (6)

여기서 mnQ 은 시간영역에서의 모드기여도( mnq )에
대응되는 주파수 영역에서의 기여도이다. 한편, 식

(2)의 경계조건을 만족하는 평판의 y방향의 고유모

드(Y(y))는 다음과 같이 쓸 수 있다(19).

y
b
rBy

b
rAyY 11 += sinhcosh)(

y
b
rDy

b
rC 22 ++ sincos

1Km
a
brwhere1Kif n1n +=≥ π ,,

1Km
a
br n2 −= π

(7)

11 y
b
rBy

b
rAyY += sinhcosh)(

22 y
b
rDy

b
rC ++ sinhcosh

n1n 1Km
a
brwhere1Kif +=< π ,,

n2 K1m
a
br −= π

(8)

위 식에서 A, B, C, D는 각 항의 계수이며, Kn

은 다음과 같이 정의된다.

( )22
mnn m

D
haK πρω /= (9)

여기서 mnω 은 x방향의 m번째 모드 및 y방향의 n
번째 모드에 대응되는 고유진동수를 의미한다. 또한 

식 (6)을 식 (1)에 대입하고, 양변에 싸인 함수

( ( )xak /sin π )를 곱하고 적분하면 다음과 같은 등식

을 얻을 수 있다.
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평판의 y방향의 고유모드는 서로 직교성을 만족

하지 않으므로 식 (10)은 더 이상 간략히 표현할 수 

없다. 
그런데 상기 식 (10)은 평판의 모든 점에서 만족
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하여야 하므로 y방향으로 유한개의 위치에 대해서 

다음과 같이 쓸 수 있다.
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여기서, 좌변 행렬의 각 요소는 다음과 같다.
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또한 식 (11)의 우변의 각 요소는 다음과 같다.
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πsin, (13)

따라서, 식 (11)의 미정계수는 다음과 같이 결정됨

을 알 수 있다.
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식 (6)의 정확도는 미정계수의 정확도에 따라서 

결정되므로 방정식의 개수가 충분하여야 하며, 식

(14)로 결정되는 값은 최소 자승 오차의 개념에서 

최적해이다(20). 또한 식 (14)에서 미정계수보다 많

은 수의 방정식이 존재하는 경우 역변환 행렬은 

가역행렬(pseudo-inverse)이 된다. 차수(rank)가 부

족한 행렬의 역변환은 존재하지 않으므로, 서로 

종속된 속성을 갖지 않는 행렬을 구성하여야 한

다. 이것은 특정 모드의 영향이 지배적인 경우에 

서로 종속된 특성을 보일 수 있으므로, 모든 모드

의 영향이 균등하게 반영될 수 있도록 판의 각 부

분에서 방정식을 구하여 식 (11)를 구성함이 바람

직하다.

4. 응용 예제 및 검증

4.1 검증 모델

핵연료를 구성하는 여러 부품 중에서 지지격자는 

연료봉의 배열을 일정하게 유지하는 역할을 수행하

며, 얇은 판재로 제작된다. 판의 두께는 지지격자의 

종류에 따라 다르나 대게는 0.5 mm 미만의 박판으

로 제작된다. 냉각수는 지지격자판의 두께 방향으로 

수직하게 입사되므로 냉각수는 판을 통과하면서 압

력차를 발생하며 와류의 박리로 냉각수의 진행방향

과 수직한 방향으로 진동한다.
이 논문의 검증 대상은 두께가 0.2667 mm인 스

틸(steel) 사각 판재이다. 판재는 격자형태로 조립되

므로 다소 복잡한 기하하적 구조 및 경계조건을 갖

고 있으나, 이 연구에서는 제시된 방법의 타당성을 

검증하고자 지지격자를 구성하는 일부분인 10.67
mm × 2.54 mm의 판을 대상으로 검증을 실시하였다. 
판의 모양은 Fig. 1과 동일하며 길이가 긴쪽의 양단

이 단순 지지되고 다른 양단은 자유단 조건이다. 밀

도, 탄성계수, 푸아송비는 각각 7860 kg/m3, 2.1×1011

Pa, 0.3이다. 상기 물성을 갖는 평판의 고유진동수는 

x방향 및 y방향의 모드를 이용하여 식 (2)의 경계조건

을 만족시키는 특성방정식의 해를 반복적인 방법으로 

구하면 Table 1과 같고 ANSYS 해석결과와 매우 유

사함을 알 수 있다. 

4.2 면 하중이 작용하는 경우

고속의 냉각수에 의해 발생하는 유체유발 진동에 

의한 가진력은 통상 수천 Hz의 고주파 성분에 의한 

가진 성분이 지배적이다(20). 따라서 단위면적 당 50 N
의 하중이 면 전체에 걸리고 1.8 kHz로 조화 가진을 

하는 경우를 분석하였다. y방향으로 20개의 위치에

서의 값을 이용하였으며, 이때 가진력은 식 (13)과 

같이 정해지므로 다음과 같음을 알 수 있다.

( )π
π

m1
m

a50fi cos−= (15)

즉, m이 홀수인 경우에만 가진성분이 존재하므

로, 짝수인 경우는 가진력이 없으므로 해당 모드

의 기여도는 존재하지 않는다. Table 2는 식 (14)에 
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Table 1 The plate natural frequencies in Hz(present/
ANSYS)

   n
m 1 2 3

1 174/174 1,013/1,013 7,588/7,587
2 700/701 2,119/2,120 8,466/8,465
3 1,587/1,588 3,399/3,400 9,819 /9,817
4 2,839/2,840 4,913/4,916 11,559/11,559
5 4,450/4,456 6,707/6,712 13,637/13,637
6 6,428/6,436 8,806/8,816 16,027/16,023

Table 2 Weighting factor(Q) at 1.8 kHz excitation
n

m 1 2 3

1 -0.0210 0.0000 -0.0001
2 0.0041 0.0000 0.0000
3 -0.0499 0.0001 -0.0001
4 0.0005 0.0000 0.0000
5 0.0018 0.0000 0.0000
6 0.0002 0.0000 0.0000

의해 결정된 각 모드별 기여도이며, n이 1인 경우

의 홀수 모드(m=1,3,5)의 기여도가 매우 큰 것을 확

인할 수 있다. n이 1보다 큰 경우는 비대칭

(skew-symmetric) 비틀림 모드가 대부분이므로 이들

의 기여도는 거의 없음을 알 수 있다. Fig. 2는 1.8
kHz에서의 변형 형상(operating deflection mode)이
며 가진주파수가 3차 모드(n=1, m=3)에 비교적 근

접하므로 3차모드의 영향이 지배적이다. Fig. 3은 평

판의 중심 부근(x=5.2851 mm, y=1.27 mm)에서의 

가진주파수 변화에 따른 응답을 도시한 그림이다. 
ANSYS 해석결과와 비교하면 응답 크기의 최대 오

차는 1700 Hz 이상에서 3 % 이내이며, 1700 Hz 이

하에서는 8 %이내이다. 고유진동수 부근으로 갈수록 

결과의 차이는 발생하나 이 해석 결과는 댐핑이 없

는 상황에서 수행되었으며, 댐핑을 고려할 경우 이 

차이는 감소할 것으로 예측된다.
수렴성을 검증하기 위해 식 (14)를 구성하는 방정

식의 개수가 증가하는 경우의 평판의 중간 위치에서

의 해를 고찰하였다. 여러 번의 시뮬레이션 결과, 
Fig. 4와 같이 방정식의 수가 증가할수록 수렴함을 

확인할 수 있다. 대략 500개 정도의 방정식이면 충

분한 정도로 수렴함을 알 수 있으나, 방정식의 수가 

10개 이내인 경우에도 최종 수렴하는 해에 비하여 
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Fig. 2 Comparison of the two operating deflections 
subjected to 1.8 kHz uniform distributed load
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Fig. 3 Harmonic response at the center node(solid : 
ANSYS, dotted : suggested)

1 % 이내의 미소한 차이가 발생한다.

4.3 선 하중이 작용하는 경우

평판의 특정 지점(x=x*)에서 선 하중(line load)이 
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작용하는 경우, 식 (13)은 다음과 같이 쓸 수 있다.

( )
a
xmyxpf ii

*
* sin, π

= (16)

작용하는 선 하중이 50 N/mm인 경우, Fig. 5는 

1.8 kHz에서의 변형 형상이다. 중심선(x=5.2851 mm)
에서만 선 하중이 작용하므로 중심에서의 변형이 지

배적임을 알 수 있으며 ANSYS의 해석 결과와 근

사함을 알 수 있다. 또한 변형형상이 Fig. 2와 근사

함을 알 수 있으며, 따라서 이 경우에도 각 모드별 

미정계수는 Table 1과 유사하게 n이 1인 경우가 지

배적임을 알 수 있다.
Fig. 6은 평판의 중심 부근(x=5.2851 mm, y=1.27

mm)에서의 가진주파수 변화에 따른 응답을 도시한 

그림이며, ANSYS 해석결과와 비교하면, 상기 예제

와 마찬가지로, 응답 크기의 최대 오차는 2 % 이내

이다.
 
4.4 제약조건 

양변이 자유단인 방향과 평형을 이루는 선 하중

(line load)이 작용하는 경우 및 점 하중(point load)
이 작용하는 경우는 이 방법의 적용에 제약이 있다. 
이것은 이 방법의 근간을 이루는 유한개의 대수 방정

식으로 구성된 계의 해를 결정하는 문제와 관련이 있

기 때문이다. 이러한 하중이 작용하는 경우 식 (14)의 

우변을 구성하는 하중의 성분이 특정 위치에서만 

값을 갖고 나머지는 0이기 때문이다. 즉, 방정식의 
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Fig. 5 Comparison of the two operating deflections 

subjected to 1.8 kHz uniform line load
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Fig. 6 Harmonic response at the center node(solid : 
ANSYS, dotted : suggested)

수가 아무리 증가하여도 힘 벡터의 특정 요소를 제외

한 모든 요소는 항상 0이 되며, 자유단에 선 하중이 

작용하는 경우 식 (11)은 다음과 같이 쓸 수 있다.
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따라서 방정식의 수가 증가할수록 식 (17)의 계수 

행렬의 크기(norm)가 증가하나, 힘 벡터의 크기는 

항상 같음을 알 수 있다. 
행렬 및 벡터의 크기의 성질로부터 식 (17)은 다

음의 부등식을 만족한다.
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여기서 c는 계수행렬의 조건수(condition number)이
며, 계수행렬 및 그 역행렬의 크기의 비(ratio)이다(21). 
조건수의 변화량이 미미할 경우, 계수행렬의 크기는 

방정식의 수에 비례하여 작아짐을 알 수 있다. 따라

서 미정계수는 수렴하지 않으며 유일한 값으로 결정

할 수 없음을 알 수 있다.

5. 결  론

이 연구는 서로 마주보는 두 변이 자유단이고 다

른 두 변이 단순지지된 Lévy 사각 평판에 대한 조

화 가진에 의한 응답을 구하는 방법에 대해 논하였

다. 모든 모드들이 서로 직교하는 경우의 운동방정

식은 매우 단순하게 표현될 수 있으므로 구조물의 

응답을 구하기가 수월하나, 상술한 경계조건의 사각

평판의 모드는 전 영역에 대해 서로 직교하지 않으

므로 모드 중첩법을 이용한 강제운동의 해석은 사실

상 어렵다. 따라서 이 연구에서는 미정계수의 추정

을 통한 근사해를 구하는 방법에 대하여 논하였다. 

즉 모드해석을 통한 평판의 모드를 구한 후, 특정 

외력을 받는 평판에 대한 유한개의 대수 방정식을 

수립한 후 모드별 가중치의 최적해를 구하였다. 제

안된 방법의 적합성을 보이고자 평판 전체에 균일한 

힘이 가해지는 경우에 대한 해를 구하였고, 상용 코

드인 ANSYS의 해석결과와 비교하였으며 특정 주

파수 구간에서 오차의 범위가 3 % 이내임을 확인하

였다. 이 논문은 댐핑이 없는 상황을 전제로 시뮬레

이션을 수행하였으나, 고유진동수 부근에서도 상용 

소프트웨어의 결과와 매우 근사함을 알 수 있다. 실

제 구조물은 항상 댐핑이 존재하므로 제시한 방법은 

실제구조물의 고유진동수에서도 충분히 신뢰성 있는 

결과를 얻을 수 있을것으로 예측된다.
양변이 자유단인 방향과 평형을 이루는 선 하중

(line load)이 작용하는 경우 및 점 하중(point load)
이 작용하는 경우, 이 방법의 적용은 제한이 있음을 

논하였다. 이것은 하중이 국부적으로 작용하는 경우

에도 이 방법을 이용한 응답의 결정은 많은 오차를 

내포할 수 있음을 의미하며, 이러한 종류의 하중이 

작용하는 경우에 대한 논의는 추가적인 연구가 필요

하다.
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