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Abstract

Generalized Method of Moment(GMM) is a popular estimation method to estimate model parameters in

empirical financial studies. GMM is frequently applied to estimate diffusion models that are basic tech-

niques of modern financial engineering. However, recent research showed that GMM had poor properties to

estimate the parameters that pertain to the diffusion coefficient in diffusion models. This research corrects

the weakness of GMM and suggests alternatives to improve the statistical properties of GMM estimators. In

this study, a simulation method is adopted to compare estimation methods. Out of compared alternatives,

NGMM-Y, a version of improved GMM that adopts the NLL idea of Shoji and Ozaki (1998), showed the

best properties. Especially NGMM-Y estimator is superior to other versions of GMM estimators for the

estimation of diffusion coefficient parameters.
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1. 서론

현대 금융공학의 기본적 요소인 이자율, 환율, 주가지수 등 금융자료들은 모두 시간적 변동성을 갖는다.

보통 이런 값들을 모형화하기 위하여는 확률편미분방정식의 형태로 표현되는 확산모형이 사용된다. 확

산모형의 경우에 있어서도, 모형모수의 추론을 위해서는 통계적 방법의 적용이 필요하다. 본 연구에서
는 확산모형에 대한 통계적 추론문제를 다루게 된다. 확산모형의 추론과 관련하여 다양한 연구들이 이
루어져 왔다. 확산모형의 추론에는 오일러근사법, 일반화적률추정법(GMM), 최대우도추정법, 베이즈

추정법 등 다양한 통계적추론법이 적용되어 왔다 (Beskos 등, 2006). GMM은 확산모형의 추정을 위하

여 매우 자주 사용되는 추정법임에도 불구하고 확산계수가 상수가 아니고 함수형태로 주어지는 확산모
형의 추정에서 모형모수를 정확하게 추정하지 못하는 문제점을 가지고 있는 것으로 알려지고 있다. 본

연구에서는이와같은 GMM의단점을극복하기위한대안적방법을검토한다.
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확산모형은 미세입자의 움직임이나 금융자산의 가격변동을 모형화 할 때 자주 사용되는 수리적 모형이

다. 확산과정 Xt는, 추세계수 µt = µ(θ, t,Xt)와 확산계수 σt = σ(θ, t,Xt)를 갖는 다음과 같은 확률편

미분방정식의해로서주어지는연속시간마코프확률과정을말한다.

dXt = µtdt+ σtdWt. (1.1)

확률편미분방정식 (1.1)의 해의 존재성에 대한 논의는 Kloeden과 Platen (1999, p.36)에서 찾을 수 있

다. 추세계수 µt와 확산계수 σt의 형태에 따라 다양한 확산과정이 정의된다. 특히 추세계수와 확산

계수가 µt = µ(θ,Xt)이고 σt = σ(θ,Xt)인 형태로, 시간변수 t에 대하여 직접 영향을 받지 않으면

서 립쉬츠 연속성 조건(Lipschitz continuity condition)을 만족하는 경우를 이또확산과정(Itô diffusion

process)이라 한다 (Oksendal, 2003, p.114, p.149). 본 연구에서는 논의의 단순화를 위하여 이또확산
과정을중심으로서술한다.

최근 확산모형에 대한 연구에서는 금융자산 가격의 특이한 변동 현상을 설명해야 하는 현실적 필요에
의하여 보다 다양한 형태의 확산모형이 제안되고 연구되고 있다. 대표적인 확산모형으로는 Ornstein-

Uhlenbeck(OU) 확률과정에 해당하는 Vasicek (1977) 모형, Cox 등 (1985)에 의해 제안된 CIR 모형,

Cox (1975)가 제안한 Constant Elasticity of Variance 모형(CEV 모형) 등이 있다. 이자율 기간구조
연구에서 자주 사용되는, CKLS 모형이라 불리는, 모형 Chan 등 (1992) 모형은 선형적인 추세계수를

갖는 CEV의모형의일종으로다음확률편미분방정식의형태로표현된다.

dXt = α(β −Xt)dt+ σXγ
t dWt. (1.2)

OU 모형은 γ = 0인 경우의 CKLS 모형에 해당하고, CIR 모형은 γ = 1/2인 경우이다. 또 기하브

라운운동(Geometric Brownian Motion; GBM)은 Black-Scholes 옵션가격산정 모형에 사용되어 매우

잘 알려진 확산모형으로, 위 식 (1.2)에서 β = 0이고 γ = 1인 경우에 해당한다. 이 외에도 다양한 확

산모형이 금융현상의 모형화에 자주 고려되고 있고, Chan 등 (1992)에는 이에 대하여 잘 정리되어 있

다. 추세계수 µt와 확산계수 σt를 정의할 때 특정 모수들을 포함하도록 하는 형태로 정의하는 방법이

자주 사용된다. 예를 들어 CKLS 모형은 모수 θ = (α, β, σ, γ)를 포함하게 되고, Vasicek 모형은 모수

θ = (α, β, σ)를 포함하게 된다. 이와 같이 추세계수와 확산계수에 모형모수가 개입되어 있음을 명시적

으로나타내기위하여 µ(θ, · ) 혹은 σ(θ, · )와같이표현한다.

확산모형 Xt를 정의하기 위하여 사용하는 확률편미분방정식 (1.1)은 미세입자의 움직임이나 금융자산

의 가격변화에 대하여 매우 짧은 시간사이의 동적관계를 규정하는 모형이다. 이에 반하여 실제에서 확

산과정을 관측하여 얻게 되는 자료는 상당한 시간간격을 두고 관측되게 된다. 즉, 확산과정을 관측하여
얻은값을 {Xti}ni=0이라하면관측시점 ti들은이산적인특성을갖는다. 규칙적인시간간격으로관측이
이루어진 경우를 가정하면 ∆ = (ti+1 − ti)이다 (∆ > 0). 결국 확산모형의 확률적 특성을 정의하는 확
률편미분방정식은 연속시간 모형인데 반하여, 관측되는 자료는 이산적인 시간간격으로 관측되는 것이므
로, 관측시점사이의모든값들이결측치가되는상황이다. 이런이유로확산모형의추정을위하여는우

도추정법(likelihood estimation method)이나 베이즈추정법(Bayesian estimation method)과 같이 정

확한우도함수를알아야하는추정방법을적용하는데는어려움이따른다.

근래에 들어 이런 어려움을 해결하여 확산모형에 대하여 우도추정법이나 베이즈추정법을 적용하려는 시
험적 연구가 이루어지고 있다 (Pederson, 1995; Durham와 Gallant, 2001; Elerian 등, 2001; Eraker,

2001; Aı̈t-Sahalia, 2002). 이런 연구들에도 불구하고 확산모형의 추정을 위하여 우도추정법이나 베이
즈추정법을적용하기위한방법들은전체적으로이론이난해하고, 이를이용하여실제추정을하고자하

는 경우에도, 적용 모형의 범용성이 결여되어 있거나, 소프트웨어로 구현이 어렵거나, 그 결과의 정확성
을신뢰하기어려운경우들도발생하는등실용성에대한의문이제기되어왔다.
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이런 이유로 확산모형의 추정을 위하여는 오일러근사법(Euler approximation scheme)이나 일반화적률

법(Generalized Method of Moment; GMM)과 같은 확산모형에 특화되어 개발된 방법들 혹은 다양

한 통계적모형에 대한 적용편의성이 높은 특이방법들이 주로 사용되어 왔다. Hurn 등 (2007)은 확산

모형에 대한 다양한 추정법들에 대하여 잘 정리하여 설명하고 있고, 각 추정법들의 성능을 비교하는 실
험 결과를 제시하고 있다. Hurn 등 (2007)이 제시한 모의실험 결과에 의하면, OU 모형이나 CIR 모형

을 기준으로 시험된 경우들에 대하여 오일러근사법이나 Shoji와 Ozaki (1998)가 제안한 국소선형근사
법(New Local Linearization; NLL)과같이비교적단순한형태의근사법이예상과달리통계적으로정
확성이상당히높은추정결과를보여주고있다. 또한이들방법은그원리가단순한이유로구현이쉽고
계산속도또한다른방법들에비하여빠르다는장점을보여주고있다.

확산모형의 추정을 위하여 가장 자주 사용되는 방법은 Hansen (1982)에 의하여 제안된 GMM인 것으

로 알려지고 있다. GMM은 모형에서 얻어지는 모형적률에 관한 식과 표본에서 얻어지는 표본적률에
관한 식의 차이가 최소가 되도록 하는 모수값을 추정량으로 결정하는 방법으로, 직관적으로 이해가 쉽
고, 실제 응용이 용이하며, 모형의 복잡성에 영향을 덜 받는 이유로 인해서 널리 사용되는 추정방법이

다. Chan 등 (1992)은 확산모형인 CKLS 모형의 추정에 있어서 GMM을 적용하는 경우를 예로 들어

설명하고 있다. 반면 일반적으로 GMM 추정량이 갖는 통계적 성질은 최대우도추정량과 같은 다른 추

정량들에비하여상대적으로열등하다는것이알려져있다. Kim과 Lee (2011)은 CKLS 모형에대하여

GMM을 적용하는 경우 확산계수에 개입되는 모수 σ, γ에 대한 추정량의 성질이 다른 추정법들에 비하

여매우좋지못함을모의실험을통해서보이고있다.

본연구에서는이런인식하에서, NLL 추정법의핵심적요소를 GMM에이식하여 GMM 추정량의성질

을 개선하는 방법을 살펴보게 된다. NLL 방법의 핵심적 아이디어는 임의의 확산모형을, 그 정확한 우
도(likelihood) 함수가 알려져 있는 OU 모형으로 근사하여 근사적인 방법으로 최대우도추정법을 적용
하는 것이다. 다음 절에서는 GMM과 NLL 추정법에 대하여 살펴보고, 제3절에서는 NLL 추정법의 특

징을 GMM에 이식하는 방법을 제안하게 된다. 제4절에서는 모의실험을 통하여 CKLS 모형을 중심으

로하여 NLL 근사법에 근거한 GMM(NLL-based GMM; 이하 NGMM 이라 함)을 다른 추정방법들과

비교하게된다.

2. GMM

이 절에서는 확산과정 Xt에 대하여 매 ∆시간 간격으로 관측하여 얻은 관측치 xt+i∆, i = 0, 1, . . .가 있

을 때 이로부터 GMM 추정량과 NLL 추정량을 구하는 방법을 살펴보게 된다. 간략한 표현을 위하여

xi = xt+i∆라하고, x = {x0, x1, . . . , xn}라하자. Chan 등 (1992)은식 (1.2)의형태로정의되는 CKLS

모형의 모수 θ = (α, β, σ, γ)를 추정하는 경우에 ∆ = 1이라고 보고 GMM을 적용하는 추정방법에 대하

여 살펴보았다. 이를 보다 일반화하여 일반적인 확산모형 (1.1)의 경우와 일반적인 관측시간 간격 ∆를

상정하고일반화하여 GMM을적용하는절차를살펴보면다음과같다.

먼저오일러근사법에따라, i = 1, 2, . . .에대하여다음과같은관계를고려하자.

Xi − xi−1 ∼ N
(
µi−1∆, σ

2
i−1∆

)
, (2.1)

여기서 µi−1 = µ(θ, xi−1)이고 σi−1 = σ(θ, xi−1)이다. 이때

εi = (xi − xi−1)− µi−1∆,

v2i = {σ(xi−1)}2∆
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라하고, 크기가 n× J인도구변수행렬 Z의열들은도구변수 zj = (z1,j , z2,j , . . . , zn,j)
t, j = 1, 2, . . . , J

로이루어져있다. 즉 Z = (z1, z2, . . . , zJ)이다. 또

ψj(Z; θ) =
1

n

n∑
i=1

zi,jεi, j = 1, 2, . . . , J1, (2.2)

ψj(Z; θ) =
1

n

n∑
i=1

zi,j
(
ε2i − v2i

)
, j = (J1 + 1), . . . , J (2.3)

라 하자. 여기서 J1은 εi와 관련된 ψi의 개수이고, J2는 ε2i 관련된 ψi의 개수이다. 또 J = J1 + J2이

다. 혼동의 염려가 없는 경우 ψj(Z; θ)를 간략하게 ψj(θ), ψj(Z), 혹은 ψj로 나타내기로 하자. 이때

ψJ = (ψ1, ψ2, . . . , ψJ)
t라 하고, 표본의 크기 n을 함께 나타낼 필요가 있을 때는 ψn,J로 나타내기로 하

자. 크기가 J × J인어떤대칭가중행렬 W에대하여

Qn(θ) = ψ
t
JWψJ

를 최소화하는 θ를 GMM 추정량으로 한다. 어떤 함수 f(θ)를 θ ∈ IRp에 대하여 미분한 함수를 ḟ(θ)로

나타내기로하자. 즉 ψ̇J = (∂/∂θ)ψJ이다. 이때도구변수 zj들이모수 θ와무관한경우라면,

ψ̇j = −∆

n

n∑
i=1

zi,j µ̇(θ, xi−1), j = 1, 2, . . . , J1,

ψ̇j = −2∆

n

n∑
i=1

zi,j (εi µ̇(θ, xi−1) + σ(xi−1) σ̇(xi−1)) , j = (J1 + 1), . . . , J

이고 ψ̇J = (ψ̇t
1, ψ̇

t
2, . . . , ψ̇

t
J)

t이다.

모수 θ에대한 GMM 추정량 θ̂GMM은적당히설정된정규조건(regularity condition) 하에서(
ψ̇J

(
θ̂GMM

))t
W ψJ

(
θ̂GMM

)
= 0

을만족하고, n이커짐에따라

√
nψn,J

d−→ NJ (m, V ) (2.4)

인성질이만족되면,

√
n
(
θ̂GMM − θ0

)
d−→ Np (mGMM , VGMM )

이다. 여기서 θ0는 θ의참값이다. 또 ψ̇0 = ψ̇J(θ0)라하면,

mGMM = −
(
ψ̇

t

0 W ψ̇0

)−1

ψ̇
t

0 W m,

VGMM =
(
ψ̇

t

0 W ψ̇0

)−1

ψ̇
t

0 W V W ψ̇0

(
ψ̇

t

0 W ψ̇0

)−1

이고, 만약 W = V −1이라하면 VGMM = (ψ̇
t

0V
−1ψ̇0)

−1이고, 이경우가 VGMM가가장작아지는경우

이고 m = 0라 할 때, θ̂GMM이 최적이 되는 경우임이 널리 알려져 있다. 이 때 행렬 VGMM의 크기에

관한언급의정확한의미는 Heyde (1997)에정의되어있다.
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추정량 θ̂GMM이 일치성을 갖는다고 가정하더라도, 즉 n이 커짐에 따라 θ̂GMM
p→ θ0이라고 하더라도,

E[
√
n (θ̂GMM − θ0)] → 0이 아닌 경우들을 상정할 수 있으므로, m = 0이라는 가정을 하지 않는 경우

GMM 추정량의평균제곱오차(Mean Squared Error; MSE)는

MSE =
1

n
·
(
ψ̇

t

0 W ψ̇0

)−1

ψ̇
t

0 W
(
mmt + V

)
W ψ̇0

(
ψ̇

t

0 W ψ̇0

)−1

이고, 만약 W =
(
mmt + V

)−1
이라하면

MSE =
1

n
·
[
ψ̇

t

0

(
mmt + V

)−1
ψ̇0

]−1

이다.

여기서 도구변수(instrumental variable)의 가장 단순한 예로 zi,j = (xi−1)
j−1, i = 1, 2, . . . , n, j =

1, 2, . . . , J인 경우를 고려할 수 있다. 도구변수행렬 Z와 가중행렬 W의 선택 문제에 대하여는 뒷 절에

서별도로다루기로한다.

Chan 등 (1992)은 이 때 E[εi] = 0이고 E[ε2i ] = {σ(θ, xi−1)}2∆임을 가정하였다. 이 가정은 확산모형

(1.1)에 대한 오일러근사법 Xt+∆ −Xt = µ(Xt)∆ + σ(Xt) · (Wt+∆ −Wt)이 정확하다고가정할 때 얻

어지는 조건이다. 오일러근사법이 정확하다고 가정하면 m = 0이고, 크기가 J × J인 분산공분산행렬

V = {vj,k}는 vj,k = limn→∞ nE[ψjψk]이다. 여기서 j, k = 1, 2, . . .에대하여

nE[ψjψk] =
1

n

n∑
i=1

zi,jzi,kv
2
i , j, k = 1, 2, . . . , J1, (2.5)

nE[ψjψk] =
2

n

n∑
i=1

zi,jzi,kv
4
i , j, k = (J1 + 1), . . . , J (2.6)

이고, nE[ψjψk] = 0, j = 1, 2, . . . , J1, k = (J1 + 1), . . . , J이다.

Chan 등 (1992)에서 이용된 오일러근사법에 근거한 E[εi] = 0이고 E[ε2i ] = {σ(θ, xi−1)}2∆인 조건
은 확산모형 (1.1)에 대하여 일반적으로 성립하는 조건이 아니다. 일반적으로 εi가 갖는 분포적 특성

은, 오일러근사법 대신에, Xt = x0인 조건이 주어진 경우 Xt+∆의 분포를 설명하는 전이확률밀도함수

p∆(x0, x)를 살펴봄으로써 보다 정확하게 알 수 있다. 다음에서는 기본적인 전이확률밀도의 개념과 이

를 근사하는 방법으로써의 NLL의 아이디어를 살펴보고 이를 이용하여 GMM을 개선하기 위한 대안으

로 NGMM을 제시하게 된다. GMM 중 오일러근사법에 따라 식 (2.1)을 가정하여 GMM을 적용하는

경우를 NGMM과구별하여 EGMM이라부르기로한다.

3. NGMM: NLL에 근거한 GMM

확산모형 (1.1)에 대한 전이확률밀도 p∆(x0, x)는, 확률과정이 X0 = x0인 조건으로부터 X∆ = x로 변

화될조건부확률밀도이다. 즉,

Pr(X∆ ∈ d x|X0 = x0) = p∆(x0, x)dλ(x)

이다. 여기서 λ(·)는 르벡척도(Lebesgue measure)이다. 확산계수가 σ(x)와 같이 x의 함수로 주어진

경우, 1/σ(u)에대한부정적분으로주어지는 Lamperti 변환,

h(x) =

∫ x

c

du

σ(u)
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을 이용하여 정의되는 확산과정 Yt = h(Xt)는 확산계수가 1인 단위확산과정이 된다 (여기서 c는 임의

의상수). 즉,

dYt = a(Yt)dt+ dWt (3.1)

이다. 여기서

a(y) = a(h(x)) =
µ(x)

σ(x)
− 1

2
σ′(x) (3.2)

이다.

이때 확산과정 Xt에 대한 전이확률밀도 p∆(x0, x)와 변환된 확산과정 Yt에 대한 전이확률밀도 q∆(y0,

y) 사이에는다음과같은관계가성립한다.

p∆(x0, x) =
q∆(h(x0), h(x))

σ(x)
. (3.3)

이와 같이 확산과정 Xt에대한전이확률밀도는 Lamperti 변환을 통하여얻어진 확산과정 Yt에 대한 전

이확률밀도 q∆(y0, y)에대한식으로표현된다.

Shoji와 Ozaki (1998)가 제안한 NLL 추정방법은 Hurn 등 (2007)의 비교 시험 연구에서 그 단순성에
비하여 예상과 달리 좋은 성질을 보여주고 있다. NLL 추정방법은 확산모형 (3.1)에 대한 전이확률밀도

q∆(y0, y)를구하기위하여확산모형의추세계수를,

a(Yt) ≈ a0 + a′0(Yt − y0) +
1

2
a′′0 t (3.4)

라고 근사하여 그 전이확률밀도를 구한 것이다. 여기서 a0, a
′
0, a

′′
0는 각각 a(y0), a

′(y0), a
′′(y0)를 의미

한다. 이때 a′0 ̸= 0인경우

∆1

(
a′0
)
=

(
ea

′
0∆ − 1

)
a′0

,

∆2
2

(
a′0
)
=

2
(
ea

′
0∆ − 1− a′0∆

)
(a′0)

2

라하고, a′0 = 0인경우 ∆1(a
′
0) = ∆이고 ∆2

2(a
′
0) = ∆2이라하면, OU모형 dYt = α(β−Yt)dt+dWt에

대하여 Y∆의 분포는 평균이 y0 + a0∆1(a
′
0)이고 분산이 ∆1(2a

′
0)인 정규분포가 된다. 이를 이용하여

NLL 방법에서는 일반적인 확산과정 Yt에 대한 전이확률밀도 q∆(y0, y)를 평균 m(∆)과 분산 s2(∆)가

각각

m(∆) = y0 + a0∆1

(
a′0
)
+

1

4
a′′0∆

2
2

(
a′0
)
, s2(∆) = ∆1

(
2a′0
)

와같이정의되는정규분포로근사한다. 즉,

Y∆ ∼ N
(
m(∆), s2(∆)

)
(3.5)

이다.

확산과정 Xt를 ∆ 시간간격으로 관측한 값들을 x = {x0, x1, . . . , xn}라고 나타낸 것과 마찬가지로 함수
h(·)로 xi, i = 0, 1, . . .를 변환한 값들을 yi라 하고 y = {y0, y1, . . . , yn}이라 하자. Lamperti 변환 h(·)
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는 확산계수 σ(θ, · )의 부정적분형태로 주어지는 함수이므로, yi 또한 추정할 모수 θ의 함수이다. 즉,

yi = yi(θ)이다. 이후에서표현의간략화를위해서 a(yi), a
′(yi), a

′′(yi)를각각 ai, a
′
i, a

′′
i라고나타내기

로하고, 또한 ∆1(2a
′
i), ∆1(a

′
i), ∆

2
2(a

′
i)를각각 ∆0,i, ∆1,i, ∆

2
2,i로나타내기로한다. 또 σ(θ, xi)는 σi로

나타내기로하자.

위의식 (3.5)로부터 yi−1가주어진경우 Yi의분포로다음과같은근사식을고려하자.

Yi − yi−1 ∼ N
(
ai−1∆1,i−1 +

1

4
a′′i−1∆

2
2,i−1, ∆0,i−1

)
(3.6)

이다. Lee 등 (2012)와 Lee과 Lee (2013)은위의근사식 (3.6)에서분산항은

Var(Yi − yi−1) ≃ ∆0,i−1 +
2

3

(
ai−1a

′′
i−1 +

1

2
a′′′i−1

)
∆3

0,i−1

와 같이 확장될 수 있음을 보이고 있다. 여기에서 Lamperti 변환에 따라 단위확산과정을 얻은 이후에

오일러근사법을적용하는경우와의비교를위하여

Yi − yi−1 ∼ N (ai−1∆,∆) (3.7)

인경우를함께고려하기로하자.

위의 근사식 (3.6)을 고려하여 GMM을 적용하기 위한 대안으로 다음과 같은 방법들이 고려된다.

GMM을 적용하는 방법으로 관측값 x를 직접 이용하여 GMM을 적용하는 방법이 있고 (이하에서

NGMM-X이라 함), x 대신에 변환된 값 y을 이용하여 GMM을 적용하는 방법을 고려할 수 있다 (이

하에서 NGMM-Y이라 함). NGMM-X의 경우에는 (Yi − yi−1)의 평균 혹은 분산이나 고차적률들에
대한 식들을 (Xi − xi−1)에 대한 평균이나 적률로 변환하여야 하는 문제가 발생하고, NGMM-Y의 경

우에는 y가 추정할 미지인 모수의 함수라는 점이 있어서 표본적률의 계산에 모수가 개입되게 된다.

NGMM-Y와의 비교를 위하여 위의 근사식 (3.7)에 근거하여 GMM을 적용하는 방법을 NGMM-E라고

나타내기로하자.

먼저 NGMM-Y의경우를살펴보자. NGMM-Y는 εi과 v2i을

εi = (yi − yi−1)− ai−1∆1,i−1 −
1

4
a′′i−1∆

2
2,i−1,

v2i = ∆0,i−1

와같이설정하고,이를식 (2.2)와 (2.3)에대입하여 Qn(θ)를정의하고이를최소화하는추정량 θ̂를찾

는 방법이다. 위의 근사식 (3.6)이 정확한 것으로 가정하면 E[
√
nψj ] = 0, j = 1, 2, . . . , J이다. 이 때

분산공분산행렬 V는식 (2.5)과 (2.6)으로부터얻어진다.

근사식 (3.7)에 근거하여 GMM을 적용하는 방법인 NGMM-E는 다음과 같이 εi과 v2i을 설정하여 얻어

진다.

εi = (yi − yi−1)− ai−1∆,

v2i = ∆.

이때 ψj는 εi과 v2i을 식 (2.2)와 (2.3)에 대입하여 얻어지고, 분산공분산행렬 V는 식 (2.5)와 (2.6)에

대입하여 얻어진다. NGMM-E는 근사식 (3.7)에 근거하여 얻어지는 것으로 NLL과는 무관하고 Lam-

perti 변환만을고려한경우이므로 NGMM이라부르기어려운점이있지만, 명칭의통일성을위해서본

논문에서는이와같이부르기로한다.
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다음으로 관측값 x를 직접 이용하는 NGMM-X를 살펴보자. Lamperti 변환에서의 적분항을 근사하여
다음과같은관계를고려할수있다.

yi − yi−1 =

∫ xi

xi−1

1

σ(θ, x)
dx ≃ (xi − xi−1) ·

(
1

σi−1

)
.

이로부터, i = 1, 2, . . .에대하여

Xi − xi−1 ∼ N
(
σi−1ai−1∆1,i−1 +

1

4
σi−1a

′′
i−1∆

2
2,i−1, σ

2
i−1∆0,i−1

)
(3.8)

라고근사할수있고, 식 (3.2)로부터, i = 0, 1, . . .에대하여

ai =

(
µi

σi

)
− 1

2
σ′
i,

a′i = µ′
i − σ′

i

(
µi

σi

)
− 1

2
σiσ

′′
i ,

a′′i = σiµ
′′
i − µ′

iσ
′
i +
{
(σ′

i)
2 − σiσ

′′
i

}(µi

σi

)
− 1

2
σiσ

′
iσ

′′
i − 1

2
σ2
i σ

(3)
i

임을 얻는다. 여기서 µ′, µ′′, σ′, σ′′, σ(3)은 각기 추세계수 µ(x)와 확산계수 σ(x)를 x에 대하여, 1차,

2차, 3차 미분한 함수를 의미한다. 위에서 a는 y의 함수, 즉 a(y)이고, µ와 σ는 x의 함수 즉 µ(x),

σ(x)이므로, a에 적용된 첨자 i는 y값으로 yi가 대입되었음을 의미하고, µ와 σ에 적용된 첨자 i는 x값

에 xi가대입되었음을의미한다. 즉, a′i = a′(yi)이고 µ′
i = µ′(xi)인의미이다. 이로부터 εi와 v2i을다음

과같이설정한다.

εi = (xi − xi−1)− σi−1ai−1∆1,i−1 −
1

4
σi−1a

′′
i−1∆

2
2,i−1,

v2i = σ2
i−1∆0,i−1.

또 ψj , j = 1, 2, . . . , J는 이를 식 (2.2)와 (2.3)에 대입하여 얻고, 이 때 분산공분산행렬 V는 식 (2.5)와

(2.6)으로부터얻는다.

4. 도구변수의 선택, 고차적률, 비일치성, CKLS 모형에 대한 고려

GMM은 기본적으로 확률적변량 εi와 다른 도구변수 zi,j 사이의 독립성을 이용한 추정방법이다. 변수

들 사이의 독립성을 이용하여 가설검정을 하는 독립성검정법과 마찬가지로 GMM은 변수들 사이의 독

립성을 이용하여 통계적 모형의 모수를 추정하는 것이다. 독립성검정 방법이 동일성검정이나 적합성결

여검정 등 다양한 형태로 이용되는 것과 마찬가지로 GMM 또한 다양하고 유연성 있는 형태로 변형 적

용이 가능하다. 그 한 예가 공간통계학 분야에서 고려되는 베리오그램 추정법이다. 공간적으로 관측되
는 변량들 사이의 자기상관성을 표현하는 베리오그램을 추정하기 위한 방법으로 이용되는 최소자승법은
정확하게 GMM의한형태이다.

이런 이유로 도구변수는 εi와 독립성을 갖는 임의의 변량이면 적용이 가능하다. 그러므로 비확률적변
량의 경우는 어떤 값이든 상관없이 도구변수로 사용될 수 있다. 그러나 여러 가지 다양한 형태의 도구
변수들 중 GMM의 장점이 돋보이게 하기 위해서는 그 도구변수의 선택과 사용이 용이해야 하며, 통계

적효율성또한높아야하고이에더하여수치적계산또한용이해야한다. 일반적인통계적추정이론에
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서 추정량의 통계적 효율성을 높이기 위해서는 도구변수에 해당하는 변수들에 대하여 zi,j = (∂/∂θj)εi,

j = 1, 2, . . . , J1이고 zi,J1+j = (∂/∂θj)(ε
2
i −v2i ), j = 1, 2, . . . , J2임이알려져있다. 여기서 J1은 εi에개

입되어 있는 모수의 개수이고, J2은 (ε2i − v2i )에 개입되어 있는 모수의 개수이다 (Heyde, 1997; Lahiri

등, 2002; Lee와 Lahiri, 2002). 최대우도추정법에따르는정규방정식(normal equation)을살펴보면최

적의 도구변수를 쉽게 찾을 수 있다. CKLS 모형에 대하여 오일러근사법에 근거하여 최대우도추정량을
구하는경우를고려하여도구변수의대안을살펴보면 1, xi, log(xi)이고려될수있다. 여기서 log(xi)의

경우 xi가 0 혹은 음의 값을 갖는 경우 계산에 문제가 발생한다. 또한 GMM의 경우에 있어서 도구변수
의 선택은 사용의 용이성이 중요한 역할을 하는 점이 있으므로 본 연구에서는 이런 점을 고려하여, 계산

의 용이성과 통계적 효율성을 함께 고려하여 도구변수로, 모든 원소가 1인 벡터 1과 함께 다음과 같이

정의하여서로직교가되는두벡터 x̃(1) = (x̃
(1)
0 , . . . , x̃

(1)
n−1)

t와 x̃(2) = (x̃
(2)
0 , . . . , x̃

(2)
n−1)

t를이용한다.

x̃
(1)
i = xi − u,

x̃
(2)
i = (xi − u)2 − d2 −

(
d3
d2

)
(xi − u),

여기서 i = 0, 1, . . . , (n− 1)이고,

u =
1

n

n−1∑
i=0

xi,

d2 =
1

n

n−1∑
i=0

(xi − u)2,

d3 =
1

n

n−1∑
i=0

(xi − u)3

이다. 이와 같이 도구변수가 직교가 되도록 잡는 이유는 분산공분산행렬 V가 대각행렬이 되고 그 역행
렬로주어지는가중행렬 W의계산이용이하도록하기위해서이다 (Imbens 등, 1998). NGMM의경우

에 있어서는 행렬 V의 비대각원소가 정확하게 0이 되지는 않으나, 전체적으로 그 영향을 무시할 수 있
다고보아마찬가지로대각원소들만을고려하기로한다.

GMM 추정량이 일치성을 갖기위해서는 E[ψj ] = 0, j = 1, 2, . . . , J를 만족해야 한다. 만약 이 조건

이 만족되지 않는 경우 추정량은 일치성을 갖지 않는다. 만약 E[ψj ] = δ ̸= 0인 경우 식 (2.4)에서

m은 O(
√
nδ)이 되므로, 표본의 크기 n이 커지더라도 MSE는 0으로 수렴하지 않는다. 만약 근사적 모

형 (3.6)이 사실임에도 불구하고 오일러근사법에 기반한 EGMM을 적용하는 경우를 고려해 보자. 이런

경우에는전이확률분포에서평균의불일치문제가발생하므로표본의크기 n만을크게잡는방법으로는

일치성을 갖는 추정량을 얻을 수 없다. 실제로는 NLL에 근거하여 전이확률분포를 근사한 식 (3.6) 마

저도 정확한 전이확률밀도와 일치하는 것이 아니므로 오일러근사법을 적용하는 EGMM 방법뿐만 아니

라 NGMM-Y 그리고 NGMM-X 또한 일치성을 주는 추정량을 주지 못한다. 이런 문제를 해결하기 위

해서는 표본의 크기 n과 함께 관측시간간격 ∆ 또한 0으로 수렴하는 상황에서의 점근성을 고려해야 한
다. ∆가 0으로 수렴하는 것을 가정하는 경우 NLL에 기반한 근사식 (3.6)이나 오일러근사법에서 얻어
지는 식 (2.1)이 정확한 전이확률밀도와 같아지게 되므로 추정량의 비일치성문제가 해결된다. 도구변수
의설정과 GMM의점근성문제에대하여는저자들이별도의연구논문을작성중이기도하다.

앞서 정의된 ψj들은 εi 혹은 ε2i의 함수로서만 정의되었다. GMM 적용방법의 유연성에 기초하여 ψj를

ε3i 혹은 ε4i의 함수로 정의하여 전이확률밀도의 고차적률에 관한 식을 포함시킬 수도 있다. Lee과 Lee
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(2013)은

E
[
ε3i
]
≃ a′′i−1∆

3,

E
[
ε4i
]
≃ a

(3)
i−1∆

4

임을보이고있다. 이관계를이용하여 NGMM-Y의경우

ψj(Z; θ) =
1

n

n∑
i=1

zi,j
(
ε3i − a′′i−1∆

3)
혹은

ψj(Z; θ) =
1

n

n∑
i=1

zi,j
(
ε4i − a

(3)
i−1∆

4
)

을포함하도록하는방법이고려될수있다.

CKLS 모형은 µ(θ, x) = α(β − x)이고 σ(θ, x) = σxγ이므로, 이에대한 Lamperti 변환은

y = h(x) =
1

σ

∫ x

c

x−γdx

이고, 정적분 구간의 하한 c의 선택은 단위확산 Yt의 확률적성질에 어떤 영향도 미치지 않는다. 왜냐하

면, 실제 전이확률밀도함수에 영향을 미치는 값은 개별적인 yi값이 아니고 그 차분값들인 (yi − yi−1)이

므로 적분의 하한은 이에 영향을 미치지 못하고, y값이 전이확률밀도에 영향을 미치는 또 다른 통로는

오직 함수 a(·)와 그 미분함수들을 통해서만이다. 그런데, 식 (3.2)인 관계에 의하여, a(y)와 이의 (고

차)미분함수들은, 모두 Lamperti 변환의 영향을 받지 않는 x의 식으로 표현되므로 결국 c는 아무런 영

향을미치지못한다.

보통 Lamperti 변환에서 c = 0인경우가자주고려되고이에대응하는 h(x) = x1−γ/(σ(1− γ))인멱변

환함수가 자주 고려되나 이때 γ = 1인 경우에 h(x)가 정의되지 않는 문제가 발생하여 개별적인 변환값

y를 잡을 수 없는 문제가 발생한다. 이런 문제점을 피하기 위하여 c = 1인 경우를 고려하면 Lamperti

변환은다음과같이 Box-Cox 변환의형태로표현된다.

h(x) =


1

σ

(
x1−γ − 1

)
(1− γ)

, γ ̸= 1일때,

1

σ
log(x), γ = 1일때

이다. 이때 y = h(x)에 의하여 변환된 y값은 γ값의 범위에 관계없이 x값이 증가하면 따라서 증가하는

성질을갖는다. 그러나 γ가 1보다큰값을갖게되는경우에서 x1−γ 항의계수는음수의형태로나타난

다. 즉, γ = 1.5인 경우 y = 2(1 − 1/
√
x)가 된다. CKLS 모형에서 변환된 단위확산과정 Yt의 추세계

수와그미분함수들은다음과같이 x의함수로표현된다.

a(y) =
(α
σ

)
(β − x)x−γ − 1

2
σγxγ−1,

a′(y) = α(γ − 1)− αβγx−1 − 1

2
σ2γ(γ − 1)x2γ−2,

a′′(y) = σαβγxγ−2 − σ3γ(γ − 1)2x3γ−3,

a′′′(y) = σ2αβγ(γ − 2)x2γ−3 − 3σ4γ(γ − 1)3x4γ−4.
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5. 모의실험에 의한 비교

앞에서제시된네개의 GMM추정량 EGMM, NGMM-E, NGMM-Y, NGMM-X와오일러근사법에의
한 추정량 Euler 그리고 NLL 추정법들의 성질을 비교하기 위하여, CKLS 모형을 중심으로 모의실험

연구를 수행한다. OU 모형 CIR 모형은 CKLS 포함되는 측면이 있고, 특히 OU 모형의 경우는 비교대
상이되는추정방법들의성능에큰차이가없으므로본논문에서는비교기준이되는모형에포함하지않
고 CKLS 모형을중심으로모의실험을수행한다.

전이확률밀도함수가 잘 알려져 있어서 최대우도추정법의 적용이 가능한 CIR 모형의 경우와 달리

CKLS 모형의 경우에 대하여는 최대우도 추정법을 적용하는데 어려움이 따른다. Aı̈t-Sahalia (1999),

Aı̈t-Sahalia (2002), Lee 등 (2012)는 확산모형의 우도함수를 구하는 방법에 관하여 연구하고 있고, 이

를 이용하면 CKLS 모형 등에 대한 최대우도추정법의 적용이 가능하다.그러나 상대적으로 복잡한 계산
절차가 필요하다. CKLS 모형에서 모수 γ의 값이 0.5인 경우, 즉 CKLS 모형이 CIR 모형과 같아지는

경우에는 정확한 우도함수 계산을 위한 복잡한 계산을 거치지 않고서도, 모의실험을 하는 경우에, 미리

γ의 실제값이 0.5인 것을 안다고 가정하고 나머지 모수에 대하여 CIR 모형에서의 최대우도추정법을 적

용하는방법을생각해볼수있다. 이는정확한최대우도추정법과는의미가다르나, 어느정도최대우도

추정법과 유사성을 가질 것이므로 이를 다른 추정법들과 비교해보는 것은 나름대로 의미있는 비교가 될
것이다. 이와 같이 γ의 실제값이 0.5인 것을 안다고 가정하고 수행한 최대우도추정법을 가정된 최대우

도추정법(Assumed Maximum Likelihood Estimator; AMLE)라고 부르기로 하고 다른 추정방법들과

함께비교하기로한다.

모의실험에서 사용된 모수 θ = (α, β, σ, γ) 값은 (0.15,0.04, 0.05, 0.5)인 경우를 시험하였다. 이는 보통

이자율 모형화 등에서 고려되는 경우들에서 가정되는 모수값과 비슷한 경우이다. 표본 생성을 위해서는

각 관측치들 사이의 시간 간격 혹은 ∆를 1/4인 경우와 1/12인 경우를 상정하였고, 연속시간 확률과정

을 모사하여 생성하기 위하여 ∆ 시간간격을 Hurn 등 (2007)에서와 마찬가지 방법으로 더욱 작은 시간

단위로 분할하여 오일러 방법에 따라 확산과정을 생성하고 그 중에서 일정간격으로 표본의 관측값을 취
하는 방법을 사용하였다. 본 연구의 모의실험에서는 시간단위를 100개의 작은 시간단위로 분할하여 관
측값을생성하였다. 또한표본의크기는 100인경우와 400인경우를시험하였다.

Table 5.1은 각각 CKLS 모형에 대한 1000회의 시뮬레이션 결과를 요약한 표이다. 표에서 제시된 값은

θ = (α, β, σ, γ)에 대한 추정량 θ̂의 시뮬레이션 평균값, 또 오차제곱평균의 제곱근(Root Mean Square

Error; RMSE), 즉 (θ̂ − θ)2에 대한 시뮬레이션 평균의 제곱근이다. AMLE는 모수 γ에 대한 참값이

0.5임을 알고 추정을 하는 것이므로 그에 대한 RMSE는 항상 0으로 나타난다. Table 5.1에 정리된 시

뮬레이션 결과를 살펴보면 전반적으로 Euler 추정법이나 NLL 추정법은 RMSE가 크지 않고 안정적인

특성을 보이는데 반하여, EGMM과 NGMM-X는 매우 큰 RMSE 값을 보이고 있다. 특히 확산계수와

관계된 모수 σ와 γ의 추정에서는 추정량으로서의 성질이 매우 떨어짐을 볼 수 있다. GMM 중에서는

NGMM-Y와 NGMM-E가 안정적인 특성을 갖고 있음을 보이고 있다. 표본의 크기가 작은 경우 α값의

추정에 대하여는 NGMM-E가 NGMM-Y에 비하여 장점을 가지고 있고, 표본의 크기가 커지는 경우나

σ와 γ의추정에대하여는 NGMM-Y가더좋은성질을가지고있음을볼수있다. 이때주목할만한사

항은 표본의 크기가 커지거나 관측시간 간격 ∆가 늘어나면 추정량의 편기(bias)와 RMSE가 줄어든다

는점이다. 이는 Kim과 Lee (2011)에서도관찰되는사항으로특히점근성의해석문제에서주목하여야
할 부분이다. 관측시간 간격 ∆가 줄어들면 RMSE가 줄어들 것으로 예상이 됨에도 불구하고, 얼핏보아

이와반대의현상이나타나는것은, 관측시간간격과표본의개수가서로연동되어있기때문이다. 전체

관측기간이 정해진 경우에, 관측시간 간격이 줄어든다는 것은 표본의 크기가 늘어난다는 의미이다. 그



778 Youngsoo Choi, Yoon-Dong Lee

Table 5.1. Means and RMSEs of estimator of the CKLS model parameters (In cases of 100 or 400 for the sample

size n and 1/12 or 1/4 for the observation time interval ∆ are tested in the simulation experiments. The true value

of the parameter (α, β, σ, γ) is (0.15, 0.04, 0.05, 0.5).)

n ∆
Estimation Mean RMSE

Method α β σ γ α β σ γ

Euler 0.752 0.053 0.076 0.483 0.818 0.157 0.109 0.315

NLL 0.787 0.049 0.080 0.493 0.880 0.117 0.110 0.314

AMLE 0.806 0.078 0.050 0.500 0.903 0.506 0.004 0.000

1/12 EGMM 0.761 0.077 0.463 0.138 0.819 0.369 2.814 0.728

NGMM-E 0.718 0.061 0.103 0.465 0.780 0.284 0.174 0.485

NGMM-Y 0.767 0.055 0.117 0.456 0.900 0.133 0.353 0.483

100
NGMM-X 0.701 0.173 0.401 0.397 0.779 0.547 0.921 0.458

Euler 0.327 0.042 0.060 0.489 0.260 0.040 0.051 0.229

NLL 0.347 0.041 0.068 0.513 0.292 0.043 0.065 0.227

AMLE 0.349 0.049 0.050 0.500 0.292 0.243 0.004 0.000

1/4 EGMM 0.336 0.121 1.354 0.505 0.266 1.478 6.291 0.736

NGMM-E 0.313 0.043 0.085 0.562 0.253 0.051 0.095 0.265

NGMM-Y 0.337 0.042 0.078 0.535 0.288 0.074 0.080 0.246

NGMM-X 0.385 0.130 0.272 0.397 0.355 0.427 0.696 0.378

Euler 0.289 0.042 0.052 0.497 0.209 0.040 0.020 0.107

NLL 0.294 0.042 0.054 0.504 0.216 0.028 0.020 0.105

AMLE 0.295 0.042 0.050 0.500 0.216 0.033 0.002 0.000

1/12 EGMM 0.300 0.060 1.495 0.648 0.222 1.749 4.260 0.808

NGMM-E 0.280 0.043 0.059 0.525 0.205 0.051 0.027 0.125

NGMM-Y 0.286 0.043 0.058 0.518 0.212 0.034 0.025 0.119

400
NGMM-X 0.337 0.102 0.208 0.372 0.273 0.343 0.634 0.345

Euler 0.185 0.040 0.049 0.490 0.073 0.007 0.014 0.084

NLL 0.191 0.040 0.052 0.503 0.079 0.007 0.015 0.081

AMLE 0.190 0.040 0.050 0.500 0.079 0.007 0.002 0.000

1/4 EGMM 0.192 0.040 3.891 1.308 0.082 0.009 9.545 1.094

NGMM-E 0.179 0.040 0.056 0.526 0.072 0.007 0.018 0.093

NGMM-Y 0.186 0.040 0.054 0.511 0.078 0.007 0.017 0.088

NGMM-X 0.231 0.059 0.095 0.311 0.133 0.126 0.251 0.322

럼에도불구하고표본의크기는일정하게둔채관측시간간격을줄인다는것은전체관측기간을줄인다
는 의미이므로 이런 이유로 당연히 RMSE가 커지게 된다. 이와 같은 현상은 공간통계학 분야에서 사용

되는추정량들에서도마찬가지로발생한다 (Lahiri, 1996).

Figure 5.1, Figure 5.2, Figure 5.3, Figure 5.4는제시된 Table 5.1에서표본의크기 n이 400이고관측시
간 간격 ∆가 1/12인 경우에서 모수 α, β σ, γ에 대한 시뮬레이션 추정값들에 대한 상자그림이다. 상자

그림을 그리는데 사용한 소프트웨어의 특성상 NGMM-Y를 NGMM.Y와 같이 ‘ - ’를 ‘ . ’으로 대체하여

나타내었다. σ와 γ의추정에있어서 NGMM-Y나 NGMM-E는 Euler 방법이나 NLL 방법과매우유사

한특성을보이고있으나, EGMM과 NGMM-X는매우큰 RMSE를갖는것을상자그림으로도확인할
수있다. NGMM-X의경우 β와 σ의추정에있어서특히그성질이좋지못하였고, EGMM은 σ와 γ의

추정에 있어서 그 성질이 매우 좋지 못하였다. 전통적으로 자주 사용되는 GMM 추정량인 EGMM의

성질이 특별히 나쁜 것은 EGMM이 확산계수 σ(x)가 상수가 아닌 경우, 즉 전이확률분포가 정규분포로
잘 근사되지 않는 경우에 그 사용에 매우 주의하여야 하는 그런 통계량이라는 점을 의미한다. 또한 α의
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Figure 5.1. Boxplots for the estimators of the parameter α of the CKLS model (This boxplots show the case of

400 for the sample size n and 1/12 for the observation time interval ∆. The solid line in the middle of the plot

means the true value 0.15 of the parameter α.)
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Figure 5.2. Boxplots for the estimators of the parameter β of the CKLS model (This boxplots show the case of

400 for the sample size and 1/12 for the observation time interval ∆. The solid line in the middle of the plot means

the true value 0.04 of the parameter β.)
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Figure 5.3. Boxplots for the estimators of the parameter σ of the CKLS model (This boxplots show the case of

400 for the sample size n and 1/12 for the observation time interval ∆. The solid line in the middle of the plot

means the true value 0.05 of the parameter σ.)

Euler NLL EGMM NGMM.E NGMM.Y NGMM.X

−2
−1

0
1

2

Figure 5.4. Boxplots for the estimators of the parameter γ of the CKLS model (This boxplots show the case of

400 for the sample size n and 1/12 for the observation time interval ∆. The solid line in the middle of the plot

means the true value 0.5 of the parameter γ.)
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추정에 대하여는 시험된 모든 추정량들이 상당한 편기를 보이고 있는데 이는 특별히 α 추정량이 갖는

n과 ∆의 변화에 대한 참값으로의 수렴 속도가 매우 느린 이유인 것으로 보인다. 이에 대하여는 α 추정

량에대한점근적확장식을깊이있게살펴보고대안을살펴보아야할문제인것으로보인다.

6. 결론

GMM은 확산모형의 추정법 중에서 가장 자주 사용되는 추정법 중 하나이다. 모형의 정확한 설정없이

도 직관적으로 추정량을 구할 수 있고, 그 계산이 용이한 장점이 있다. 그러나 GMM 추정법은 CIR 모

형이나 CKLS 모형과같이확산계수가상수가아닌확산모형의추정에있어서는그통계적성능이매우
좋지못함이잘알려져있다.

본 연구에서는 이와 같이 확산계수에 관여되는 모수의 추정에 있어서 GMM을 적용하기 위하여 다양

한 GMM 개선 대안을 찾아보았다. 살펴본 대안들 중에서 기존에 사용되어온 EGMM과 개선 대안 중

하나인 NGMM-X는 그 통계적 성능이 다른 추정방법들에 비하여 매우 좋지 못함을 확인할 수 있었고,

Lamperti 변환을 적용한 이후에 GMM을 적용한 NGMM-E와 여기에 NLL 근사법의 아이디어를 함께
적용한 NGMM-Y는 상대적으로 매우 좋은 추정량을 제공함을 살펴보았다. 특히 NGMM-Y는 확산계

수의 모수를 추정하는데 있어서 비교 대상이 된 다른 GMM들보다 우수한 결과를 주고 있는 것을 확인

할 수 있었다. 옵션의 가격 결정에 있어서 기초자산의 가격변동을 확산모형으로 가정할 때, 추세계수의

영향은 위험중립확률척도를 고려하는 과정에서 사라지는 데 비하여, 확산계수의 영향은 사라지지 않고

옵션의 가격에 중요한 영향을 미치게 된다. 이런 점을 고려하면 NGMM-Y 추정량이 상대적인 장점을

갖는것으로평가된다.

개선된 GMM 추정량인 NGMM-Y 추정량은 표본의 크기가 커지는 경우에 그 성능이 더 좋아지는 특성
을 보이고 있다. GMM을 포함한 확산모형의 추정법들에 대한 점근성 연구에는 표본의 크기와 함께 관
측시간간격이함께개입되므로이에대한추가적인심층적연구가필요하다고보인다.
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요 약

일반화적률추정법(GMM)은 금융자료에 대한 모형모수의 추정에 자주 이용되는 방법이다. 특히 GMM은 현대금융

공학 이론의 기본을 이루는 확산모형의 추정에도 매우 자주 사용된다. 그러나 최근의 연구에서 GMM은 확산모형의

모수, 특히 확산계수에 관계되는 모수의 추정에 있어서 그 성능이 좋지 못함이 지적되었다. 본 연구에서는 GMM의

이러한 단점을 개선하기 위한 대안적 방법들을 제시하고 그 통계적 성능을 시뮬레이션 연구를 통해서 비교하게 된
다. 이런 과정을 통하여 제안되고 검토된 추정방법들 중, Shoji와 Ozaki (1998)가 제안한 국소선형근사법의 결과
를 적용하여 GMM의 성능을 개선한 NGMM-Y 추정량이 매우 우수한 성질을 가지고 있음을 확인하게 된다. 특히

NGMM-Y 추정량은 확산계수에 관계된 모수의 추정에 있어서 비교대상이 된 다른 대안적 GMM 방법들에 비하여

우수한성질을가지고있음을확인하게된다.

주요용어: 일반화적률추정법, 확산모형, 국소선형근사법.
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