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Abstract

An objective Bayesian estimation procedure of the two-parameter Pareto distribution is presented under the

reference prior and the noninformative prior. Bayesian estimators are obtained by Gibbs sampling. The

steps to generate parameters in the Gibbs sampler are from the shape parameter of the gamma distribution

and then the scale parameter by the adaptive rejection sampling algorism. A numerical study shows that the

proposed objective Bayesian estimation outperforms other estimations in simulated bias and mean squared

error.
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1. 서론

Pareto (1897)에 의해 처음 소개되었던 파레토분포(Pareto distribution)는 인구 규모, 주가 변동, 보험

손실, 보험금 청구, 소득, 급여, 인터넷 트래픽, 최대 풍속, 최대 강우량, 지진 혹은 산불과 같은 자연 재

해의규모, 유전지역에서오일매장량등과같이인구, 사회, 경제, 자연환경적현상등많은분야의자

료에적용되는확률모형으로중요한역할을해왔다 (Crovella 등, 1998; Harris 등, 2000; Smith, 2003;

Embrechts등, 1997; Jackson과 Kagan, 1999; Cumming, 2001; Arnold, 1983; Arnold와 Press, 1989).

파레토분포는 지수분포와 모양은 비슷하나 꼬리가 더 두터우므로 극대값의 발생이 상대적으로 더 많이
발생하는 자료의 적용에 유용하다. 2-모수 파레토 pdf(probability density function)는 다음과 같이 정

의된다.

f(x) =
αβα

xα+1
, x ≥ β, α, β > 0, (1.1)

여기서 α는 분포의 모양을 결정하는 형태(shape) 모수이고, β는 척도(scale) 모수이다. 분포가 시작하

는 위치를 나타낸다는 의미에서 β를 위치(location) 모수라고도 한다. 식 (1.1)처럼 정의되는 파레토분

포를 Pareto(α, β)분포라 나타내자. Figure 1.1은 모수 α, β의 여러 값에 따른 Pareto(α, β) pdf를 보
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Figure 1.1. Pareto pdf for various α and β

여준다. 형태 모수 α는 분포의 산포(dispersion)를 나타내는 척도로서 α가 작을수록 분포의 꼬리가 두

터워지며 산포가 커진다. 반대로 α가 커지면 β에서 확률 1을 가지는 퇴화분포(degenerate distribu-

tion)가된다.

파레토분포는 Pickands (1975)가 제안한 일반화 파레토분포의 특별한 형태이다. 2-모수 파레토분포

가 하한(lower limit)만 갖는 반면에 일반화 파레토분포는 상한(upper limit)도 허용한다. 그동안 2-

모수 파레토분포의 모수 추정에 관한 많은 연구가 있어 왔다. Singh와 Guo (1995)는 전통적인 추정

방법으로 적률법, 확률가중법, 최대엔트로피법, 최우추정법의 성능을 평가하는 모의실험을 수행하였다.

RMSE(root mean square error)의기준하에서적률법은다른세개의추정법보다현저하게큰 RMSE

값을 주었으며 소표본 및 대표본에서 최우추정법이 가장 우수하였다. 일반적으로 최우추정법을 선호하

는 대표적인 이유는 확률분포가 정규조건(regularity condition)을 만족하는 경우에 최우추정량이 점근
정규성을 가지므로 대표본에서 모수의 함수에 대한 구간추정을 가능하게 한다. 일반적으로 확률분포의

지지(support)가 모수에 종속하는 경우에는 정규조건을 만족시키지 못한다 (Casella와 Berger, 2002).

파레토분포가 이에 해당한다. 이에 비해서 깁스샘플링(Gibbs sampling)에 의한 베이지안 추론에서는

결합사후분포로부터 주변사후분포를 구할 때 적분 계산에 의하지 않고 깁스샘플러(Gibbs sampler)에

서 모수를 생성하여 주변사후분포를 얻을 수 있으며, 생성된 모수들의 표본으로 부터 모수 뿐만 아니

라 모수들의 함수에 대한 추정량의 분포도 쉽게 얻을 수 있다. 따라서 모수의 함수들에 대한 구간 추
정도가능하다. Arnold와 Press (1989)는확률표본및중도절단표본의경우에공액사전분포(conjugate

prior)의 가정 하에서 베이지안 추정을 제안하였다. Berger (2006)는 베이지안 추론에서 사전분포에 대

한 정보가 부족할 때 주관적 사전분포의 사용은 좋지 않은 추론 결과를 줄 수 있다고 지적하였다. 사전

분포에 대한 정보가 없을 때 디폴트사전분포(default prior)라고 하는 무정보사전분포(noninformative

prior) 하에서수행하는객관적베이지안추론(objective Bayesian inference)이대안이될수있다고하

였다. Fu 등 (2012)은 전진적인 유형 II 중도절단 자료(progressive Type II censored data)에 대하여

디폴트사전분포인준거사전분포(reference prior)하에서객관적베이지안추론을제안하였다.

본 연구에서는 Fu 등 (2012)이 사용한 준거사전분포의 가정 하에서 2-모수 파레토분포에 대한 객관적
베이지안 모수추정 절차를 제안한다. 제안된 베이지안 추정법은 모의실험과 자료분석을 통하여 L-적률

추정법및최우추정법과비교평가된다.
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2. 고전적 추정방법

본절에서는고전적추정방법으로서 L-적률추정법및최우추정법에의하여 2-모수파레토분포의모수 α

및 β에 대한 추정량을 계산한다. X = {X1, X2, . . . , Xn}를 식 (1.1)의 Pareto(α, β)분포로부터 추출한

확률표본이라하고, X(1) ≤ X(2) ≤ · · · ≤ X(n) 를만족하는 X(j)를 j번째순서통계량이라고하자.

2.1. L-적률추정법

Pareto(α, β)분포의 cdf(cumulative distribution function)는다음과같다.

F (x) = 1−
(
β

x

)α

, x ≥ β, α, β > 0. (2.1)

Greenwood 등 (1979)이 처음 제안하여 수문학 분야에서 널리 사용되어 온 확률가중적률(probability

weighted moment) 추정량은 식 (2.2)로 부터, 그리고 Hosking (1990)이 제안한 L-적률 추정량은 식

(2.3)으로부터얻을수있다. L-적률은순서통계량을사용하여분포의위치, 산포, 왜도, 첨도를정의할

수있으며기존의적률에비하여분포의특징을잘나타내주어매우유용하게사용되어오고있다.

αs = E [X{1− F (X)}s] =
s∑

r=0

(
s

r

)
(−1)rβr, s = 0, 1, 2, . . . , (2.2)

βr = E [X{F (X)}r] , r = 0, 1, 2, . . . . (2.3)

식 (2.3)에식 (2.1)의 cdf를대입한적분계산은쉽지않다. 따라서 αs를통하여 βr를구한다. 식 (2.2)로

부터다음을얻는다.

αs =
αβ

α(s+ 1)− 1
, α >

1

s+ 1
, α0 = β0, α1 = β0 − β1. (2.4)

Pareto(α, β)분포는모수의개수가두개이므로다음과같이처음두개의 L-적률 λ1과 λ2가필요하다.

λ1 = β0, λ2 = 2β1 − β0. (2.5)

식 (2.4)와식 (2.5)의관계에서모 L-적률 λ1, λ2를표본 L-적률 l1, l2로각각대체하여얻어진 α와 β에

대한 L-적률추정량(L-moment estimator; LME)은다음과같다.

α̂LME =
l1 + l2
2l2

, β̂LME =
(α̂LME − 1)l1

α̂LME
,

여기서 l1 = 1/n
∑n

j=1X(j), l2 = 1/{n(n− 1)}
∑n

j=1(2j − n− 1)X(j).

2.2. 최우추정법

Pareto(α, β)분포의우도함수(likelihood function),

L(α, β|X) ∝ αnβnα

(
n∏

j=1

Xj

)−α

(2.6)

를최대로해주는최우추정량(maximum likelihood estimator; MLE)은다음과같다.

α̂MLE =
n

n∑
j=1

lnXj − n lnX(1)

, β̂MLE = X(1). (2.7)
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3. 베이지안 추정

3.1. 공액사전분포 하에서 베이지안 추정

본 절에서는 Arnold와 Press (1983)가 제안한 공액사전분포 가정 하에서의 베이지안 모수추정 결과를

소개한다. 식 (3.1)과 같이 정의되는 Pareto(α, β)분포에 대한 공액사전분포는 Lwin (1972)에 의해 처

음제안되었고 Arnold와 Press (1983)에의해일반화되었다.

α ∼ Gamma(a0, b0), β−1|α ∼ Pareto(αc0, d0), (3.1)

여기서 α의 사전 pdf는 π(α) ∝ αa0−1 exp(−b0α)이고, a0, b0, c0, d0는 양의 값을 가지는 초모

수(hyperparameter)이다. 공액사전분포의식 (3.1) 하에서주변사후분포는다음과같이얻어진다..

α|X ∼ Gamma(a0 + n, b0 + v̄), β−1|α,X ∼ Pareto(α(c0 + n),min(d0,X(1))), (3.2)

여기서 v̄ =
∑n

j=1 lnXj + c0 ln d0 − (n+ c0) ln(min(d0, X(1))).

식 (3.2)로 부터 α 및 β의 각 사후최빈값(posterior mode)을 공액사전분포 하에서의 베이지안 추정량

으로하였을때다음과같이얻어진다.

α̂conjugate =
a0 + n− 1

b0 + v̄
, β̂conjugate = min(d0, X(1)). (3.3)

3.2. 무정보 사전분포 하에서 베이지안 추정

본절에서는 Fu 등 (2012)이제안한객관적사전분포로서다음의준거사전분포(reference prior)의가정

하에서객관적베이지안모수추정절차를제안한다.

π(α, β) ∝ 1

αβ
. (3.4)

결합사후분포는우도함수식 (2.6)과사전분포식 (3.4)를곱하여다음과같이얻어진다.

π(α, β|X) ∝ αn−1βnα−1

(
n∏

j=1

Xj

)−α

. (3.5)

사전분포 식 (3.4)는 부적절 사전분포(improper prior)이다. 부적절 사전분포를 사용하는 경우에 사후

분포가 pdf로서 부적절한 경우에는 베이지안 추정이 불가능하다. 그러나 다음에 의해 식 (3.5)에서 정

의되는사후분포는 pdf로서적절함을알수있다.∫ ∞

0

∫ x(1)

0

π(α, β|X)dβdα =

∫ ∞

0

1

n
α(n−1)−1 exp

[
−α

{
n∑

j=1

lnxj − n lnx(1)

}]
dα

=
Γ(n− 1)

n

{
n∑

j=1

lnxj − n lnx(1)

}n−1 <∞.

식 (3.5)의결합사후분포로부터완전조건부사후분포는다음과같이정의된다.

π(α|β,X) ∝ αn−1 exp

[
−α

{
n∑

j=1

lnxj − n lnβ

}]
. (3.6)

π(β|α,X) ∝ βnα−1. (3.7)
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Initial step: Adopt β(0) as the initial value of β.

Replication step: for i = 0, 1, 2, . . . , I,

- Generate α(i+1) ∼ Gamma

(
n,

n∑
j=1

lnxj − n lnβ(i)

)
.

- Generate β(i+1) by ARS algorithm given α(i+1).

Figure 3.1. Gibbs Sampler for generating α and β

기각표집법(rejection sampling)은 pdf로 부터 확률변수를 생성하는 일반적인 방법이다. 기각표집법을

사용하여 정규화상수 위까지만 명시되어 있는, 즉, pdf의 kernel만 주어진 kernel pdf 로부터 변수를 생

성하고자 하는 경우에 필요한 kernel pdf의 덮개함수(envelope function)를 찾는 것은 현실적으로 어

렵다. Gilks와 Wild (1992)가 제안한 적응기각표집법(adaptive rejection sampling; ARS)은 kernel

pdf의 로그-오목성(log-concavity)을 이용하여 kernel pdf의 로그함수에 접선을 연결하여 만든 조각직
선덮개함수(piecewise linear envelope function)를사용한다.

식 (3.6)은 Gamma pdf의 커널이며, 식 (3.7)에서 n > 1/α인 경우에 ∂2 lnπ(β|α,X)/∂β2 =

−(nα− 1)/β2 < 0가 되어 π(β|α,X)는 로그-오목성을 갖는다. n > 1/α는 현실적으로 만족되는

조건이다. 따라서깁스샘플러를 Figure 3.1과같이구성한다.

4. 수치분석

본 연구에서 제안한 객관적 베이지안 모수추정법의 평가를 위하여 모의실험과 자료분석을 수행하였다.

모든 계산은 R package(version 2.15.3)를 사용하여 이루어졌다. 파레토, 감마 확률변수 생성을 위하여

rpareto 및 rgamma 함수를각각사용하였고 ARS 알고리즘을구현하기위하여 ars.new 함수를사용하

였다. 또한 HPD(highest posterior density) interval을 구하기 위하여 HPDinterval 함수를 사용하였

다. HPDinterval 함수는 경험적 cdf로 부터 지정된 확률을 가지는 모든 가능한 구간 중에서 가장 길이
가짧은구간을 HPD interval로계산한다.

4.1. 모의실험

척도모수 β는 척도불변성(scale invariance)을 가지므로 β = 1로 놓는다. 그리고 α = 0.5, 1, 3, 5, 10인

Pareto(α, β)로 부터 표본의 크기가 n = 15, 30, 100인 자료세트를 각각 1,000회 반복 생성하여 모의

실험을 하였다. n > 2이므로 ARS 알고리즘의 사용이 가능하다. 깁스샘플링은 11,000회 반복 수행하

여 처음 1,000회를 버리고 나머지 10,000회 생성된 α 및 β값들로 사후분포를 구성하였다. 시험적인

모의실험에서 α 및 β의 사후분포는 각각 대칭 및 좌비대칭 분포의 형태를 가지고 있었다. 따라서 α

및 β 의 각 사후분포의 평균과 최빈값을 베이지안 추정량으로 사용하기로 하였다. Table 4.1에는 L-

적률추정량(LME), 최우추정량(MLE), 준거사전분포 가정 하의 객관적 베이지안 추정량(BAYES)들의

bias와 MSE(mean squared error)가 제시되어 있다. 모의실험 결과는 다음과 같이 요약된다. 첫째, 모

형 및 표본의 크기에 관계없이 bias와 MSE의 기준 하에서 BAYES, MLE, LME 순으로 우수하였다.

BAYES는소표본(n = 15)에서 MLE보다더우수하고대표본(n = 100)에서는비슷하다. 둘째, α의값

이 커질수록 분포의 산포가 커지므로 α 추정치들의 bias와 MSE도 점점 커진다. 셋째, 표본의 크기가

커짐에따라 bias와 MSE는점점작아진다.
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Table 4.1. Simulated bias and MSE for five Pareto(α, β) models

estimation n = 15 n = 30 n = 100

method bias MSE bias MSE bias MSE

LME 0.6139 0.3947 0.5608 0.3188 0.5251 0.2764

α = 0.5 MLE 0.0830 0.0356 0.0313 0.0109 0.0116 0.0028

BAYES 0.0442 0.0270 0.0136 0.0095 0.0065 0.0027

LME 0.1582 0.0555 0.0699 0.0104 0.0208 0.0009

β = 1.0 MLE 0.1593 0.0557 0.0698 0.0104 0.0208 0.0009

BAYES 0.1293 0.0456 0.0556 0.0085 0.0167 0.0007

LME 0.4513 0.3153 0.3513 0.1741 0.2414 0.0780

α = 1.0 MLE 0.1497 0.1312 0.0696 0.0454 0.0203 0.0108

BAYES 0.0730 0.1002 0.0340 0.0391 0.0100 0.0103

LME 0.0439 0.0107 0.0229 0.0026 0.0069 0.0004

β = 1.0 MLE 0.0695 0.0105 0.0332 0.0021 0.0102 0.0002

BAYES 0.0551 0.0085 0.0262 0.0017 0.0081 0.0002

LME 0.4796 1.5096 0.2646 0.6271 0.1000 0.1793

α = 3.0 MLE 0.4433 1.1654 0.2081 0.4195 0.0667 0.1040

BAYES 0.2140 0.8909 0.1013 0.3619 0.0361 0.0987

LME −0.0065 0.0024 −0.0087 0.0011 −0.0077 0.0004

β = 1.0 MLE 0.0232 0.0010 0.0111 0.0002 0.0033 0.0000

BAYES 0.0185 0.0008 0.0088 0.0002 0.0026 0.0000

LME 0.6899 4.0487 0.3538 1.8020 0.1299 0.4605

α = 5.0 MLE 0.7970 3.3483 0.3667 1.2686 0.1199 0.2955

BAYES 0.4096 2.5315 0.1878 1.0951 0.0688 0.2805

LME −0.0054 0.0009 −0.0061 0.0004 −0.0042 0.0001

β = 1.0 MLE 0.0140 0.0004 0.0068 0.0001 0.0021 0.0000

BAYES 0.0112 0.0003 0.0054 0.0001 0.0017 0.0000

LME 1.2918 16.0761 0.5647 5.4183 0.1927 1.6072

α = 10.0 MLE 1.6380 14.4762 0.7329 4.4283 0.2215 1.1762

BAYES 0.8630 11.0176 0.3756 3.7810 0.1192 1.1203

LME −0.0020 0.0002 −0.0027 0.0001 −0.0019 0.0000

β = 1.0 MLE 0.0071 0.0001 0.0032 0.0000 0.0010 0.0000

BAYES 0.0057 0.0001 0.0025 0.0000 0.0008 0.0000

Table 4.2. Annual wage data(unit: in multiples of 100 U.S. dollars)

112 154 119 108 112 156 123 103 115 107 125 119 128 132 107

151 103 104 116 140 108 105 158 104 119 111 101 157 112 115

4.2. 자료분석

Table 4.2의 자료는 Arnold와 Press (1989)가 공액사전분포의 가정 하에서 제안한 베이지안 추정 절차

에 의해 Pareto(α, β)분포에 적합하였던 연간 임금(annual wage) 자료이다. 이 자료의 확률히스토그램
인 Figure 4.1을 보면 꼬리부분에 과도하게 자료가 분포하고 있음을 볼 수 있다. 그들이 가정한 공액사
전분포의 초모수는 식 (3.1)에서 a0 = 6.02, b0 = 3.17, c0 = 10.197, d0 = 103.866이다. 이렇게 가정된

공액사전분포 하에서 베이지안 추정치는 식 (3.3)에 의해 α̂conjugate = 4.1081, β̂conjugate = 101로 얻

어졌다.
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Figure 4.1. Pareto density fitted to annual wage data

Figure 4.2. Posterior distribution of α and β

Table 4.3. Descriptive summary for the posterior distribution of α and β

parameter mean SD median mode
95% HPD interval

[lower, upper]

α 5.7478 1.0538 5.6718 5.4873 3.7529 7.8529

β 100.4121 0.6067 100.6035 100.8880 99.2001 101.0000

본 연구에서 제안한 객관적 베이지안 모수추정을 위하여 Figure 3.1의 Gibbs sampler를 I = 11,000회

반복 수행하여 처음 1,000회를 버리고 나머지 10,000회 반복 생성한 α와 β값들로 사후분포를 구성하였
다. 초기값 β(0)는 β̂LME를사용하였다. Figure 4.2에서보여주는 α및 β의사후분포로부터각모수의

베이지안 추정치로서 α에 대해서는 사후평균값을 β에 대해서는 사후최빈값을 사용하기로 한다. Table

4.3은 α 및 β에 대한 사후분포의 기술통계분석 결과를 보여준다. 깁스샘플링의 매 반복에서 표집된 α

및 β의 시계열 도표인 Figure 4.3에서 이 시계열들은 각각 세로축에 수평 참조선으로 표시된 α의 사후

평균값과 β의 사후최빈값으로 수렴하고 있음을 알 수 있다. 또한 α 및 β의 각 시계열에 대한 제1차 자

기상관계수는각각 0.044 및 0.043으로깁스샘플들이상호관련성이없음을알수있다.

Table 4.4는 모수 α와 β에 대한 각 추정치와 각 추정된 모형에 대한 적합도 검정으로서 χ2-test와 KS-

test(Kolmogrov Smirnov test)의 p-value를 제시하고 있고, Figure 4.4는 Q-Q plot(quantile-quantile
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Figure 4.3. Gibbs sampling iterations plot for α and β

Table 4.4. Results fitted to annual wage data

estimation parameter estimate goodness of fit test(p− value)

method α β χ2-test K-S test

LME 6.6589 101 0.2844 0.6601

MLE 5.9179 101 0.5034 0.9506

BAYES-conjugate 4.1081 101 0.4442 0.3076

BAYES-default 5.7478 100.89 0.5713 0.9709

Figure 4.4. Q-Q plot

plot)을 그리고 Figure 4.5는 P-P plot(probability-probability plot)을 보여준다. 이상과 같은 모형적

합 결과로 부터 객관적 베이지안 추정이 최우추정보다 다소 더 적합한 그러나 대체로 비슷한 적합도를
보여주고 있으며, 공액사전분포 하의 베이지안 추정은 이들 보다 적합도가 떨어짐을 알 수 있다. 원 자

료의 확률 히스토그램과 최우추정 및 베이지안추정에 의해 추정된 파레토 pdf를 동시에 보여주고 있는

Figure 4.1에서 꼬리부분에 과도하게 분포되어 있는 자료는 Figure 4.4의 QQ-plot에서 극대 분위수들
이직선에서상당히이탈한결과와일치하고있음을알수있다.
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Figure 4.5. P-P plot

5. 결과

본 연구에서는 2-모수 파레토분포에 대해 무정보사전분포인 준거사전분포의 가정 하에서 객관적 베이지
안 모수추정 절차를 제안하였다. 베이지안 추정은 깁스샘플링에 의해서 수행된다. 깁스샘플러에서 형

태모수는 감마분포로 부터 생성되고, 척도모수는 Gilks와 Wild (1992)의 ARS 알고리즘에 의해 생성된

다. 제안된베이지안모수추정절차는모의실험과자료분석에서기존의추정방법들인 L-적률추정법, 최

우추정법, 그리고 공액사전분포 하의 주관적 베이지안 모수추정법과 비교된다. 제안된 객관적 베이지안
추정법이 최우추정법보다 다소 더 좋은 결과를 보여 주었다. 본 논문에 모의실험 결과를 제시하지는 않

았으나주관적베이지안추정의경우에공액사전분포의초모수선택의주관적판단에따라모형적합결
과는매우좌우되며오히려오차가크게발생하게하는결과를준다.
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요 약

본 연구에서는 2-모수 파레토분포에 대해 무정보사전분포인 준거사전분포의 가정 하에서 객관적 베이지안 모수추정
절차를 제안하였다. 베이지안 추정은 깁스샘플링에 의해서 수행된다. 깁스샘플러에서 모수생성하는 방법은 형태모

수는 감마분포로부터 생성하고 척도모수는 적응기각표집 알고리즘에 의해 생성한다. 제안된 베이지안 모수추정 절

차는모의실험과자료분석에서기존의추정방법들인 L-적률추정법, 최우추정법, 공액사전분포 하의주관적베이지안
모수추정법과비교된다.

주요용어: 2-모수 파레토분포, L-적률추정법, 최우추정법, 무정보사전분포, 준거사전분포, 객관적 베이

지안추정, 깁스샘플링, 적응기각표집.
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