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요   약

본 논문은 오류 마루 영역에서 우수한 성능을 가지는 비이진 LDPC (low-density parity-check) 부호의 설계 방

법을 제안하고 성능을 검증한다. 제안된 설계 방법은 비이진 LDPC 부호의 이진 최소 거리(binary minimum 

distance)를 최대화하도록 패리티 검사 행렬의 비이진 원소 값들을 결정한다. BPSK (binary phase-shift keying) 

변조 방식 하에서 제안된 방법으로 설계된 비이진 LDPC 부호가 오류 마루(error floor) 영역에서 우수한 성능을 

가지는 것을 Monte Carlo 시뮬레이션과 중요도 표본 추출(importance sampling) 기법을 사용하여 검증한다. 

Key Words : BPSK, cycle, error floor, importance sampling, nonbinary LDPC codes

ABSTRACT

In this paper we propose a design algorithm for nonbinary LDPC (low-density parity-check) codes with low 

error-floors. The proposed algorithm determines the nonbinary values of the nonzero entries in the parity-check 

matrix in order to maximize the binary minimum distance of the designed nonbinary LDPC codes. We verify 

the performance of the designed nonbinary LDPC codes in the error-floor region by Monte Carlo simulation and 

importance sampling over BPSK (binary phase-shift keying) modulation.

Ⅰ. 서  론

1962년 Gallager에 의해 처음 소개된 LDPC 

(low-density parity-check) 부호는 메시지 전달

(message passing) 알고리즘을 이용한 반복 복호

(iterative decoding)를 통해 Shannon 한계(Shannon 

limit)에 근접한 성능을 얻을 수 있다
[1,2]

. 비이진

(nonbianry) 유한체(finite field)    상에

서 정의된 비이진 LDPC 부호는 비교적 길지 않은 

길이에서 가 커질수록 우수한 성능을 가진다는 것

이 알려져 있다
[3]

. 이러한 장점때문에 비이진 LDPC 

부호는 이진 LDPC 부호에 비해서 비교적 높은 복

호 복잡도를 가짐에도 불구하고 차세대 채널 부호

로서 큰 주목을 받고 있다. 

  비이진 LDPC 부호의 성능을 최적화하기 위해서는 

패리티 검사 행렬을 신중히 설계해야 한다. 비이진 

LDPC 부호의 패리티 검사 행렬은 0과 1뿐만 아니라 

상의 원소를 모두 포함할 수 있으므로 패리티 
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검사 행렬을 설계할 때에는 비이진 원소들의 위치뿐

만 아니라 비이진 원소들의 값 또한 신중히 결정해야 

한다. Poulliat 등은 변수 노드(variable node)의 차수

(degree)가 2로 균일한 비이진 LDPC 부호의 최소 무

게(minimum weight)를 최대화하는 설계 방법을 제안

하였다
[4]

. 

  본 논문에서는 Poulliat 등이 제안한 기존의 설계 

방법에 기반하여 BPSK (binary phase-shift keying) 

변조 방식 하에서 오류 마루(error floor) 현상이 완화

된 비이진 LDPC 부호를 설계하는 방법을 제안한다. 

기존의 설계 방법은 비이진 LDPC 부호의 최소 무게

를 최대화하는 반면에 제안된 방법은 부호어를 이진 

비트들로 변환했을 때의 이진 최소 무게(binary 

minimum weight)를 최대화한다. 

  BPSK 변조 방식 하에서 제안된 방법으로 설계된 

비이진 LDPC 부호가 오류 마루 영역에서 기존의 방

법으로 설계된 비이진 LDPC 부호보다 우수한 성능을 

가지는 것을 전산 실험을 통해서 검증한다. 이를 위해

서 Monte Carlo 시뮬레이션뿐만 아니라 낮은 프레임 

오율(frame error rate, FER) 영역에서 효율적으로 성

능을 예측하는 중요도 표본 추출(importance 

sampling) 기법을 사용한다.  

  본 논문의 구성은 다음과 같다. 2절에 기존의 

비이진 LDPC 부호 설계 방법을 설명한다. 3절

에서는 기존의 설계 방법을 기반으로 BPSK 변

조 방식 하에서 우수한 성능을 가지는 제안된 

설계 방법을 설명한다. 4절에서는 Monte Carlo 

시뮬레이션과 중요도 표본 추출 기법을 사용하

여 제안된 설계 방법의 성능을 검증한다. 5절에

서는 본 논문의 내용을 요약, 정리한다. 

Ⅱ. 기존의 설계 방법

Poulliat 등은 패리티 검사 행렬 내의 비이진 원

소들의 위치가 결정된 후에 비이진 원소들의 값을 

최적화하는 알고리즘을 제안하였다
[4]

. 제안된 방법

은 패리티 검사 행렬의 행 단위로 비이진 원소 값

들을 결정한다. 이를 위해서 행 무게(row weight)가 

 라면 개의 비이진 원소들의 조합을 이진 이미

지(binary image) 관점에서 최적화하였다. 이 때 

개의 비이진 원소들의 최적 조합 개수가  라면 

각 조합들의 순열(permutation)을 고려하여 

개의 가능한 조합들 중에서 행 단위로 비이진 원소

들을 할당하였다. 

  그림 1(a)는 변수 노드의 차수가 2로 균일한 비이진 

LDPC 부호에 존재하는 길이가 8인 사이클에 포함된 

변수 노드들의 부분 그래프(subgraph)를 나타낸다. 그

림에서 ○와 □ 는 각각 변수 노드와 검사 노드(check 

node)를 나타내며, 그림 1(b)는 사이클에 포함된 변수 

노드와 검사 노드에 대응되는 부분행렬(submatrix)을 

나타낸다. 이 때 패리티 검사 행렬의 비이진 원소 값

들에 따라서 부분행렬 의 랭크(rank)가 결정되며, 

랭크가 변수 노드의 개수보다 작은 경우에는 변수 노

드의 개수를 무게로 가지는 부호어가 생성된다
[4]

. 

    (a)                         (b)
그림 1. 길이가 8인 사이클에 대응되는 부분행렬 
Fig. 1. Submatrix corresponding to a length-8 cycle

  비이진 LDPC 부호에 존재하는 무게가 작은 부호

어들은 짧은 사이클에 대응되는 부분행렬의 랭크 검

사를 통해서  찾을 수 있다. 이처럼 랭크 검사를 통해 

부호어의 존재 여부를 판단하는 것을 full rank 

condition (FRC) 라고 한다[4]. Poulliat 등은 행 무게

가 인 경우에 개의 비이진 원소 조합들 중

에서 행에 대응되는 검사 노드가 포함된 사이클들로

부터 생성되는 부호어들의 최소 무게를 최대화하도록 

행 단위로 비이진 원소들을 할당하였다. 기존의 설계 

방법을 정리하면 다음과 같다:

단계 1: (초기화 단계) 패리티 검사 행렬의 비이

진 원소들의 위치를 결정한다. 이 때 부호의 거

스를 라고 한다. 이진 이미지 관점에서 패리티 

검사 행렬의 행 무게에 최적화된 비이진 원소 조

합들의 집합인 를 구성한다. 
   

단계 2: (반복 최적화 단계,  ≥ ) 랜덤하게 선

택된 행에 대응되는 검사 노드가 포함된 길이가 

인 사이클들 중에서 FRC를 만족하는 사이클의 

개수가 최대가 되도록 원소 조합을 집합 로부

터 선택한다. 만약 길이가 인 모든 사이클이 

FRC를 만족하면   로 증가시킨다. 
   

단계 3: (종료 단계) FRC를 만족시키는 사이클
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의 개수를 증가시키지 못하면 설계를 종료한다.  

Ⅲ. 제안된 설계 방법

본 논문은 BPSK 변조 방식 하에서 오류 마루 

현상이 완화된 비이진 LDPC 부호의 설계 방법을 

제안한다. BPSK 변조 방식 하에서 최대 우도 복호

(maximum likelihood decoding)를 사용하여 비이진 

LDPC 부호를 복호하는 경우를 고려하자. 영 부호

어(all-zero codeword)가 전송된 경우에 이진 무게

(binary weight)가 인 부호어로 잘못 복호될 PEP 

(pairwise error probability)는  로 계

산된다. 여기서  


∞









 , 는 

정보 비트당 에너지, 그리고 는 AWGN (additive 

white Gaussian noise)의 양측 전력 분포

(double-sided power spectral density)를 나타낸다. 

그러므로 비이진 심볼을 구성하는 비트들의 이진 

무게가 작은 부호어일수록 복호 오류를 유발할 확

률이 커진다. 합-곱 복호(sum-product decoding)를 

사용하는 경우에도 이러한 특성이 나타나는 것을 

전산 실험을 통해 확인하였다. 특히 이와 같은 복호 

오류는 오류 마루 영역에서 두드러지게 나타난다. 

결과적으로 비이진 부호어의 무게가 동일하더라도 

비이진 심볼을 구성하는 비트들의 이진 무게(binary 

weight)가 작아지면 오류 마루 현상에 미치는 영향

이 크게 나타난다. 

그림 1(b)의 부분행렬 가 최대 랭크(full rank)
를 가지지 못하는 경우에는 다음 식을 만족하는 영

이 아닌 벡터 

가 존재한다:   





                  (1)

하나의 사이클에 대해서 식 (1)을 만족하는 벡터 


가 존재하는 경우에는 다음과 같이 서로 다른 

개의 벡터가 식 (1)을 만족하게 된다:



      

여기서 는 의 원시 원소(primitive 

element)를 의미한다. 이 때 벡터 

를 구성하는 비

이진 값들을 사이클에 포함된 변수 노드들에 할당

하고, 나머지 변수 노드들에는 0을 할당하여 구성한 

벡터 

는 비이진 LDPC 부호의 부호어가 된다. 그 

결과 다음의 개의 부호어가 생성된다:



      

생성된 개의 부호어는 모두 사이클에 포함

된변수 노드의 개수를 무게로 가진다. 하지만 부호

어를 구성하는 비이진 심볼에 따라서 부호어의 이

진 무게는 달라지게 된다. 그러므로 BPSK 변조 방

식에서 우수한 성능을 가지기 위해서는 길이가 짧

은 사이클들로부터 발생되는 부호어들의 이진 무게

를 최대화하는 것이 중요하다. 이러한 내용을 기반

으로 다음과 같은 설계 방법을 제안한다:
  

단계 1: (초기화 단계) 패리티 검사 행렬의 비이

진 원소들의 위치를 결정한다. 이 때 부호의 거

스를 라고 한다. 이진 이미지 관점에서 패리티 

검사 행렬의 행 무게에 최적화된 비이진 원소 조

합들의 집합인 를 구성한다. 
 

단계 2: (반복 최적화 단계) 랜덤하게 선택된 행

에 대응되는 검사 노드가 포함된 길이가 

   또는 인 사이클들을 모두 찾는다. 

집합   내에서 임의의 원소 조합을 선택하여 행

에 할당하였을 때, 사이클들로부터 생성되는 부

호어들의 최소 이진 무게를 확인한다. 생성된 부

호어들의 최소 이진 무게를 최대화하는 원소 조

합을 로부터 선택한다. 이 때 같은 최소 이진 

무게를 가지는 원소 조합들이 있다면 최소 이진 

무게를 가지는 부호어의 개수가 최소인 원소 조

합을 선택한다.

단계 3: (종료 단계) 단계 2를 반복적으로 수행

하여도 더 이상 최소 이진 무게를 증가시키거나 

최소 이진 무게를 가지는 부호어의 개수를 감소

시키지 못하면 설계를 종료한다. 

Ⅳ. 전산 실험 결과

기존 방법과 제안된 방법을 사용하여 길이가 96

이고, 부호율이 2/3인 변수 노드의 차수가 2로 균일

한 비이진 LDPC 부호를 유한체 상에서 설

계하였다. 이를 위해 32×96 패리티 검사 행렬 내

의 비이진 원소들의 위치는 PEG (progressive 

edge-growth) 알고리즘
[5]
으로 결정하였으며, 설계된 

패리티 검사 행렬의 사이클 정보는 표 1과 같다. 

설계된 패리티 검사 행렬의 거스는 8이며, 길이가 

14인 사이클까지 조사하였다. 
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Length 8 10 12 14

Number 90 382 1415 5391

Binary distance 4 5 6 7 8

Random 2 16 54 161 394

Conventional 0 0 3 47 194

Proposed 0 0 0 17 247

Cycle length 8 10 12 14

Random 8 59 212 823

Conventional 0 9 222 870

Proposed 0 15 232 843

표  1. 설계된 패리티 검사 행렬의 사이클 정보
Table 1. Numbers of cycles in the designed parity-check matrix

전산 실험에서 고려하는 설계 방법들은 다음과 

같다:

1) 랜덤 설계 방법 (Random) : 비이진 원소들을  

╲ 상에서 랜덤하게 선택한다. 

2) 기존 설계 방법 (Conventional) : 비이진 원소  

들을 기존 설계 방법으로 선택하여 비이진 

LDPC 부호의 최소 무게를 최대화한다. 

3) 제안된 설계 방법 (Proposed) : 비이진 원소들  

을 제안된 설계 방법으로 선택하여 비이진 

LDPC 부호의 이진 최소 무게를 최대화한다.  
 

표 2는 세가지 방법으로 설계된 비이진 LDPC 

부호에서 FRC를 만족하지 못하는 사이클의 개수를 

나타낸 것이다. 

표  2. FRC를 만족하지 못하는 사이클의 개수
Table 2. Numbers of cycles not satisfying the FRC 

표 2로부터 제안된 방법으로 설계된 비이진 

LDPC 부호에는 무게가 5인 부호어가 105개 존재

하며, 기존의 방법으로 설계된 비이진 LDPC 부호

에는 무게가 5인 부호어가 63개 존재하는 것을 알 

수 있다. 

표 3은 세가지 방법으로 설계된 비이진 LDPC 

부호에 존재하는 작은 이진 무게를 가지는 부호어

의 개수를 나타낸다. 표 3으로부터 이진 무게 관점

에서는 제안된 설계 방법이 기존의 설계 방법보다 

유리함을 알 수 있다.

표  3. 비이진 LDPC 부호에 존재하는 작은 이진 거리를 가지
는 부호어의 개수
Table 3. Numbers of codewords of small minimum 
distance in the designed nonbinary LDPC codes 

이러한 특징이 비이진 LDPC 부호의 FER 성능

에 미치는 영향을 알아보기 위해서 BPSK 변조 방

식 하에서 세 개의 비이진 LDPC 부호의 FER을 

그림 2에 나타내었다. 그림 2에서 성능 곡선 위의 

숫자들은 각각의 SNR 마다 관측된 50개의 복호 오

류들 중에서 이진 거리가 7 이하인 부호어에 의해 

발생한 복호 오류들의 개수를 나타낸다. 제안된 방

법으로 설계된 비이진 LDPC 부호는 이진 무게가 

작은 부호어들을 가능한 최소로 가지기 때문에 

BPSK 변조 방식 하에서 가장 우수한 성능을 가지

는 것을 알 수 있다
[6]

. 

매우 낮은 FER 영역에서 설계된 부호들의 성능

을 검증하기 위해서 Monte Carlo 시뮬레이션뿐만 

아니라 중요도 표본 추출(importance sampling, 

IS)
[7,8] 

기법을 사용하여 성능을 확인하여 그림 3에 

나타내었다. IS 기법을 적용할 때에는 표 3에 나타

난 작은 이진 무게를 가지는 부호어들을 주요 오류 

패턴으로 간주하였다. 그림 3으로부터 IS 기법으로 

예측된 FER 성능이 Monte Carlo 시뮬레이션으로 

얻은 FER 성능과 거의 일치함을 알 수 있다. 제안

된 방법으로 설계된 비이진 LDPC 부호는 랜덤 방

법이나 기존 방법으로 설계된 비이진 LDPC 부호보

다 FER 곡선의 기울기가 급하므로 SNR이 증가됨

에 따라서 성능 이득은 더욱 커질 것으로 예상할 

수 있다.  

 

그림 2. BPSK 변조 방식 하에서 비이진  LDPC 부호들의 
FER 성능 (Monte Carlo 시뮬레이션)
Fig. 2. FER performances of the designed nonbinary LDPC 
codes over BPSK modulation (Monte Carlo simulation) 
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그림 3. BPSK 변조 방식 하에서 비이진  LDPC 부호들의 
FER 성능 (IS 기법, 오류 마루 영역) 
Fig. 3. FER performances of the designed nonbinary LDPC 
codes over BPSK modulation (IS, error-floor region) 

Ⅴ. 결  론 

본 논문에서는 BPSK 변조 방식 하에서 우수

한 성능을 가지는 비이진 LDPC 부호를 설계하는 

방법을 제안하고 성능을 검증하였다. 제안된 방

법은 비이진 LDPC 부호의 최소 무게를 최대화하

는 기존 방법과는 달리 이진 최소 무게를 최대화

함으로써 오류 마루 영역에서 우수한 성능을 가

진다. 제안된 방법은 변조 방식의 신호 성좌

(signal constellation) 크기보다 비이진 LDPC 부호

가 정의된 비이진 유한체 의 크기가 큰 경

우에 활용될 수 있다. 그러므로 제안된 방법은 고

차 변조 방식을 사용하는 경우에도 활용될 수 있으

며, 이에 대한 향후의 추가 연구가 필요하다.
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