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1. 서 론 

최근 각국의 철도차량 최고속도 경쟁이 계속되

고 있다. 이렇게 최고속도 경쟁이 치열한 이유는 

최고속도가 철도 기술 수준을 비교하는 척도이기 

때문이다. 

차량의 최고속도를 결정하는 중요한 요소 중 하

나가 임계속도이므로 철도차량의 고속화를 위해서

는 임계속도의 정확한 계산이 필수적이다. 또한 

임계속도를 높일 수 있는 차량설계가 필요하다. 

철도차량의 임계속도를 계산하기 위한 일반적인 

방법은 차량의 선형 동역학 모델에서 고유치를 계

산하는 것이다. 선형 동역학 모델은 미소한 변위

를 가정하여 집중 질량으로 이루어진 차량모델에 

대해 선형 동역학 모델을 얻는 방법이 있다. 또 

하나는 동역학 모델에서 얻어진 운동방정식으로부

터 선형 운동방정식을 추출하는 방법이다. 

Lee 등(1)은 집중질량 모델에서 선형 동역학 운

동방정식을 구하였다. 6자유도계와 10자유도계 모

델의 해석결과를 비교하고 정확한 임계속도 해석

을 위해서는 10 자유도계 모델이 필요함을 보였다. 

Zolotas 등(2)은 철도차량의 능동제어 효과를 확인하

기 위해 14 자유도계 선형 모델을 제시하고 안정

성 해석결과를 보였다. Kim 등(3)은 31 자유도계 철

도차량 모델에 대해 Lyapunov 방법을 이용하여 한

계 사이클의 안정성 결과를 고찰하였다. Chung 등(4)

Key Words: Multibody Dynamic Model(다물체 동역학 모델), Critical Speed(임계속도), Railway Vehicle(철도차

량), QR Decomposition Method(QR 분해법) 

초록: 본 연구에서는 다물체 동역학 모델을 이용한 철도차량의 임계속도 계산 방법을 제시하였다. 휠과 

레일의 접촉 구속조건과 접촉력을 휠셋 단위에서 수식화하였다. 이를 대차모델에 합하여 구속조건을 가

진 다물체 동역학 운동방정식으로 철도차량의 동적모델을 표현하였다. 철도차량의 다물체 동역학 모델

에 대한 비선형 구속조건식과 운동방정식은 QR 분해법을 이용하여 독립좌표만으로 이루어진 선형방정

식으로 유도하였다. 유도된 선형방정식으로부터 휠셋 및 이륜 대차에 대한 고유치 해석결과를 통해 임

계속도를 구하였다. 임계속도에 영향을 미치는 차량 파라미터의 영향에 대한 결과를 제시하였다. 

Abstract: In this analysis, a method is presented to calculate the critical speed of a railway vehicle by using a 

multibody dynamic model. The contact conditions and contact forces between the wheel and the rail are formularized 

for the wheelset model. This is combined with the bogie model to obtain a multibody dynamic model of a railway 

vehicle with constraint conditions. First-order linear dynamic equations with independent coordinates are derived from 

the constraint equations and dynamic equations of railway vehicles using the QR decomposition method. Critical 

speeds are calculated for the wheelset and bogie dynamic models through an eigenvalue analysis. The influences of the 

design parameters on the critical speed are presented. 

† Corresponding Author, kjuseok@ut.ac.kr 
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은 집중질량 모델에 대하여 분기해석을 통해 선형 

및 비선형 임계속도를 계산하였다. 다물체 동역학 

방법을 이용하여 안정성 해석을 수행한 연구는 유

연체 동역학과 충돌해석과 같은 특수한 경우에 대

해 적용되었다.(5) 

다물체 동역학모델은 등가파라미터로 표현되는 

집중질량 모델과는 다르게 현실의 설계 파라미터

와 동일하게 표현되는 장점이 있다. 본 연구에서

는 다물체 동역학 모델로 표현된 철도차량에 대한 

임계속도 계산 방법을 제시한다. 다물체 동역학 

모델에 대한 구속조건식의 처리방법인 QR 분해법

을 이용하여 독립좌표계로 이루어진 선형화된 운

동방정식을 유도한다. 선형 운동방정식의 고유치 

해석을 통해 휠셋 및 이륜 대차에 대한 임계속도

를 구한다. 임계속도에 미치는 차량 설계 파라미

터의 영향에 대한 결과를 제시한다. 

2. 철도차량 다물체 동역학 해석 

철도차량은 차륜이 레일과 접촉하며 레일에 의

해 안내되어 제한된 운동을 한다. 휠셋은 Fig. 1과 

같이 좌측 및 우측 차륜으로 연결되어 레일과 접

촉하는 철도 차량 운동의 최소부품 단위이다. 휠

셋은 독립적으로 레일 위를 주행할 수 있으므로 

본 연구에서는 휠셋의 안정성 해석을 별도로 수행

한다. 

Fig. 1에서 X Y Z− − 는 지면에 고정된 고정좌표

계이며, x y z− − 는 휠셋과 같이 이동하는 국부좌

표계이다. 휠의 한점 w
r 는 다음 식과 같이 휠셋

의 중심좌표 
T

w w w wx y z =  R 와 휠셋의 

x y z− − 좌표에서 X Y Z− − 로의 좌표변환행렬 

w
A , 휠셋 중심에서 휠의 한점까지 거리 w

u 로 표

현된다. 

 

 
 

Fig. 1 Displacements of wheel and rail contact point 

( , , )w w w wψ φ θ= +r R A u    (1) 

위의 식과 같이 휠셋은 단일강체로서 
T

ww w w w w wx y z ψ φ θ =
 

q 의 6 자유도계의 일반

좌표를 가진다.  

휠셋은 레일과의 접촉 조건에 의해 다음과 같은 

구속조건방정식이 나타난다. 

1 0w r= − =C r r     (2) 

1

2

2

w r

w r

 ⋅
= 

⋅

t n
C

t n
    (3) 

여기서 r
r 는 접촉점에서 레일의 위치이며, 1

w
t

와 2

w
t 는 휠의 접선벡터, r

n 는 레일의 수직벡터이

다. 

식 (2)는 휠과 레일이 한 점에서 접촉하는 조건

이며 식 (3)은 휠과 레일이 접촉점에서 접하는 조

건을 나타낸다.  

Fig. 2 에서 보인 휠과 레일의 접촉력은 접촉점

에서의 접촉 수직력 
nF 과 크립력 

1 2

T
c cF F   이 있

다. 크립력은 다음 식과 같이 휠과 레일의 속도차

이로 계산되는 종방향 크리피지 xζ , 횡방향 크리

피지 
yζ 로부터 계산된다. 

( ) 1

w r r

x

xV
ζ

− ⋅
=

r r tɺ ɺ

               (4) 

( ) 2

w r r

y

xV
ζ

− ⋅
=

r r tɺ ɺ

               (5) 

여기서 1

r
t , 2

r
t 은 레일의 접선벡터이며, xV 는 종

방향 속도이다. 

크립력은 접촉 수직력과 크리피지로부터 계산되

며 본 연구에서는 Polach 모델을 이용하여 계산하

였다.(6) 

 

 
Fig. 2 Forces acting on wheel 
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Fig. 3 Multibody dynamic model of bogie 

 

1 2 ( , , , , , , )
T

c c

x y nF F f a b Fζ ζ ϕ  =  c   (6) 

여기서, ,a b 는 접촉 수직력과 접촉 위치에서 

차륜과 레일의 곡률 반경으로 계산되는 접촉 타원

의 장,단경, c 는 ,a b 로 계산되는 Kalker 계수이다.  

휠셋의 운동방정식은 단일 강체에 대한 일반적인 

다물체 동역학 방정식의 형태로 나타낼 수 있다. 

대차의 운동방정식은 휠셋을 포함하여 다물체 

동역학 해석방법을 이용하여 구할 수 있다. Fig. 3

은 유럽 표준(ERRI) 대차를 보여준다. 대차에는 

두 개의 휠셋이 부착된다. 휠셋은 베어링을 통해 

축상(Axlebox)에 회전조인트로 조립이 된다. 축상

은 부싱 및 선형스프링과 댐퍼를 이용하여 대차에 

연결된다. 

휠셋을 포함한 대차의 구속조건식은 다음과 같다. 

( ) =Φ q 0     (7) 

여기서 q 는 휠셋을 포함한 대차의 일반좌표계

를 나타낸다. 

다물체계 운동방정식 형태로 나타낸 대차의 운

동방정식은 다음과 같다. 

    
=    

      

T

q

dq

gM Φ q

gΦ 0 λ

ɺɺ
      (8) 

여기서, M 은 질량행렬이며, λ 는 라그랑지 승

수, g 는 일반힘, 
dg 는 구속조건식의 2 차 미분항

을 나타낸다.(7,8) 

3. 안정성해석 

3.1 QR 분해법 

구속조건을 가진 다물체계의 운동방정식 (7)과 

 

(8)의 수치해를 구하기 위해 시간에 대해 적분하

는 경우 가속도 구속 조건식은 만족하지만 변위에 

대해서는 만족하지 않을 수 있다. QR 분해법은 구

속조건식에서 직교벡터계를 추출하여 미분 운동방

정식이 독립좌표계만으로 적분이 가능하게 하여 

이러한 문제를 해결한다. 

앞 절에서 보인 구속 조건 자코비언식을 QR 분

해법으로 분해를 하면 다음과 같이 나타낼 수 있

다. 

T =
q

Φ QR        (9) 

일반좌표계의 수가 N 이고 구속조건식의 수가 

M 개라면 T

q
Φ 는 N × M 행렬이 된다. 식 (9)에서 

Q 는 N× N행렬이며, R 은 N× M행렬이 된다. 

이때 Q 는 다음과 같이 두 개의 행렬로 구성

이 된다. 

[ ]1 2=Q Q Q                            (10) 

여기서 1Q 는 N× M 행렬이 되며, 2Q 는 N× (N-

M) 행렬이 된다. 이때 두 행렬 1Q 과 2Q 는 다음과 

같은 직교 성질을 가진다. 

1 2

T =Q Q 0                               (11) 

또한, R 는 다음과 같은 행렬로 구성이 된다. 

1 
=  

 

R
R

0
     (12) 

그러므로 식 (9)의 자코비언 식은 결국 다음과 

같은 형태를 띤다. 

[ ] 1

1 2

T  
=  

 
q

R
Φ Q Q

0
   (13) 

위의 식은 다음과 같이 다시 쓸 수 있다. 

1 1

T =
q

Φ Q R     (14) 

3.2 선형화 

식 (7)과 (8)의 다물체계 구속조건식과 운동방정

식은 비선형식의 형태를 띤다. 철도차량의 임계속

도를 구하기 위한 안정성해석을 수행하기 위해서

는 이들 비선형식을 선형화하여야 한다. 본 연구

에서는 QR 분해법을 이용하여 다물체계 운동방정

식의 선형화 방법을 제시한다. 

Bogie 

frame 

Bushing 

Axlebox 

Damper 

Spring 

Wheelset 
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QR 분해법을 적용하면 상태변수는 다음과 같이 

나타낼 수 있다. 

 
=  

 

q
y

zɺ
    (15) 

여기서 독립좌표계의 속도 zɺ 는 다음과 같이 

정의된다. 

2

T=z Q qɺɺ     (16) 

운동방정식을 적분하기 위해 상태변수 ( )=y f yɺ  

형태로 나타내면 식 (8)은 다음과 같이 비선형 미

분방정식 형태로 쓸 수 있다. 

( , )
 

= 
 

q
f q z

z

ɺ
ɺ

ɺɺ
       (17) 

2=q Q zɺ ɺ 를 식 (17)에 대입하면 다음과 같이 나

타낼 수 있다. 

2
( , )

   
=   

   

Q z
f q z

I z

ɺ
ɺ

ɺɺ
    (18) 

식 (18)에 
2

T  Q I 를 전승하고, 

2

2 2 2 2T T 
  = + =  

 

Q
Q I Q Q I I

I
를 이용하면 식 (18)은 

다음과 같이 쓸 수 있다. 

2

1
( , )

2

T 
 =   

 

z
Q I f q z

z

ɺ
ɺ

ɺɺ
   (19) 

완전히 독립좌표계로만 이루어진 위의 식을 변

분하면 다음과 같이 선형화된 식이 얻어진다. 

2

2

1

2

T
δ δ
δ δ

      ∂ ∂
 =         ∂ ∂      

z Q zf f
Q I

z I zq z

ɺ

ɺɺ ɺɺ
 (20) 

위의 식에서 차량의 주행속도를 변경하면서 

2

2

1

2

T    ∂ ∂
       ∂ ∂   

Qf f
Q I

Iq zɺ
의 고유치를 계산한다. 

이때 고유치 실수부의 값이 양이 되는 경우 차량

의 주행속도가 임계속도로 계산된다. 

본 논문에서 유도한 선형운동방정식의 수치해석

은 Matlab(9)을 이용하여 수행하였다. QR 분해법은 

qr 함수를 이용하였으며 고유치는 eig 함수를 이용

하여 계산하였다. 

4. 임계속도 계산 

4.1 휠셋의 임계속도 

앞에서 보인 QR 분해법을 이용한 고유치 해석 

-80-60-40-20020406080
-530

-520

-510

-500

-490

-480

-470
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Fig. 4 Wheel and rail profiles 

 
방법을 휠셋에 적용하여 임계속도를 구하였다. 휠셋

의 휠 형상과 레일의 형상은 Fig. 4 와 같다. 휠은 

S1004 사양이며, 레일은 UIC60 형상에 1/20 기울기로 

내부로 기울어져 있다. 윤축의 질량은 1600kg 이며, 

관성은 [ ] 2660 160 660xx yy zzI I I kgm  =   이다. 

Fig. 5 는 고유치 해석 결과로서 속도의 증가에 

따른 근의 궤적을 보여준다. 고유치 중에서 실수

값이 양인 경우 계가 불안정한 상태가 되며 이때

의 속도가 임계속도가 된다. 실선은 본 연구에서 

제시한 휠셋의 다물체 동역학 모델에 대한 선형화

로 구한 고유치 해석결과이다. 점선은 본 연구 방

법의 검증 방법을 위해 단순 모델로 구한 선형 모

델의 해석결과이다. 휠셋의 간략화된 선형 모델은 

동일한 휠셋에 대해 집중질량 모델로 가정하여 구

한 2자유도 선형모델이다.(10)  

2 자유도계 선형모델은 횡방향 변위 y 와 요 각

도 ψ 로 다음 식과 같이 표현된다.  
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+  

       +      +       − + +    
− 

    + =    +      

ɺɺ ɺ

ɺɺ ɺ (21) 

여기서 m , yyI , zzI 는 관성, ijf 는 크리피지 계

수, V 는 종속도, L 은 휠셋 폭, γ 는 휠 형상 코

니시티, 0r 는 휠 반경, 1gk 는 중력강성이다.  

본 연구에서 제시한 방법으로 구한 임계속도는 

28m/s 이며 2 자유도 모델의 경우 31m/s 로 계산되

었다. 다물체 동역학 모델의 결과와 2 차원 간략화

된 단순 모델의 결과는 임계속도와 고유치 근의 

궤적에서 유사한 경향을 가지나 일부 차이가 나타

났다. 2 자유도계 단순 모델은 횡 방향 변위 및 요 

각도의 두 가지 변수만을 이용하여 단순화시킨 모

델이나 본 연구의 다물체 동역학 모델은 휠셋의  
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롤 운동, 수직 운동 등을 고려한 6 자유도계 변위, 

3 차원 휠과 레일의 형상, 비선형 크리피지 값 등

을 고려한 비선형운동방정식으로부터 선형모델로 

유도되어 2 자유도계 단순모델과는 일부 차이가 

있는 것으로 추정된다. 또한, 2 자유도계 단순모델

의 파라미터는 등가 값으로 가정하여 다물체계 모

델의 결과와 일부 차이가 나는 것으로 추정된다. 

휠셋이 대차에 장착되어 주행하는 경우 임계속

도가 증가한다. 이때 대차의 질량 증가분에 의해 

임계속도 증가의 기여도가 어느 정도인지 확인하

였다. Fig. 6 는 휠셋의 질량에 대차의 질량을 추가

한 경우 해석결과를 보여준다. 대차의 질량이 휠

셋 하나의 축중으로 작용할 때 1676kg 이 가해지

는 것으로 계산된다. 대차의 질량이 더해지더라도 

임계속도는 28m/s 에서 32m/s 로 4m/s 증가하는 것

으로 나타났다.  

 

 
Fig. 5 Root loci of wheelset model 

 

 
Fig. 6 Root loci of wheelset model due to bogie mass 

 

 

Fig. 7 Bushing of axlebox 

4.2 대차의 임계속도 계산 

Fig. 3 의 ERRI 대차에 대한 임계속도를 계산하

였다. 대차의 설계사양은 Table 1 과 같으며 Fig. 7

에서 보인 부싱의 강성은 Table 2와 같다. 

Fig. 8 은 대차 모델에 대한 속도에 따른 고유치

에 대한 근의 궤적을 보여준다. 차량의 자유도와 

동일한 개수의 고유치가 존재하나 실수부가 양으

로 변하는 고유치만을 나타내었다. 속도가 증가함

에 따라 고유치는 실수부의 음에서부터 증가하였

다. y 축과 교차하는 속도인 임계속도는 90.3m/s 로 

나타났다. Fig. 1 의 단일 휠셋의 경우 임계속도는 

28m/s 이고 대차의 축중을 고려하더라도 32m/s 였

지만 대차의 경우 90.3m/s 로 약 3 배 정도 임계속

도가 증가하는 것으로 나타났다. 이는 대차의 질

량보다는 구조적 안정성으로 인해 임계속도가 증

가하는 것을 나타낸다. 

 

4.3 파라미터 해석 

다물체 동역학모델은 집중질량 모델과 다르게  

 

Table 1 Mass, spring and damping of the bogie 

Mass [ ]kg  

Mass mom. of  inertia 2[ ]kgm  

Bogie 

frame 

2615  

1722, 1476, 3067 

Wheelset 
1503  

810, 112, 810 

Axlebox 
155 

2.1, 5.6, 5.6 

Spring stiffness [ / ]N m  6.17e+005 

Damping rate [ /( / sec)]N m  1000 

 
 

Table 2 bushing data of bogie 

rk  Radial rate(N/m) 3e+7 

ak  Axial rate(N/m) 3e+6 

tk  Torsional rate(Nm/deg) 349 

ck  Conical rate(Nm/deg) 175 

 

 

 
 

Fig. 8 Root loci of bogie model 
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Fig. 9 Critical speed vs. stiffness and damping 

 

 
Fig. 10 Critical speed vs. translational rates of bushing 

 

 
Fig. 11 Critical speed vs. rotational rates of bushing 

 
현실의 설계 파라미터와 동일한 장점이 있다. 여

기서는 설계 파라미터가 임계속도에 미치는 영향

을 계산하였다. 스프링 강성과 감쇠, 링크 연결 부

싱의 강성을 1/2 로 감소시켰을 때와 2 배로 증가

시켰을 때의 영향을 살펴보았다.  

Fig. 9 는 현가장치의 스프링 강성과 감쇠의 변

화에 따른 임계속도의 변화를 보여주고 있다. 감

쇠는 크기가 커짐에 따라 임계속도가 비례적으로 

증가하였다. 스프링 강성 변화에 따른 임계속도의 

변화는 비례적이지 않다. 스프링 강성은 현재값에

서 1.4 배가 되면 임계속도가 감소하다가 증가하는 

것을 알 수 있다. 

Fig. 10은 Table 2의 부싱강성 중에서 병진 강성

에 대한 영향을 보여주고 있다. 반경방향 강성 rk

은 1.1 배까지 임계속도를 줄여주는 효과가 있었으

나 그 이상에서는 임계속도가 증가하는 것으로 나

타났다. 축방향 강성 ak 는 커지면 비례적으로 임

계속도가 감소하는 것으로 나타났다. 

Fig. 11 은 Table 2 의 부싱강성 중에서 회전방향 

강성에 대한 영향을 보여준다. Fig. 11 을 보면 부

싱의 회전방향 강성 tk , ck 는 임계속도에 영향이 

없음을 보여준다. 즉, 회전방향 강성은 차량의 안

정성과는 무관함을 알 수 있다. 

5. 결 론 

본 연구에서는 다물체 동역학 해석 방법을 이용

한 철도차량 임계속도 계산 방법을 제시하였다. 

철도차량의 휠셋에서 나타나는 휠과 레일의 접

촉 구속조건식과 접촉력은 구속조건을 가진 다물

체 동역학 운동방정식 형태로 표현하였다. 이와 

같은 철도차량의 다물체 동역학 모델에 대한 비선

형 구속조건식과 운동방정식은 QR 분해법을 이용

하여 독립좌표만으로 선형 운동방정식을 유도하였

다. 유도된 선형방정식으로부터 고유치해석을 통

해 임계속도를 계산하였다.  

철도차량 휠셋의 모델에 대해 고유치해석을 간

략화된 단순 모델과 비교하여 본 연구방법의 타당

성을 검증하였다. 본 연구에서 제시한 방법으로 

구한 임계속도는 28m/s 이며 2 자유도 모델의 경우 

31m/s 로 계산되었다. 2 자유도계 모델의 해석결과

와의 차이는 모델링의 차이와 입력 파라미터의 차

이로 추정된다. 

고유치 해석을 통해 대차 모델에 대한 임계속도

를 구한 결과 대차의 경우 90.3m/s 로 휠셋에 비하

여 약 3 배 정도 임계속도가 증가하는 것으로 나

타났다. 

다물체 동역학 모델은 집중질량 모델과는 다르

게 등가 파라미터가 아닌 실제 설계 파라미터로 

구성되므로 파라미터 해석은 차량 설계에 도움을 

줄 수 있다. 본 연구에서는 현가장치의 강성, 감쇠, 

부싱의 강성 파라미터가 임계속도에 미치는 영향

을 제시하였다. 
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