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 ABSTRACT

The methods of fitting a circle to measured data, geometric fit and algebraic fit, have been studied profoundly in various areas

of science. However, they have not been applied exactly to a biomechanics discipline for locating the center of rotation of a human

joint. The purpose of this study was to generalize the methods to fitting spheres to the points in 3-dimension, and to estimate the

center of rotation of a hip joint by three of geometric fit methods(Levenberg-Marquardt, Landau, and Späth) and four of algebraic

fit methods(Delogne-Kåsa, Pratt, Taubin, and Hyper). 1000 times of simulation experiments for flexion/extension and ad/abduction

at an artificial hip joint with four levels of range of motion(10, 15, 30, and 60o) and three levels of angular velocity(30, 60, and

90o/s) were executed to analyze the responses of the estimated center of rotation. The results showed that the Späth estimate was

very sensitive to the marker near the center of rotation. The bias of Delogne-Kåsa estimate existed in an even larger range of

motion. The Levenberg-Marquardt algorithm of geometric fit and the Pratt of algebraic fit showed the best results. The com-

bination of two methods, using the Pratt's estimate as initial values of the Levenberg-Marquardt algorithm, could be a candidate

of more valid estimator.  
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I. 서 론

실험에 의해서 측정된 자료에 원(circle)과 같은 기하도형

을 적합(fitting)시키는 것은 패턴인식과 이미지처리(Ahn,

Rauh & Warnecke, 2001; Chan & Thomas, 1995; Cher-

nov & Lessort, 2005), 최적화이론(Chan, Lee & Thomas,

2005; Coope, 1993; Späth, 1998), 물리학(Moura &

Kitney, 1991; Nievergelt, 1994) 그리고 마이크로웨이브 공

학(Kåsa, 1976)과 같은 다양한 분야에서 사용된다. 이러한

적합법은 최소제곱(least squares) 또는 최적화(optimization)

에 의해서 원의 중심(center)과 반지름(radius)을 추정한다.

운동역학(biomechanics)에서는 주로 견관절과 고관절 같은

구관절(spherical joint)의 중심을 알아내기 위해서 구적합

(sphere fit)이 많이 적용되어 왔으며(Chang & Pollard,

2007; Gamage & Lasenby, 2002; Halvorsen, Lesser &

Lundberg, 1999; Piazza, Okita & Cavanagh, 2001) 2차원

의 원에서 3차원의 구로 확장된 것이라 할 수 있다.  

구관절중심인 회전중심(center of rotation)은 두 분절이

연결되어 서로 상대적인 운동이 ‘0’인 피봇지점으로 정의

될 수 있으며 자유도 2 이상의 관절에 존재한다. 인체운동

의 분석에서 회전중심의 필요성은 다음과 같다. 첫째,  근

모멘트에 의해서 근력을 구하기 위해서는 모멘트암

(moment arm)을 알아야하며 회전중심의 위치가 필요하다.

둘째, 인접분절의 반력(joint reaction force)의 작용점이 회

전중심이다. 근력과 더불어 반력의 모멘트도 계산할 수 있
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다. 셋째, 회전중심은 분절좌표계를 정의하는데(Wu et al.,

2002; Wu et al., 2005) 필요하다. 고관절의 중심은 대퇴

좌표계를 정의하는데 견관절중심은 상완좌표계를 정의하

는데 사용된다. 마지막으로 임상학적으로 컴퓨터를 이용한

정형외과의 수술에 있어서 기본 정보가 된다(De Momi et

al., 2009). 

원을 자료에 적합시키는 여러 알고리듬(algorithm)은 위

와 같은 다양한 분야에서 서로 독립적으로 개발되어 왔는데

크게 두 가지로 분류할 수 있다. 기하적합(geometric fit)과

대수적합(algebraic fit)이다(Ahn et al., 2001; Al-Sharadqah

& Chernov, 2009; Gander, Golub & Strebel, 1994). 기하

적합이란 자료와 원의 기하적거리의 제곱을 최소가 되도록

하는 것이며, 이외의 방법을 대수적합이라 하는데 대개 파

라미터(parameter)를 이용하여 표현한 대수식의 제곱을 최소

가 되게 한다. Piazza et al.(2001)의 방법이 기하적합,

Chang 과 Pollard(2007), Gamage 와 Lasenby(2002), 그리

고 Halvorsen et al.(1999)의 방법이 대수적합에 속한다. 

기하적합은 최대우도(maximum likelihood)와 동일한 방

법으로 추정값이 편의(bias)되지 않으며 가장 정확한 방법

(best fit)으로 일반적으로 여겨지고 있다. 그러나 반복적인

계산을 이용해야하는 비선형식이며 초기값의 선택에 따라

지역최소점(local minima)으로 수렴할 가능성, 그리고 노이

즈(noise)가 클 경우 느리게 수렴하는 단점이 있다. 따라서

Delogne(1972)는 근사해(approximation)를 구하는 방법을

개발했는데 이 대수적합은 선형식으로 반복계산 없이 바

로 해를 구할 수 있기(closed-form)때문에 아주 간단하다.

그러나 추정량의 편의가 심한 것으로 잘 알려져 있다(Ahn

et al., 2001; Chan, Elhalwagy & Thomas, 2002; Chan

et al., 2005; Chernov & Lesort, 2004;  Coope, 1993;

Gander et al. 1994). 

기하적합은 반복적인 계산에 있어 빠르고 정확하게 추정

값으로 수렴하는 것이 관건이며 여러 학자들에 의해서 다양

한 수치적 방법이 제안되었으나(Chan et al., 2005; Coope,

1993; Gander et al., 1994; Li et al., 2011; Umbach &

Jones, 2003) 우수한 결과를 보인 것은 Lavenberg-Marquardt

의 알고리듬, Landau(1987), 그리고 Späth(1998)의 연구를 들

수 있다(Cheernov & Lesort, 2005; Zelniker & Clarkson,

2006). 대수적합은 간편한 계산의 장점을 살리고 편의를 줄

이기 위해서 그래디언트 대수적합(gradient algebraic fit)의 방

법을 Pratt(1987), Taubin(1991), 그리고 Al-Sharadqah 와

Chernov(2009)가 각각 제안하여 우수한 결과를 나타냈다. 이

상은 Späth(1998)의 연구만이 3차원 구적합이며 나머지는

모두 2차원의 원적합에 적용시킨 연구들이다.

3차원 인체의 운동역학에 적용된 기하적합은(Camomilla,

Cereatti, Vannozzi, & Cappozzo, 2006; Marin, Mannel,

Claes, & Dürselen, 2003; Piazza et al., 2001; Siston &

Delp, 2006) 마커의 독립적인 움직임을 고려하지 않은 마

커들의 평균값을 이용한 방법이다. Chang과 Pollard(2007)

의 연구에서 사용된 기하적합의 해는 상용 프로그램 함수

에 내장된 간단한 알고리듬을 사용하여 구했고, Ehrig,

Taylor, Duda와 Heller(2006) 그리고 Lempereur et al.(2010)

의 연구에서 사용된 기하적합의 알고리듬은 알 수 없다.

따라서 타당하고 신뢰로운 추정값을 보장할 수 없으며 올

바로 적용되었다고 말하기 어렵다. Lempereur et al.(2010)

의 연구는 견관절 중심을 찾아내는 방법을 인체에 직접 적

용시켜 비교하였다는데 의의가 있으나 타당도에 있어서 기

하적합을 gold standard로 놓고 비교하였다는데 문제를 발

견할 수 있다. 비록 기하적합은 다양한 방법에서 벤치마크

로서 사용되어 왔으나(Ahn et al, 2001) 전술한바와 같이

기하적합이 모든 상황에서 맞지는 않기 때문이다. 대수적

합은 Gamage와 Lasenby(2002)에 의해서 3차원의 인체분

석에 소개되었으며 파라미터를 이용한 것이 아니라 벡

터를 이용하여 직접 해를 구한 것으로서 추정방법은

Delogne(1972)의 방법과 완전 동일하다. 따라서 상황에 따

라 편의가 발생할 가능성이 크다. 이에 Halvorsen(2003)은

편의를 보정하는 방법을 제안하였으며, Chang 과

Pollard(2007)는 진보된 대수적합인 Pratt(1987)의 방법을

여러 마커의 3차원의 구의 운동으로 적용시켜 분석한 바

있다. 그러나 Halvorsen(2003)의 방법은 반복적인 계산이

사용되고 있어 대수적합의 장점을 살리지 못한 방법이라

할 수 있다.  

본 연구는 많은 선행연구가 이루어진 원 적합법의 확장

으로 3차원 구 적합에 관한 것이며 인체의 고관절이나 견

관절 같은 구관절 관절중심의 추정에 올바르게 적용하여

비교·분석하는 것을 목적으로 한다. 이를 위해 가상의 고

관절에서 운동범위, 각속도를 달리한 회전운동을 생성하여

가장 타당한 기하적합과 대수적합은 어떤 것인지 알아보

고 기하적합과 대수적합 중 어떠한 방법을 사용하는 것이

좋은가에 대해서도 논의해 보고자 한다. 

II. 연구 방법

고관절 회전중심의 위치는 뼈의 랜드마크에 부착된 마

커들의 분절 간 상대운동에 의해서 구한다. 이는 골반좌표

계에서 관측된 대퇴 마커들의 운동에 해당된다. 골반좌표

계의 원점은 LASIS(left anterior superior iliac spine)와

RASIS(right anterior superior iliac spine)의 중간지점이라

가정하였다. 마커들은 회전운동을 하며 각기 다른 구의 궤

적을 이루고 궤적에 각각의 구를 적합시켜 구들의 공통중

심과 각각의 반지름을 추정해 내는 것이다. 공통중심이 바

로 본 연구의 관심 대상인 회전중심이다. 이를 위해 시뮬

레이션 실험을 수행하였으며 생성된 자료는 골반좌표계에
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서 관측된 대퇴마커라 가정하였다. 사용된 좌표계는 직교

좌표계로 +x축은 전방, +y축은 상방, 그리고 +z축은 우측

방향이다(Figure 1). 

1. 통계모형

관측된 rij= (xij, yij, zij)
T를 대퇴에 부착된 번째 마커

(i = 1, ..., m)와 j번째 프레임( j= 1, ..., n)의 위치벡터, c=

(x, y, z)T는 회전중심벡터, 그리고 mi는 회전중심에서부터

i번째 마커까지의 벡터라 할 때 다음과 같은 통계적 모형

을 고려할 수 있다. 

rij = c + R1R2R3mi+ εij (1)

여기서 R1, R2, R3는 x(내/외전), y(내/외측회전), z(굴곡/신

전)축에 해당되는 오일러각 변환행렬이다. 예를 들어 R1은

(2)

이며 φj는 설명변수(explanatory variable)로 θj, ψj는 각각

R2, R3에 해당된다. i번째 마커 mi는 회전운동을 하여 구의

궤적을 이루며 는 이 궤적에 적합되는 구의 반

지름이다. εij는 오차(노이즈)로 εij~N(0, Iσ
2)이며(I는 3 × 3

단위행렬), Cov(εij, εkj) = 이다. 이는 Chan(1965)

의 2차원 원에 대한 통계적 모형을 3차원으로 확장한 것

으로 구면좌표계의 회전자유도 2와는 달리 자유도 3에 해

당하는 회전운동을 모두 포함하고 있다.

2. 적합법

표본벡터 rij가 주어졌을 때 추정하고자 하는 구의 중심

과 반지름모수는 각각 c, ρi이며 운동역학에서는 회전중심

인 c에 더 관심을 가진다(Figure 1).  

1) 기하적합

식 (1)의 오차를 최소화 하는 식은 다음과 같이 표본벡

터 rij에서 회전중심 c까지의 기하적 거리(geometric

distance)에서 반지름을 뺀 값을 최소화 한다. 

  

(3)

rij에서 추정될 구까지는 수직(orthogonal)거리이자 최소거

리이다. 비선형식이기 때문에 c와 ρi를 구하기 위해 반복

적인 계산이 필요하다.

(1) LM(Levenberg-Marquardt)

식 (3)은 라 할 때 1차 테일러급수

(Taylor series)에 의해서 다음과 같이 h의 선형함수로 근사

시킬 수 있는데

(4)

여기서 Jij는 회전중심 초기값 c0에 대한 dij(c)의 그래디

언트(gradient) 로

(5)

이다. 식 (4) 을 업데이트식을 추가하여 정리

하면 다음과 같다(Gavin, 2011; Shakarji, 1998).

(6)

여기서 J0는 벡터 Jij를 행으로 하는 행렬, D는 가중행렬

(weight matrix)로 DTD =  (I는 3 × 3

단위행렬, diag는 대각행렬), 그리고 λ ≥ 0는 Levenberg-

Marquardt 파라미터라 한다. 식 (6)에서 h를 구하여 새로

운 값 cnew= c0+ h를 계산한 후 수렴하는지 살펴보아

(FG(Cnew) < FG(c0))) 충분히 수렴하면 계산을 멈춘다(는 아

래의 식 (8) 사용). h의 방향에 따라 파라미터의 선택이

이루어진다. 본 연구의 파라미터는 증가 10, 감소 .04를

이용하였다. 

R1

1 0 0

0 cosφj φjsin–

0 φ jsin cosφj

=

ρi mi=

0 i k≠( )

FG c ρi,( ) ri j c– ρi–( )2

j 1=

n

∑
i 1 =

m

∑=

dij rij c– ρi–=

F̂LM c0 h+( ) di j c0( ) Jih h⋅+[ ]2

j 1=

n

∑
i 1 =

m

∑=

∇dij c0( )

Jij di j c0( )∇ ri j c0–( )/ ri j c0––= =

∂F̂LM

∂h
------------- 0=

J0
T
J0 λD

T
D+( )h J0

T
d c0( )=

I diag J0
T
J0( )+[ ]

Figure 1. Center of rotation(CoR) at hip joint and four markers
on thigh with respect to pelvic coordinate system
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(2) Landau

이것은 Landau(1987)에 의해 개발된 것으로 스칼라 값

인 반지름을 이용하지 않고 반지름에 벡터 를 곱해 반지

름벡터를 고려한 모형이라 할 수 있다.  

(7)

여기서 uij는  방향의 단위벡터이다(uij = (rij − c) /

). 하여 정리하면,

(8)

이며 이 반지름 추정량은 기하적합과 대수적합 모든 방법

에 걸쳐 동일하다. 또한 하여 정리하면 의 추정

량은 다음과 같다. 

(9)

초기값 c0를 선택하면 식 (8)에 의해서 반지름이 계산된

다. 그리고 계산된 반지름과 초기값 를 식 (9)에 대입하면

새로운 cnew를 구할 수 있다. 만일 이 충분히

수렴하고 조건을 만족시키면 계산을 멈춘다. 이 방법은

역행렬을 구하지 않기 때문에 singularity에 대한 걱정이

없다. 

(3) Späth

식 (3)의 구를 파라미터를 이용하여 표현한 것으로 다음

과 같다(Späth, 1998).

 

(10)

이는 x, y, z, ρ i에 대해 선형식이므로 = =  

= =0하여 정리하면 x, y, z, ρ i 추정량을 쉽게 구할 수

 있지만 θ, φ를 알아야만 한다. 추가적으로 = = 0

하면 θ, φ추정량을 구할 수 있다. 두 식에 서로의 미지수

가 포함되어 있으므로 반복적인 계산에 의해서 해를 구해

야 한다. 초기값 c0로 초기각도 θ0, φ 0를 계산한 다음 새

로운 cnew를 구할 수 있으며 만일 FS(cnew) < FS(c0)로 충분

히 수렴하면 계산을 멈춘다.   

2) 대수적합

(1) DK(Delogne-Kåsa)

식 (3)은 계산이 어렵기 때문에 Delogne(1972)가 수정된

최소제곱 방법을 제안하였으며 Kåsa(1976)가 이를 채택하

여 추가적으로 오차분석을 수행한 것으로 Delogne-Kåsa라

불린다. 이 방법은 기하적 거리에 제곱을 취하여 파라미터

를 이용해 선형식으로 변환한 것으로 반복계산 없이 바로

해를 구할 수 있다. 

 

(11)

라 놓으면

(12)

x, y, z에 대해 선형식이므로 = = = =

0을 정리하여 풀면 된다. 이 추정값은 Gamage와 Lasenby

(2002)와 완전 동일하다. 그러나 이들은 파라미터를 이용

한 스칼라식을 이용하지 않고 벡터를 이용해 바로 해를 구

했으며 계산이 약간 더 복잡하다.  

(2) Pratt

위의 식 (11)은 더 많은 파라미터를 이용하여 

,D=−2x, E=−2y, F=−2z, Gi=x
2+ y2+ z2−ρi

이라 할 때 다음과 같이 표현이 가능하다(Gander et al.,

1994; Pratt, 1987).

FA(A, D, E, F, Gi)

(13)

A = 1일때 D, E, F, Gi로 미분하여 D, E, F, G의 선

형방정식을 풀면 x, y, z, ρ i를 간단하게 계산할 수 있으며

앞의 DK 추정값과 동일하다. Pratt(1987)은 이 결과를 기
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하적합과의 비교를 통해 기하적합의 곡률(curvature)이 작

아질 때 편의가 심하게 나타나는 것을 관찰하여 이를 보

정해주고자 하였다. 이는 식 (13)에 구속조건(constraint)

을 주는 것으로 m개의 마커를 고려한 구속조건은 다음과

같다. 

(14)

파라미터벡터를 u = (A D E F G1 ...Gm), i번째 마커의

모든 n프레임의 위치를 행렬을 Si(n × 4)

(15)

여기서 aij= , 모든 m개의 마커에 대한 행렬

을 Si(mn × (4 +m)

(16)

여기서 1은 n개의 모든 성분이 1인 열벡터, 0은 n개의 모

든 성분이 0인 열벡터이다. 그러면 식 (13)은 다음과 같이

표현할 수 있다.

(17)

여기서 M = STS이다. 또한 식 (14)의 구속조건은 다음과

같이 표현할 수 있다.

(18)

여기서 행렬 CP((m + 4) × (m + 4))는

(19)

이며 구속조건을 가지는 최소화문제는 다음과 같다(Chang

& Pollard, 2007; Chernov & Lesort, 2005). 

minimize    uTMu (20)

suject to    uTCPu = 1

이 식은 일반화 고유값(generalized eigenvalue)에 해당되

는 문제로서 

Mu = λCPu (21)

이며 u의 최적의 해는 가장 작은 양(positive)의 고유값에

해당되는 고유벡터(Chernov & Lesort, 2005)이지만 노이

즈가 포함된 경우 행렬 M은 positive definite이므로 절대

값이 가장 작은 고유값에 해당되는 고유벡터(Rangarajan

& Kanatani, 2009)만으로 충분한 해를 구할 수 있다. 

(3) Taubin

이 방법은 Taubin(1991)에 의해서 제안된 것으로 Pratt

의 최적화문제와 거의 동일하다. m개의 마커를 고려한 구

속조건은 

4A2Ia+ 4ADIx+ 4AEIy+ 4AFIz+mnD
2 +mnE2+mnF2

(22)

이며    여기서   

이다. 위의 식 (22)에 해당되는 Taubin의 구

속조건 행렬 CT는

(23)

이며 이후의 과정은 Pratt과 동일하다. 

(4) Hyper

이 방법은 Al-Sharadqah와 Chernov(2009)가 제안한 것

으로 Hyper는 더 좋은 적합결과를 얻고자 하는

hyperaccurate의 줄임말이다. 구속조건을 제외한 모든 방법

역시 Pratt의 최적화문제와 동일하다. 구속조건은 행렬은

Pratt과 Taubin의 절충형으로

CH= 2CT− CP (24)
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이다. Pratt, Taubin, Hyper의 방법으로 벡터 가 추정되면

회전중심은 다음과 같이 구할 수 있다(Chernov & Lesort,

2005; Gander et al., 1994).

(25)

3. 실험절차

고관절 회전중심을 추정하는 시뮬레이션 실험절차는 다

음과 같다. <Figure 1>과 같이 골반좌표계에서의 고관절

회전중심의 위치는 로 설정하였다. 회전중심으로부터 오

른쪽 대퇴에 부착된 4개 마커의 초기위치는(좌표계 회전

이 없는 해부학적 자세) m1= (0, 0, 20)T, m2= (0, −20,
20)T, m3= (0, −40, 25)T로 하였으며 각각 대전자(greater

trochanter, GT), 외측중간부분, 외측과(lateral epicondyle,

LE), 내측과(medial epicondyle, ME)에 해당 된다(단위 : cm).

수행운동은 초기 굴곡상태에서 신전 그리고 내전 상태에

서 외전으로 각각 교차된 운동으로 분석범위는 하나의 운

동범위(amplitude) 자료만 선택하였다. 운동범위(range of

motion, ROM)는 굴곡/신전(ψ ), 내/외전(φ ) 모두 10, 15,

30, 60o로 네 개의 수준을 설정하였다. 표본수에 해당되는

각속도는 세 개의 수준이며 표본화주파수(sampling fre-

quency) 60 Hz에 해당되는 각속도는 각각 30, 60, 90o/s로

이는 각각 프레임 간 .5, 1, 1.5o의 각변위에 해당된다. 운

동범위와 각속도 두 요인의 교차설계에 의한 12개의 처리

에 각각 번의 자료를 생성하였다. 자료의 생성은 식 (1)의

모형에 근거하여 오차를 추가하였으며 마커의 측정오차와

피부운동오차를 고려한 표준정규분포 표준편차는 각각 .1,

.1(Ehrig et al., 2007; Gamage & Lasenby, 2002)로 하

였다(식 1의 εij). 기하적합의 알고리듬은 ε = 10−8일 때까지

반복계산을 수행하도록 하였으며 초기값은 DK의 추정값

을 이용하였다. 그리고 본 연구에서는 운동역학에서 사용

되는 또 다른 회전중심 추정방법인 변환법(transformation

approach)과의 비교도 수행하였다. 이는 Woltring(1990)의

순간회전축들의 가장 가까운 피봇지점을 찾는 것으로 여

기에서 사용되는 회전행렬과 순간회전축 추정은 Kim(2011)

에서 사용된 방법을 이용하였으며 이를 pivot이라 하였다.

추정된 회전중심벡터 의 평가는 RMSE(root mean

square error)를 이용하였다.  

모든 자료의 처리는 MATLAB ver 7.3(The MathWorks)을

이용하였다.

III. 결  과

운동범위와 각속도의 크기에 따른 각각 1000번의 시뮬

레이션 실험에 의한 RMSE는 <Table 1, Figure 2>와 같

다. 실험결과 범위는 .08773-19.6746 로 나타났다. Späth의

추정값은 결과가 가장 안 좋은데(범위 : 14.0530-19.6746) 이

는 회전운동시 회전축 근처에 위치하고 있는 마커 m1 때

문이다. 이 마커에 민감한 반응을 하여 엉뚱한 추정결과가

나타난 것이며, 결과에는 나타나있지 않지만 마커 m1을 제

외한 나머지 마커로 추가적으로 실험한 결과 다른 추정값

과 유사한 결과를 얻을 수 있었다. 따라서

Späth는 이상값(outlier)에 아주 민감한 추정방법이라 할

수 있다. 회전중심에 대한 모든 추정벡터 RMSE는 운동범

위가 커짐에 따라 줄어들었다. 그러나 Pivot은 다른 방법

c
1

2A
------- D E F( )T–=

ĉk

1

1000
------------ ĉk c–

2

k 1=

1000

∑

Table 1. RMSE of the estimated center of rotation by fitting methods over 1000 sample                                    (unit : cm)

ROM LM Landau Späth DK Pratt Taubin Hyper Pivot

10

30 1.1735 1.1667 18.6314 2.6638 1.1666 1.1666 1.1666 10.3561

60 1.5655 1.5617 17.4796 2.5549 1.5617 1.5617 1.5617 5.1136

90 2.0063 1.9956 14.0530 2.8679 1.9956 1.9956 1.9956 3.5056

15

30 .6403 .6394 19.6746 1.3348 .6394 .6394 .6394 10.4005

60 .8911 .8874 19.6555 1.3539 .8874 .8874 .8874 4.9602

90 1.0281 1.0242 19.6441 1.3848 1.0243 1.0243 1.0243 2.8552

30

30 .2392 .2389 18.8352 .3895 .2389 .2389 .2389 10.0896

60 .3230 .3221 18.8167 .4392 .3221 .3221 .3221 4.7403

90 .3897 .3885 18.7992 .4766 .3887 .3887 .3887 2.6200

60

30 .08812 .08773 16.3460 .1151 .08798 .08798 .08798 9.9962

60 .1244 .1234 16.2813 .1422 .1245 .1245 .1245 4.5791

90 .1516 .1499 16.2105 .1670 .1520 .1520 .1520 2.4344

Note. ROM = range of motion( o );  = angular velocity(o/s)
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과 비교해 보았을 때 RMSE의 감소율이 아주 작게 나타

났다. 또한 Pivot을 제외한 모든 방법의 RMSE가 각속도

가 작을수록 줄어들었다. Pivot에 의한 방법은 반대로 각

속도가 작아짐에 따라 RMSE가 커지며 각속도뿐만 아니

라 모든 운동범위에서 다른 방법과 비교해 보았을 때 값

이 크다(범위 : 2.4344-10.3561 cm). 기하적합의 경우 LM과

Landau는 거의 비슷한 결과를 얻었고 대수적합의 경우

Pratt, Taubin, Hyper는 거의 동일한 결과를(소수 넷째자리

의 유효숫자) 나타냈다(Table 1).

DK는 예상한대로 운동범위가 작을 경우 RMSE가 크게

나타나 편의추정량임을 알 수 있으며 운동범위가 커질수

록 RMSE가 작아져 편의가 줄어들지만 LM, Pratt,

Taubin, Hyper와 비교해 보았을 때 유사해지거나 더 작아

지지는 않았다. 가장 좋은 결과를 보인 것은 운동범위가

60o이고 각속도가 30o/s일 때 기하적합은 LM과 Landau,

대수적합은 Pratt, Taubin, 그리고 Hyper이며 오차는 약

.09 cm이다.

IV. 논 의

본 연구는 다양한 분야에서 비교적 심도 있는 연구가 이

루어지고 있는 원의 적합법을 확장하여 3차원 구에 적합

시키는 것으로 인체 관절중심을 추정하는데 올바로 적용

하여 서로 비교하는데 있다. 

적합법 대부분의 추정값은 운동범위가 커질수록 더욱 타

당한 결과를 나타냈다. 큰 운동범위의 회전운동은 적합하

기에 좋은 더 확실한 구를 형성하기 때문이다. Späth의

RMSE는 아주 큰데 그 이유는 마커 때문이다. 여기에 해

당되는 GT는 굴곡/신전시에 움직임이 작게 나타나고 Späth

의 추정해야할 모수중의 하나인 각도의 계산에 아주 민감

하게 영향을 미친 것으로 생각된다. 또한 대부분 각속도가

작을수록 우수한 결과를 보였는데 이는 각속도가 작아지

면 프레임 수가 증가하여 표본수가 많아지고 이에 따라 오

차가 줄어들어 추정값의 일치성(consistency)을 나타낸 결

과라 할 수 있다. 그러나 반대로 Pivot 은 각속도가 작을

수록 안 좋은 결과를 나타냈다. Pivot의 경우는 운동이전

과 이후의 회전변위가 작을 경우 회전행렬이 singularity에

가깝기 때문이다. 따라서 운동범위가 커져도 오차가 크게

작아지지 않았다. Kim(2011)의 연구에 의하면 타당한 회

전축이 추정되려면 각변위가 .025 rad(= 1.4324o) 이상이

되어야 한다고 하였으나 본 연구에서 설정한 각변위는 대

부분 이보다 더 작기 때문에 결과가 안 좋다. 본 연구에서

는 또 다른 변환법인 Ehrig et al.(2006), Piazza, Erdemir,

Okita와 Cavanagh(2004), 그리고 Siston과 Delp(2006)의

방법들은 고려하지 않았다. 이 변환법을 적용시키려면 양

쪽 분절의 좌표계가 필요하기 때문이다. 물론 대퇴에 네

개의 마커가 부착되어 있기 때문에 세 개의 마커로 임시

좌표계를 정의할 수 있지만(Piazza et al., 2004) 마커에

의해서 좌표계를 정의하면 오차가 개입되고(Kim, 2011),

또는 강체 마커 클러스터(Cappozzo, Catani, Croce &

Leardini, 1995)를 부착하려면 추가적인 장치가 필요하기

때문이다. Cereatti, Donati, Camomilla, Margheritini와

Cappozzo(2009)의 연구에 의하면 사체를 가지고 Ehrig et

al.(2006)의 변환법과 Halvorsen(2003)의 편의를 보정한 대수

적합을 적용하여 비교하였는데 변환법이 안 좋게 나왔으

며 심지어 추정의 오차가 대수적합에 비해 두 배나 큰 결

과를 보였다. MacWilliams(2008)의 연구도 모형로봇으로

실험한 결과 DK가 Siston 과 Delp의 변환법에 비해 우수

한 결과를 보여 이를 방증한다. 본 연구는 또한 회선

(circumduction)은 고려하지 않았다. 식 (1)의 모형에 의해

서 자료를 생성하기 어렵기 때문이다. Camomilla et

al.(2006)은 복합적인 다양한 운동으로 여러 추정방법을 비

교한 바 있으나 본 연구와 같이 두 가지 운동만으로도 각

방법의 장단점을 찾아내기는 충분하였다. 그러나 Begon,

Monnet, 과 Lacouture(2007)의 연구에 의하면 굴곡/신전,

내/외전과 함께 회선운동을 추가하여 추정하면 더 좋은 결

과가 나타났기 때문에 실제로 인체에 적용시킬 경우에는

세 가지 운동을 모두 사용하는 것이 좋을 것이다. 회전중

심을 추정하기 위한 운동은 급작스러운 최대운동범위를 수

행하는 것은 좋지 않다. Begon et al.(2007)은 완전한 운

동범위 보다는 약간 제한된 운동(정도의 굴곡/신전, 정도의

내/외전)이 더 타당하다고 하였다. 굴곡/신전, 내/외전은 전

후좌우로 넓은 분포를 가지기 때문에 상하의 값 오차가 크

다는 것도 유의해야할 것이다.

이론적으로 보면 기하적거리를 최소화는 것은 최대우도

와 동일하기(equivalent) 때문에(Chan, 1965; Chan et al.,

2005) 추정량의 통계적 특성을 만족시키는 기하적합이 절

Figure 2. Profile plots of RMSE of the estimated center of
rotation
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대적으로 우수한 방법인 듯 하다. 그러나 Moura 와

Kitney(1991)가 제안한 대수적합도 기하적, 통계적, 수치적

으로 타당하다는 것을 Nievergelt(1994)가 증명하였으며,

Chernov와 Lesort(2004), 그리고 Zelniker와 Clarkson(2005)의

대수적합 추정량의 이론적 특성을 연구한 논문을 보면 점

근적 특성보다는 분산이 0에 접근함에 따라 Pratt과

Taubin의 방법이 기하적합과 유사하게 나왔으며 통계적으

로 최적화되었음을 보였다. 이는 모수추정값의 공분산행렬

이 크라머-라오하한(Cramér-Rao lower bound)을 만족하기

때문이다(Chernov & Lesort, 2005; Kanatani, 1998). 여

러 개의 마커로 3차원 구적합을 한 본 연구의 결과도 크

라머-라오하한을 기준으로 하지 않았지만 이를 뒷받침한다

고 할 수 있다. 기하적합은 노이즈가 크고 표본수가 적으면

대수적합보다 좋지 않고(Al-Sharadqah & Chernov, 2009;

Rangarajan & Kanatani, 2009), Li et al.(2011)의 노이즈

가 큰 경우 DK의 방법이 더 좋게 나온 경우도 있고,

Coope(1993)의 연구에 의하면 기하적합은 이상치에 민감

하며 특히 회전중심 근처에 자료가 위치할 경우에 더욱 그

러하다. 본 연구에서는 Späth가 이에 해당된다. 

기하적합의 알고리듬 중 LM과 Landau의 실험결과는 비

슷하게 나타났으며 결과에 나타나 있지는 않지만 Landau

가 더 많은 반복계산을 하였다. LM은 비선형 최소제곱

의 해를 구하기 위한 표준으로 사용되며(Gavin, 2011),

gradient descent와 Gauss-Newton의 방법이 결합되어 해의

방향과 크기가 동시에 조절되어 비록 넓은 범위의 초기값

을 선택하더라도 빠르고 정확하게 수렴한다는 장점이 있

다(Shakarji, 1998). 또한 Chernov & Lesort(2005)의 연

구에서 보면 호(arc)를 달리하여 생성한 원자료에서 호 전

체에 걸쳐 100% 확률의 수렴결과를 보여 효율적인 계산

방법임을 알 수 있다. 따라서 LM을 선택하는 것이 좋다. 

대수적합 중 DK의 방법은 근사해이므로 손실이 있다.

기하거리를 제곱하였으므로 기하적 의미에서 무엇을 최소

화하는지 알 수 없으며(Gander et al., 1994), 이는 관측값

에서 원까지 가장 가까운 거리와 가장 먼 거리의 두 거리

를 최소화하기 때문이다(Coope, 1993). 그리고 거리의 제

곱을 최소화하기 보다는 반지름제곱을 최소화하여 작은 원

이 추정되는 경우가 자주 있다(Al-Sharadqah & Chernov,

2009). 또한 Zelniker와 Clarkson(2006), Moura와 Kitney

(1991)의 연구에 의하면 DK는 좋은 추정량이 가져야할 점

근적 수렴의 특성을 가지지 않기 때문에 일치성이 떨어지

는 추정량이라 하였다. 비록 본 연구에서는 각속도의 수준

의 한계로 인해서 이러한 반응을 보지는 못했지만 DK는

사용하지 않는 것이 좋을 것이다. Pratt은 기하적합보다 작

은 원이 추정되는 DK 방법에 구속조건을 주었다. 기하적

합의 곡률이 작아지게 되면 식 (13)에서 A는 0에 가까워

평면의 방정식이 되므로 식 (14)의 구속조건을 주어 구의

방정식이 되도록 한 것이다. Pratt, Taubin, Hyper의 방법

은 본 연구에 의해서 차이가 없는 것으로 나타났으며,

Hyper에 대한 Rangarajan과 Kanatani(2009)의 후속연구에

서도 Hyper와 Taubin의 결과가 거의 동일하게 나타나

Hyper와 Taubin의 장점은 없는 것으로 생각된다. 구속조건

이 간단한 Pratt을 사용하는 것이 좋다. 

이상을 종합해 볼 때 절대적인 우위에 있는 방법은 없

는 듯 하며 기하적합과 대수적합의 비교는 무의미하다고

생각된다. 기하적합의 멈춤조건 을 더 작게 설정하면 결과

가 더 좋게 나타날 수도 있기 때문이다. 만일 3차원 회전

중심 추정에서 기하적합을 이용할 경우 LM 알고리듬을,

대수적합을 이용할 경우 Pratt을 이용하는 것이 좋다.  좋

은 방법은 서로의 장점을 보완 적용하여 사용하는 것인데

본 연구와 같이 대수적합의 추정값을 기하적합의 초기값

으로 사용하는 것이다. 실제로 많은 연구에서 대수적합의

추정값(DK)을 기하적합의 초기값으로 사용하며(Ahn et al.,

2001; Chernov & Lesort, 2005; Gander et al., 1994; Späth,

1998; Zelniker & Clarkson, 2006), 또한 이를 권장한다

(Coope, 1993). 제안하자면 대수적합에서 우수한 결과를

나타낸 Pratt의 추정값을 사용하거나 또는 이를 기하적합

의 초기값으로 이용한 추정값을 사용하는 것이다. 

V. 결 론

본 연구는 여러 가지 3차원 구 적합법을 고관절 회전중

심의 추정에 올바르게 적용하여 비교·분석한 것으로 다

음과 같은 결론을 얻었다. 관절의 운동범위가 커짐에 따라

그리고 각속도가 작아짐에 따라 타당한 회전중심이 추정

된다. Späth의 방법은 이상값에 민감하며 Delogne-Kåsa

(DK)의 방법은 운동범위가 커지고 각속도가 줄어들어도 편

의가 완전히 줄어들지 않았다. 기하적합은 Levenberg-Mar-

quardt(LM)의 방법이, 대수적합은 Pratt의 방법이 가장 타

당한 결과를 나타냈다.  
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