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Abstract

Application areas for Lifetime Performance Index(LPI), a kind of process capability index 

to be frequently used as a means of measuring process performance are illustrated with 

examples. Statistical properties for maximum likelihood and unbiased estimators of LPI 

are evaluated and discussed under Weibull distribution with known shape parameter. 

Furthermore, guidelines for selecting an estimator of LPI are also presented.  
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1. 서 론

1980년  반 이후 생산공정의 품질수 에 한 가장 간편한 척도로 공정능력지수(Process 

Capability Index; PCI)가 리 쓰인다(Kane(1986)). 공정능력이란 공정이 리상태에 있을 

때 얼마나 균일한 제품을 생산하는지를 나타내는 것으로 주로 양쪽 규격한계가 있을 때 품

질특성치 분포의 를 이용한   등이 쓰이며, 가 클수록 품질수 은 높다고 볼 수 있다. 

PCI의 유용성에 해 일부 논란이 있지만, Yum and Kim(2010)에 의하면 2000~2009년간 약 

530편의 논문과 문서 이 발간되어 활발하게 연구가 진행되고 있는 주제이다. 이에 한 

최근 연구결과는 Anis(2008) 등을 참조하면 된다. 

  한편 클수록 바람직한 품질특성치일 경우에 규격하한만 주어지므로 이 추천되고 있다.  

Tong et al.(2002)은 수명이 지수분포를 따르는 자제품에 한 로 수명능력지수

(Lifetime Performance Index; LPI)를 제안하고 이에 한 일양최소분산추정량(Uniformly 

Minimum Variance Unbiased Estimator; UMVUE)의 통계  성질을 조사하 으며, 완 자

료(complete sample)일 때 가설검정 차를 구축하 다. 이를 계기로 지수분포일 경우에 

Lee et al.(2009)이, 토 분포일 때 Hong et al.(2007)이, 2-모수 지수분포일 경우에 Wu 

et al.(2007), Lee et al.(2010)과 Lee et al.(2011b)이, 와이블 분포일 때 Lee et al.(2011a), 

Lee(2011), Hong et al.(2012), Ahmadi et al.(2013a) 등이 LPI에 한 후속연구를 수행하

다. 특히 본 논문에서 다루는 와이블 수명분포일 경우에 형상모수가 알려져 있을 때 Lee et 

al.(2011a)과 Lee(2011)는 각각 완 자료와 제2종 측 단일 경우에, Ahmadi et al.(2013a)

과 Hong et al.(2012)은 각각 형상모수가 알려져 있을 때와 알려져 있지 않을 때 sudden 

death 시험방식으로 진  측 단을 용하여 시험데이터를 획득할 경우에 LPI에 한 

추정량을 제안하고, 이를 이용한 정확한 는 근사  가설검정 차를 제안하 다. 이에 

한 최근 연구동향은 Ahmadi et al.(2013b)을 참조하면 된다.

지 까지 수행된 모든 선행연구들이 형태인 LPI에 한 추정량을 구하고 이로부터 가설

검정 수행 차와 이의 검정력 등을 검토하는 과정으로 개되고 있어, 제안된 LPI의 유용성

과 업에서의 실제 활용 가능성을 악하기 어렵다. 한 LPI값이 음수일 때도 부 합률과 

응시키고 있어(지수분포일 경우는 Tong et al.(2002), 와이블 분포일 경우는 Lee(2011) 등

을 참조) 공정능력지수에 속하는 척도로서의 부합도도 만족스럽지 않다.   

  따라서 본 논문은 먼  LPI의 실제 활용 가능성을 제고하기 해, 이를 기존 연구와 동일

한 형태이지만 공정능력지수의 부 합률와의 계처럼 수명자료 성격에 보다 합하도록 몇 

가지 방향으로 정의하여 지수의 의미를 명확히 할 수 있는 방향을 모색하고자 한다. 즉, 2

에서 규격하한을 신뢰성 분야에 리 쓰이는 기 으로 설정하고, LPI를 이들 기 에 연 된 

척도로 응시켜 지수의 의미를 이해하고 악하는데 도움을 주고자 한다. 한 3 과 4

에서 수명분포로 리 쓰이는 와이블 분포를 따를 경우를 상으로 신뢰성 실증시험이나 표

본크기가 작을 경우 등에 용되는 형상모수가 알려 있다고 가정할 때 LPI의 두 추정량에 

한 통계  성질을 조사하고, 수치 제에 용하여 이의 활용도를 보여 주고자 한다.
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2.  수명성능지수

가 수명을 나타내는 확률변수이고 이의 기 값(MTTF)과 표 편차를 와  , 규격하한을 

로 나타낼 때 LPI()는 식 (1)과 같이 정의된다(Tong, et al.(2002)).

 




 


                          여기서 는 변동계수임.

(1)

 

기존 연구[2, 3, 6, 10~16]에서는 을 단지 수명에 한 규격하한으로, 이에 미달한 비율을 

부 합률로 정의하고 있는데, 업에서 수명자료에 한 규격하한과 이에 따른 부 합률은 

잘 이해되지 않는 설정체계이다.

따라서 본 논문에서 을 보증비용을 추산할 경우에 무상보증기간으로, 신뢰성 실증시험

(Reliability Demonstration Test; RDT)을 용할 경우는 기  실증수명에 해당되는 B수명

(분 수)으로, 설계검증단계에서는 달성해야 될 목표수명 등으로 설정하고자 한다.    

여기서 수명이 형상모수와 척도모수가 각각  인 와이블 분포를 따를 때 확률 도함수는 

다음과 같이 주어진다.

  
 
 
  


     

일반 으로 와이블 분포의 형상모수 는 상 제품에 한 과거자료, 유사제품, 다양한 정

보원으로부터 추정할 수 있으므로 RDT 등에서는 일반 으로 형상모수 값을 알고 있다고 

가정하여 시험계획을 도출하고 있다. 즉, 수명 가 형상모수가 이고 척도모수가 인 와이

블 분포를 따르면  은 평균이 인 지수분포를 따름을 이용한다.

여기서    
   이고    

   
      이므로 식 (1)에 입하

면 다음과 같이 된다. 

        



 

   
 

 
 




 

   
 


    

                
 

 

  

            여기서,  

 

   
    이고,

                   두 번째 식은     로 표 될 경우임.

(2)
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여기서 이 신뢰성분야에서 리 쓰이는 무상보증기간, 실증수명, 목표 설계수명에 용되

면, 통상 으로 낮은 분 수(보통 0.01~0.1백분 수)가 되므로 식 (1)의 LPI는 음수가 아닌 

양수가 되어 공정능력지수에 한 상식 인 조건을 만족한다. 그리고 식 (2)에서 우변 첫째 

항은 와이블 분포의 변동계수에 해당되는데, 이는 척도모수에 의존하지 않고 형상모수에만 

의존하므로 LPI가 가질 수 있는 값의 상한은 음수인 두 번째 항을 감안하면 다음과 같이 

주어진다.

 ≤

 
 
 



                

이 상한 값인 
을 의 실용  범 (고장률 증가형인 경우  ≤ ≤   )에 도시한 <그림 

1>을 보면 지수분포(  )일 때 LPI의 상한은 1이 되며, 가 증가하면 이 값도 거의 선형

으로 증가하고 있다.

<그림 1> 에 따른  LPI의 상한

한편 LPI 지수 값은 PCI 만큼 명확하지 않으며, 술한 바와 같이 기존 연구에서 통념과 다

르게 LPI가 음수 값을 가질 수도 있다.  따라서 이 에서는 을 신뢰성 분야에서 할 수 

있는 구체 인 기 으로 설정한 후에, LPI를 보증기간의 고장비율, 무고장 실증시험의 기  

실증수명(분 수로 표 )에 해당되는 고장확률, 안 계수와의 응 계로 나타내어 LPI의 

활용가능성을 시하고자 한다.

2.1  이 (무상)보증기간일 경우

만약 이 무상 는 유상 보증기간으로 정의되면 LPI에 따라 보증기간 내에 고장이 발생하

는 비율( )을 구할 수 있으므로 이에 따른 보증비용 충당  설정이나 제품가격의 산정 시 
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보증비용을 반 하는데 활용할 수 있다.

이 보증기간일 때 이 기간 내에 고장이 발생하는 비율(여기서 부 합률은 보증청구비율에 

해당됨) 는 LPI가 주어지면 식 (3)에 의해 구할 수 있다.

  Pr ≤       
  ⋅



(3)

를 들면 <그림 2>와 <그림 3>에서  가 각각 1, 2, 3, 5일 때 LPI와 의 계를 볼 수 

있으며, 이로부터 정규분포 하에서 공정능력지수와 규격에 부합되지 않는 제품비율과의 

계와 유사하게 과 가 규정되면 가 일의 으로 결정된다. 여기서       일 때 

LPI의 최 값은 각각 1.913, 2.751, 4.366임을 알 수 있다.

<그림 2> LPI와 의 계:    

                                                      

 <그림 3> LPI와 의 계:        
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2.2  이 분 수로 표 될 경우

제품이나 부품의 설계검증, 양산인가, 신뢰성 인증시험에 용되는 R  /C  실

증시험은   백분  수명 를 주어진 신뢰수  로 보증하는 시험방식이 

된다. 이런 RDT시험계획 에서 최소 표본크기 시험계획은 개 단 를 까지 시험하여 

만약 고장이 하나도 발생하지 않으면 이 실증시험은 성공하게 된다. 여기서 표본크기   

는 시험시간 은 신뢰수   , 신뢰도   (분 수이면 분 수), 그리고 와이블 형상모

수 에 의존한다. 

따라서 RDT는 기  실증수명이   로 규정되면 분 수 형태인 다음의 두 가설로 나타

낼 수 있으며,  

     또는≤       (4)

여기서 는  ln      이고, 표본크기 가 주어질 때 무고장 시험시간은 다음 식에 

의해 설정된다(서순근(2011)).

   ln  
ln   



(5)

를 들면 가 2일 때, R95/C90 무고장 시험계획에 한 가설검정에서 식 (4)의 귀무가설은 

식 (2)의 두 번째 식에 입하여 LPI에 한 규정조건으로 다음과 같이 바꿀 수 있으며, 2.1

에 정의된 부 합률()은 0.05가 된다.

   



 

 


 





 

 
 ln

   =                

따라서   일 때 식 (5)에 입하면 상기의 LPI 조건을 만족하는 R95/C90 무고장 시험의 

시험시간은 이 된다.  

상기의 RDT뿐만 아니라 목표 설계수명도 주로 분 수로 표 되므로, LPI의 활용도와 이해

를 높이기 해 가 1, 2, 3, 5일 때 낮은 분 수(  ∼   )와 LPI의 계를 <그

림 4>에 도시하 다. 그림에서  ≥ 일 때 가 증가하면 LPI는 감소하며, 더욱이 

≤     일 경우에 가 큰 값을 가지면 LPI는 상 으로 큰 값을 가짐을 쉽게 알 수 

있다.            
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<그림 4> 기  실증수명의 고장확률()와 LPI의 계:        

2.3  이 안 수명일 경우

한편 Jiang and Murphy(2011)는 안 수명(safety life) 과 안 계수 는   


로 표

되며, 는 3 ~ 4정도의 값을 추천하고 있다. 여기서 을 안 수명으로 설정하면 LPI는 

식 (6)으로 을 수 있다.      

 

 
 
 

 ⋅
   (6)

따라서 식 (6)으로부터 는  ⋅
   이 된다. 를 들면 가 2일 때 는 0.5227

이 되므로, 가 3이면 은 1.275가 되고, 역으로 이 1.4로 주어지면 는 3.729가 된다.  

설계자에게 도움이 될 수 있도록 안 계수(  ∼   )와 LPI의 계를 가 1, 2, 3, 5일 

때 <그림 5>에 도시하 다.  그림에서  ≥ 일 때 가 증가하면 LPI는 증가하며, 더욱이 

가 큰 값을 가지면 LPI는 상 으로 큰 값을 가짐을 알 수 있다.   
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<그림 5> 안 계수( )와 LPI의 계:        

   

3.  수명성능지수의 추정

3.1 LPI의 추정량

Lee(2011)는 LPI에 한 최우추정량(Maximum Likelihood Estimator; MLE)를 이용한 가설

검정법을 제안하고 UMVUE을 언 하 으나 두 종의  추정량의 통계  성질을 조사하지 

않았다. 본 논문에서는 가설검정보다는 어떤 추정량이 바람직한지 조사하여 이의 선택에 

한 정보를 제공하고자 한다.

개 시험단 를 동시에 투입하여 획득한 수명이 ⋯  일 때  
 




  로 정의하

면   는 자유도 인 분포를 따른다(Lawless(2003)). 한 의 MLE는 다음과 주어

진다.

 
 



따라서 LPI의 MLE는 이의 불변성(invariance property)에 의해 다음과 같이 구해진다

(Lee(2011).

 
 


 

  
 


 

 


 

  
 

 


 (7)
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먼  가 자유도 인 분포를 따르면,   의 1, 2차 률의 기 값은 식 (8)과 같이 

주어지므로,

    


∞

 ∣ 
  

 
   

          여기서,  ⋅∣   는 자유도 인   분포의 확률 도함수임.

(8)

  의 분산은 식 (9)와 같이 구할 수 있다.

   
 

 


 

   
  (9)

          

따라서   이므로 식 (8)를 이용하여    의 기 값을 구하면 다음과 같이 된다. 

    

     

 



(10)

               

식(7)과 (10)으로부터 의 기 값이 식 (11)과 같이 되므로,

   





 

 
 

  


(11)

는 편의 추정량이 되며, 편의(bias)는 다음과 같이 주어진다.

  
   

  (12)

한편 는 에 의존하므로 변수변환방법에 의해   


 
 



 의 확률 도함수와 

기 값을 다음과 같이 구하여 의 통계  성질을 개략 으로 악할 수 있다.
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과 의 세 가지 조합에 해 확률 도함수를 도시한 <그림 6>을 보면 가 커질수록, 

이 커질수록 의 기 값이 1에 가까워지며 산포도 작아짐을 알 수 있다.

<그림 6> 의 확률분포

한 편의 추정량인 최우추정량의 안으로 식 (13)의 불편추정량 을 고려할 수 있는데, 

  
 


 

 
 

 
 


 (13)

가 에 한 충분추정량이므로(Tang et al.(2002)), 은 UMVUE가 된다.

그리고   는 자유도 인 분포를 따름을 이용하여 에 의한 LPI에 한 

   신뢰하한은 식 (14)와 같이 구할 수 있으며(Lee(2011)), 

         ≥

 
 
 

   






 
 






          여기서 
    는 자유도 인 분포의    분 수임.

(14)
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에 의한 LPI에 한    신뢰하한은 유사한 방식으로 식 (15)와 같이 구할 수 

있다. 

 ≥

 
 
 

   






 
 






 
  (15)

3.2 수치 제

다음은 1년(8,760시간)을 무상보증기간으로 설정하고 있는 기부품 20개에 해 얻은 수명

자료이며, 이 수명자료는 형상모수가 1.5인 와이블 분포를 따른다고 알려져 있다. 

먼  의 최우추정값을 구하면,   
 



    이 되므로 식 (7)과 (13)에 

입하여 

<표 1> 기부품 수명자료

고장자료(단 : 1,000시간)

74, 34, 63, 107, 29, 13, 8.9, 15, 82, 29, 4.1, 18, 49, 96, 41, 24, 48, 95, 53, 28

구한 LPI에 한 두 추정량은 다음과 같이 계산된다. 

 
          

                      

무상 보증기간에 고장이 발생되는 고장비율은 식 (3)에 따르면 6.98%()과 7.27%()가 

된다. 한 식 (14)에 입한 에 의한 LPI에 한   신뢰하한과 이에 따른 무상 보증

기간 내 고장비율의 상한은 각각 1.119와 9.59%가 되며, 식 (15)에 입한 에 의한 LPI에 

한   신뢰하한과 이에 따른 무상 보증기간 내 고장비율의 상한은 각각 1.109와 9.99%

가 된다.

4. 추정량의 비교

본 논문에서는 어떤 추정량을 선택해야 좋은지에 지침을 제공하기 해 두 추정량의 편의와 

MSE(Mean Squared Error)을 구하여 비교하 다.

의 편의는 3 의 식(12)로부터 구할 수 있으며, 특히 지수분포이면 는 
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    이 된다.       일 때 를 에 해 도시한 <그림 7>을 보

면 모든 경우에 는 LPI를 과소추정하고 있으며, 이 커질수록, 는 가 커질수록 편의

의 값이 감소됨을 악할 수 있다.

    <그림 7>   :       

두 추정량의 통계  우월성을 비교하는 척도로 MSE를 삼을 수 있으므로, 먼  두 추정량의 

분산은 식 (9)를 이용하여 구하면 다음과 같이 된다.

 
  




 

   
  (16)

  
 

  
 




 

   
 

(17)

여기서, 지수분포를 따르면 과 는 각각  


과 


로 간략

하게 표시되며, 후자가 자보다 작음을 쉽게 알 수 있다. 그리고 의 MSE는 식 (12)의 

편의의 제곱과 식 (16)의 분산을 더하면 된다. 

<그림 8>은 두 추정량의   을 도시한 것으로, 이를 보면  의 MSE가   보다 작

음을 알 수 있으며, 두 MSE는 가 구간 (1, 2)의 특정 값까지 증가하다가 그 이후에 감소
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함을 알 수 있다.   두 추정량의   의 차(









  )를 과 

에 해 도시한 <그림 9>를 보면 이 50정도가 되면 와 의 MSE가 거의 근 해짐

을 확인할 수 있다. 특히 지수분포를 따르면   의 차는     로 간략하

게 구할 수 있다.

<그림 8> 두 추정량의   

<그림 9> 두 추정량에 한 

두 추정량에 한 편의와 MSE의 도출결과로부터 이   보다 통계  성질측면에서 우수
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함을 알 수 있으며, 이의 우월성은 가 커지거나, 이 증가함에 따라  약화되고 있다. 

한편 은 MLE의 바람직한 성질(유효성, 근  정규성, 불변성 등)을 가지고 있는 이 이 

있으며, 편의 측면에서도 LPI를 과소 추정하는 보수 인 성질을 가지고 있어 가 작거나, 

는 이 작을 경우가 아니면 LPI의 추정량으로 충분히 활용할 수 있다. 

5.  결론  

공정의 균질성(uniformity)을 나타내는 공정능력을 간편하게 나타내는 단순한 척도로 공정능

력지수가 리 쓰인다. 본 논문에서는 정규분포를 따르는 경우를 주 상으로 하는 이런 공

정능력지수 에서 규격하한만 존재하는 비정규 분포를 따르는 수명자료에 활용할 수 있도

록 정의된 수명성능지수(LPI)에 해 다양한 수명분포에 한 가설검정 차만을 연구주제로 

삼고 있는 기존연구와는 달리 이의 실제 활용 가능성을 세 가지 경우에 시하 다. 한 

수명분포로 리 쓰이는 와이블 분포를 따르며 형상모수가 알려 있다고 가정할 때 LPI의 

최우추정량과 불편추정량에 한 통계  성질을 조사하고 이의 선택에 도움이 될 수 있는 

지침을 제공하 다.  

본 논문의 상은 완 자료를 한정하여 개하고 있지만 제 2종 측 단일 경우에 고장개

수가 이고 가 올림차순으로 정렬된 번째  고장시간일 때  
 




       

로 정의하면   는 자유도 인 분포를 따르므로(Lawless(2002)), 3과 4 의 결과를 

쉽게 이 상황에 용할 수 있다.

앞으로 공정능력지수와 유사하게 업에서 LPI의 지수 값이 보편 으로 인식될 수 있도록 

다양한 응용사례를 개발하고 리 보 할 필요가 있으며, 더불어 형상모수가 알려져 있다고 

가정한 와이블 분포 외에 다양한 수명분포와 보다 포 인 시험상황에 용할 수 있는 후

속연구가 요망된다. 
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