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Abstract

Low-cost and low-power are important requirements in mobile systems. Thus, when a floating-point arithmetic

unit is needed, 24-bit floating-point format can be more useful than 32-bit floating-point format. However, a

24-bit floating-point arithmetic unit can be risky because it usually has lower accuracy than a 32-bit

floating-point arithmetic unit. Consecutive floating-point operations are performed in 3D graphic processors. In

this case, the verification of the floating-point operation accuracy is important. Among 3D graphic arithmetic

operations, the floating-point division is one of the most difficult operations to satisfy the accuracy of 10-5 which

is the required accuracy in OpenGL ES 3.0. No 24-bit floating-point divider, whose accuracy is algebraically

verified, has been reported. In this paper, a 24-bit floating-point divider is analyzed and it is algebraically verified

that its accuracy satisfies the OpenGL requirement.

요 약

모바일 시스템에서는 비용 및 전력 효율이 중요하기 때문에 부동소수점 연산기 개발 시 32-비트 데이터 형식

대신 24-비트 데이터 형식을 사용하는 것이 좋다. 하지만 24-비트 데이터 형식을 사용할 경우 32-비트 데이터 형

식에 비해 연산기의 정확도가 낮아질 수 있다. 3D 그래픽과 같이 연속적인 부동소수점 연산 처리가 많이 요구될

경우 연산기의 정확도에 대한 논의와 검증이 중요하다. 나눗셈은 3D 그래픽에 사용되는 연산 중 OpenGL에서 규

정한 정확도를 만족하기 가장 어려운 연산 중 하나이다. 현재까지 OpenGL에서 규정한 정확도를 만족하는 것이

대수적으로 검증된 24-비트 부동소수점 제산기는 알려진 바가 없다. 본 논문에서는 24-비트 부동소수점 제산기를

분석하고, OpenGL ES 3.0에서 규정한 10-5의 정확도를 만족함을 대수적으로 검증한다.

Key words : OpenGL ES 3.0, 24-bit floating-point divider, division-by-convergence, accuracy, algebraic

verification.
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Ⅰ. 서론

OpenGL은 3D 그래픽스에서 널리 사용되고 있는

국제표준이다. 임베디드 시스템에 특화된 OpenGL

ES에서는 3D 그래픽스의 기본 단위 연산인 부동소수

점 연산의 정확도에 대해 오차의 최대치를 10-5로 규

정하고 있다[1]. 3D 그래픽스에서는 많은 양의 부동소
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수점 연산이 요구된다. 이 때, 3D 그래픽 처리 과정의

많은 연산으로 인해 누적된 오차는 화질에 직접적인

영향을 미치기 때문에 OpenGL에서 규정한 부동소수

점 연산의 정확도는 매우 중요한 요소이다. OpenGL

ES 3.0 표준 문서에서는 10
-5
의 정확도가 32-비트 부

동소수점 연산 방법에서 대부분 만족된다고 언급되어

있다[1]. 정확도를 만족하기 위해 32-비트나 64-비트

의 부동소수점 연산을 사용해도 PC, 워크스테이션,

콘솔 게임 등의 그래픽 환경에서는 큰 문제가 되지

않는다. 반면, 자원이 부족한 모바일 그래픽 환경에서

는 전력과 면적을 최소화하는 것이 중요하기 때문에

저전력/저면적을 사용하는 3D 그래픽 처리 하드웨어

에 대한 연구가 필요하다. 이에 대해 log 도메인으로

변경하여 고정소수점 연산을 수행하는 방법과 24-비

트 부동소수점 형식을 사용하는 방법이 연구되어 있

다[2]-[7]. 이 중 본 논문에서는 24-비트 부동소수점

형식을 사용하는 방법에 초점을 맞췄다. 24-비트 부

동소수점 형식을 사용하면 32-비트 부동소수점에 비

해 저전력/저면적의 특징을 가질 수 있다[2]-[5]. 하지

만 24-비트 데이터 형식의 경우 32-비트 데이터 형식

에 비해 정확도가 낮아질 수 있다는 위험성이 있다.

따라서 24-비트 부동소수점 연산기 설계 시 정확도에

대한 심도있는 논의와 검증이 필요하다.

지금까지 24-비트 부동소수점 형식을 사용하는 연

산기들에 대한 연구가 수행되어 있다[3]-[5]. 이 연구

들에서는 OpenGL에서 규정한 10
-5
의 정확도를 만족

하는 것을 검증하지 않거나, 대부분의 경우에 대해

정확도를 만족함을 실험적으로 보였다. 본 논문에서

는 24-비트 부동소수점 제산기[5]의 구조를 사용하여

제산기의 오차를 대수적으로 분석한다. 대수적 오차

분석을 통해 존재하는 모든 경우에 대해서 OpenGL

정확도를 만족한다는 것을 검증한다.

본 장의 나머지 부분은 다음과 같이 구성된다. 2장

에서는 본 논문의 제산기에 사용된 나눗셈 알고리듬

인 Division-By-Convergence를 소개한다. 3장에서는

24-비트 부동소수점 포맷과 이를 이용한 부동소수점

제산기의 구조를 살펴본다. 또한 부동소수점 제산기

에 대한 대수적 오차 분석을 설명한다. 마지막으로 4

장에서 본 논문의 결론을 맺는다.

Ⅱ. Division-By-Convergence

3D 그래픽에서 나눗셈은 중요한 연산이다. 3D 그

래픽 처리 과정에서 실제 나눗셈 연산의 횟수가 많지

는 않지만, 나눗셈의 연산 속도가 느릴 경우 3D 그래

픽 시스템 전체에 병목 현상이 야기될 수 있기 때문

에 나눗셈 연산의 중요도는 매우 높다. 병목 현상을

피하고 성능 향상을 위해서는 하드웨어 구현에 적합

한 고속의 나눗셈 알고리듬이 필요하다.

지금까지 다양한 나눗셈 알고리듬이 연구되었다

[8]-[10]. 그 중에서 Division-By-Convergence 알고리

듬은 잘 알려진 나눗셈 알고리듬으로써 곱셈기를 사

용한 고속 제산기에 적합하다. 아래에 Division-By-

Convergence 알고리듬을 소개한다[8].

 

· ⋯  

· ⋯  

 


≈⋯

′
(1)

식(1)에서 는 나눗셈의 몫, 은 분자(또는 피제수),

는 분모(또는 제수)이다. 는 ≤의 범위를

갖는다. 여기에서 분모와 분자에 곱셈 요소

  ⋯을 계속 곱하여 분모가 1에 수렴

(convergence)하도록 하면 결국 분자에 몫이 남게 된

다. 이 때, 알고리듬에서는 분모가 1이 아니라 0.11...1

로 수렴하게 되지만 소수점 뒤에 충분한 양의 1이 있

을 경우 실제 몫 에 가까운 알고리듬 몫 ′를 얻게

된다. Division-By-Convergence 알고리듬에서는 곱셈

요소 를 구할 방법이 필요하다. 이를 위해 아래의

관계식을 보인다.

    
 



  


(2)

식(2)는 -단계에서 분모 와 곱셈 요소 를 곱했

을 때 생성되는 -단계의 새로운 분모  를

보여준다. 여기에서 는 ≤ 


의 범위를 갖는 수

이다. 식(2)에 근거하여 가장 처음 단계에서 에 

을 곱했을 경우를 표현하면 식(3)과 같다.

      
 (3)

이 때,   ≤ 


이므로 


≤ 가 성립된다.

따라서   …가 된다. 다음 단계는 식(4)와

같다.

   
      (4)
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여기에서  ≤


이므로,   …가 된

다. 비슷한 방법으로 곱셈을 계속 진행하면   는

  개의 연속적인 1을 가지게 된다. 곱셈 요소 
는 식(2)에 근거하여 식(5)처럼 구해질 수 있다.

  
   



   (5)

식(5)에 보인 것처럼 는 같은 단계의 분모 로부

터 계산될 수 있다.

Ⅲ. 24-비트 부동소수점 제산기의
오차 분석

본 논문에서 사용하는 24-비트 부동소수점 형식은

그림 1과 같다[5]. 사용된 24-비트 부동소수점 형식은

IEEE 754 단정도 형식과 유사한 형식을 가진다[11].

부호비트, 지수비트, 가수비트로 나뉘어 있으며, 가수

부분은 hidden 비트를 사용한다.

Fig. 1. 24-bit floating-point data format

그림 1. 24-비트 부동소수점 데이터 형식

본 논문에서 사용하는 24-비트 부동소수점 제산기

는 그림 2와 같다. 그림에 보인 제산기는 Y. Kweon

등이 제안한 연산기[5]를 보완한 것으로, Division-

By-Convergence 알고리듬[8]과 ROM 테이블을 이용

하여 빠른 연산이 가능하다. 본 논문에서는 OpenGL

ES 3.0에 규정된 정확도를 맞추기 위해 첫 번째 파이

프라인 단계에서의 truncation되는 비트 크기와 두 번

째 파이프라인 단계에서 사용된 곱셈기의 크기가 수

정되었다. _ , _ , _은 각각 분자의 부호비트,

지수비트, 가수비트이다. _ , _ , _은 각각 분

모의 부호비트, 지수비트, 가수비트이다. 이 부동소수

점 제산기에 대한 오차 분석을 위해 본 논문에서는

주로 점선 안에 포함되는 가수비트 처리 부분을 살펴

본다.

제산기의 오차는 크게 제산기의 구조에서 발생되는

구조적 오차와 Division-By-Convergence 알고리즘에

서 발생하는 알고리듬 오차로 나눌 수 있다.

3.1 부동소수점 제산기의 구조적 오차

그림 2에서 비정규화(denormalization) 이전의 분모

와 분자의 가수비트를 각각 

 , 


이라 하고, 비

정규화 과정을 거친 값을 각각  , 라 가정한다.  ,

는 비정규화 과정을 거쳤기 때문에 ≤ 의

범위를 갖는다. 과 를 2로 나눈 값을 각각 ′와
′라 하면 식(6)과 같이 나타낼 수 있다.

 




 ′
 ′



 ′
≈


(6)

′ , ′는 ≤′′의 범위를 가지며, ′ , ′을
입력으로 사용하여 Division-By-Convergence 알고리

듬을 통해 몫 ′를 구하게 된다.

Fig. 2. A block diagram of the floating-point divider

그림 2. 부동소수점 제산기의 블록도

그림 2에서 부동소수점 제산기는 세 개의 파이프라

인 단계를 갖는다. 첫 번째 파이프라인 단계에서는

LUT (look-up table)에서 출력된 곱셈 요소 과

′ , ′의 곱셈이 이루어진다. 곱셈 요소 은 ′과
곱했을 때 나오는 출력 ′가 연속적인 1을 최소 9개

갖도록 LUT에서 선택된다. 따라서 LUT를 사용함으

로써 Division-By-Convergence 알고리듬의 수행 단

계를 줄일 수 있다. LUT의 결과값이 곱셈기에서 사

용될 때 분모와 분자에 동일한 값이 곱해지므로 몫을

구할 때 LUT 사용으로 인한 오류는 발생하지 않는다
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[8]. 두 번째 파이프라인 단계를 거치면 분모는 연속

적인 1을 최소 18개 갖게 된다. 세 번째 단계에서는

이전 파이프라인 단계의 결과값을 24-비트 부동소수

점 형식에 맞추기 위해 정규화 과정이 수행된다[5].

첫 번째 파이프라인 단계에서 사용하는 27-비트 곱

셈기는 결과 값의 상위 21-비트만 출력하고 나머지

비트는 truncation 되기 때문에 정보 손실이 발생된

다. 과 ′의 곱셈 결과로 나오는 새로운 분자를

, truncation 이후의 분자를 ′ , 와 ′의 곱셈

결과로 나오는 새로운 분자를 , truncation 이후의

분모를 ′라 가정한다. 식(6)을 다시 나타내면 식(7)

과 같다.

 

′
′
′·
′·




(7)

분자와 분모에 대해 truncation으로 인하여 발생되는

오차를 각각  , 라 하면, 식(8)과 같이 나타낼 수

있다.

′
′

(8)

Truncation된 하위 6-비트는  자리부터  자리

까지기 때문에 truncation으로 인한  , 의 범위는

식(9)와 같다.

≤ 
  (9)

식(8)을 대입하면 식(7)은 식(10)과 같이 나타낼 수

있다.

 




′
′

(10)

그림 2에서 ′의 값에 대해 2의 보수로 취하면 

의 값을 얻을 수 있다. 은 두 번째 파이프라인 단

계에서 ′의 값과 곱해지게 된다. 이 곱셈의 결과는

식(11)과 같이 나타낼 수 있다.




′·
′·

′′
′′

(11)

식(11)의 는 정규화(normalization) 과정 이전의

나눗셈 결과값으로 truncation에 인한 오차가 포함된

값이다. 식(8)을 식(11)에 대입하면 식(12)와 같이 나

타낼 수 있다.




′′
′′

  

  



·  

(12)

식(13)은 truncation에 의한 오차가 없을 경우의 나눗

셈 결과값을 나타낸 것이다.

′··
′··

·
·






′
(13)

식(12)의 오차가 포함된 몫 와 식(13)의 오차가

없는 몫 ′의 관계식은 식(14)처럼 나타낼 수 있다.

  ′ (14)

식(14)에서 는 truncation에 의해서 발생된 오차이

다. 식(13)에서 ′ 이므로 식(12)에서

를 다시 표현하면 식(15)와 같다.

 ·  
 ′   ′

단  ·    

   

(15)

아래는 각 변수에 대한 범위를 정리한 것이다.

≤′′
≤

≤ 
 

이를 이용하여  ,  , 항에 대한 오차 범위를 구

하면 다음과 같다.

1) 

≤ ′
⇒ ≤ ′
⇒ ≤ ′   
⇒ ≤ 

 

∵ · 
′  

(16)
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2) 

≤′
⇒ ≤ ′ 
⇒  ′ ≤

⇒ ≤ 
′     

⇒       
′  ≤

⇒       ≤
∵     ′ 

(17)

3) 

≤ 
 

⇒    ≤

⇒    ≤
∵  

(18)

따라서 오차의 합   의 오차범위는 식(19)와

같다.

          
  (19)

3.2 부동소수점 제산기의 알고리듬 오차

식(11)에서 와 ′ 사이에는 오차가 존재한다. 이

오차는 Division-By-Convergence 알고리듬에서 발생

되는 알고리듬 오차이다. 알고리듬 오차를 라 하면

식(20)과 같이 나타낼 수 있다. 본 논문에서는 분모에

서 18개의 연속적인 1을 보장하기 때문에 는

  ≤ 의 범위를 갖는다.


′



′
  ≤  

(20)

3.3 부동소수점 제산기의 전체 오차

본 논문에서 사용한 부동소수점 제산기의 전체 오

차를 구하기 위해서 식(20)에서 식(14)를 대입하면 식

(21)과 같이 나타낼 수 있다.



′


 

    
     

      

(21)

식(21)에서 는 실제 이론적인 몫의 값과 부

동소수점 제산기의 출력  사이의 최종 오차를

의미한다.

′와 ′의 범위가 ≤′′이므로 식(6)에서

는  의 범위를 갖는다. 만일 의 범위가

 일 경우 그림 2의 세 번째 파이프라인 단

계의 normalization 과정에서 왼쪽으로 1-비트를 시프

트하여 의 범위가 되도록 한다. 의 범위를

 와 ≤의 두 구간으로 구분하여 오

차범위를 구하면 다음과 같다.

1)  

 
⇒  

  ∵식
⇒       

         ∵식
⇒     


⇒     
 ∵왼쪽으로 비트 시프트

(22)

2) ≤

≤
⇒  

 

⇒       

        
⇒     



(23)

식(22), 식(23)은 부동소수점 제산기의 전체 오차 범

위를 나타내고 있다. 의 범위가  와

≤일 경우 모두 OpenGL ES 3.0에서 요구하는

오차 범위  를 만족한다.

Ⅳ. 결론

현재까지 24-비트 부동소수점 형식을 사용하는 연

산기들이 연구되었지만, OpenGL ES 3.0의 정확도 요

구사항인 10-5를 만족하는 것을 대수적으로 검증한 연

구는 알려진 바가 없다. 3D 그래픽의 연속적인 부동

소수점 연산을 고려했을 때 부동소수점 연산기에 발

생하는 오차는 전체 3D 그래픽 처리 결과에 적지 않

은 영향을 줄 수 있다. 따라서 부동소수점 연산기의

오차 분석이 매우 중요하다. 본 논문에서는 24-비트

부동소수점 제산기의 구조를 사용하여 대수적으로 오

차를 분석하였다. 이를 통해 이 제산기가 OpenGL

ES에서 규정한 10
-5
정확도를 만족하는 것을 검증하
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였다. 본 논문에서 대수적으로 오차가 검증된 부동소

수점 제산기는 모바일 시스템에서 신뢰도 높은 3D

그래픽 시스템을 설계하는 데에 사용될 수 있다.
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