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지배집합 알고리즘
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요 약

본논문은아직까지정확한해를다항시간으로구하는알고리즘이존재하지않아NP-완전문제로알려진지배집

합 (DS) 문제의정확한해를선형시간으로구하는알고리즘을제안하였다. 제안된알고리즘은그래프의간선이존재

하지않을때까지최소차수 를가진정점 의인접정점들중최대차수 를가진정점 를최소독립지배집

합 (MIDS)의원소로포함시키고 의부속간선을삭제하는방법을반복적으로수행하여구하였다. MIDS로부터최

소지배집합 (MDS)으로변환시키고, MDS로부터최소연결DS (MCDS)로변환시키는방법으로DS 관련모든문

제의정확한해를구할수있었다. 제안된알고리즘을 10개의다양한그래프에적용한결과정확한해를선형시간복

잡도 으로 구하는데 성공하였다. 결국, 제안된 지배집합 알고리즘은 지배집합 문제가 P-문제임을 증명하였다.

▸Keywords :지배집합, 연결 지배집합, 독립 지배집합, 차수

Abstract

This paper proposes a linear-time algorithm that has been designed to obtain an accurate

solution for Dominating Set (DS) problem, which is known to be NP-complete due to the deficiency

of polynomial-time algorithms that successfully derive an accurate solution to it. The proposed

algorithm does so by repeatedly assigning vertex  with maximum degree among vertices

adjacent to the vertex  with minimum degree  to Minimum Independent DS (MIDS) as its

element and removing all the incident edges until no edges remain in the graph. This algorithm

finally transforms MIDS into Minimum DS (MDS) and again into Minimum Connected DS (MCDS)

so as to obtain the accurate solution to all DS-related problems. When applied to ten different

graphs, it has successfully obtained accurate solutions with linear time complexity . It has

therefore proven that Dominating Set problem is rather a P-problem.
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I. 서 론

그래프 ∈  ∈에서간선

가존재하면정점 는정점 를지배한다(dominate)고 한다.

에존재하지않는모든정점 ╲이 에속한정점들에

적어도 하나의 간선으로 연결되어 있는 의 부분집합

⊆를 지배집합 (dominating set, DS)이라 한다

[1-3].

지배집합문제는최소 DS를 찾는MDS (minimum DS)

문제, 공통 원소를 갖지 않는 최소독립 (independent) DS

를 찾는 MIDS 또는 MDDS (Disjoint DS) 문제, 최소 연결

(connected) DS를 찾는 MCDS 문제, 최소 빈약 연결

(weakly connected) DS를 찾는 MWCDS 문제가 있다

[1,3-5]. MCDS는무선통신망, VLSI 설계분야에많이적용

되고 있으며, MCDS에서전파가능범위 내에 중복된정점을

제거하면 MWCDS를 구할 수 있다. DS 문제는 1979년

Garey와 Johnson[6]이 NP-완전 문제로 제기한 이후 아직

까지 정확한 해 (exact solution)를 다항시간으로찾는알고

리즘이존재하지않고있다[1,2,4,7,8].

주어진그래프를대상으로 IDS, DS 또는 CDS의해를찾

는알고리즘들은다양하게연구되고있으며최근에는무선통

신망 분야에서 MCDS와 MWCDS 문제에 많은 연구가 진행

되고있다[7-22]. 일예로 Li[9]는 MCDS의근사해를찾는

다양한알고리즘들을제시하고있다. 기존알고리즘들의특징

은 DS에 필요한 모든 IDS, DS, CDS를 찾고자 하는 것이

아니라 어느 특정한 하나의 해만을 찾을 수 있으며, 정확한

해를찾는수행복잡도가다항시간인알고리즘이존재하지않

는다. 따라서 주어진 그래프를 대상으로 필요한 MIDS,

MDS와 MCDS의 정확한 해를 선형시간 복잡도로 일관되게

모두 찾을 수 있는 유일한 알고리즘이 요구된다.

본 논문은 DS 문제들에 대해 MIDS, MDS와 MCDS의

정확한 해를 다항시간으로 구할 수 있는 알고리즘을 제안한

다. 2장에서는 주어진 그래프에 대해 MIDS, MDS와

MCDS 해를다항시간으로정확히구하는알고리즘을제안한

다. 3장에서는 다양한 그래프를 대상으로 제안된 알고리즘의

적용성을 평가해 본다.

II. DS 알고리즘

제안된 알고리즘은그래프의최대차수 (maximum degree)

와최소차수 (minimum degree) 를가진정점

을 기준으로 MIDS를 구하고, MIDS로부터 MDS로, MDS

로부터MCDS로변환하는방법을적용하며, 알고리즘수행복잡

도는선형인으로다항시간알고리즘이다. Desrochers[4]에

서 인용된 그림 1의  문제를 대상으로 제안된 알고리즘

으로 해를 구하는 방법을 고찰해 본다.

그림 1.  문제

Fig. 1.  problem

2.1 MIDS 알고리즘

MIDS는 최대 독립집합 (maximum independent set,

MIS)을 구하는 방법을 적용한다. MIS는 각 정점들 차수

(degree)들중에서최소차수 를가진정점 의인접정점

(adjacent vertices) 들중에서최대차수정점 를선

택하여MIDS로포함시키고, 정점 의 인접정점들 의 부속

간선 (incident edges)을제거하여축소된연결그래프를얻

는다. 축소된연결그래프에대해간선이존재하지않을때까

지 반복적으로 수행하면 MIDS를 쉽게 얻는다. MIDS 알고

리즘은 그림 2에 제시되어 있다.

그림 2. MIDS 알고리즘
Fig. 2. MIDS algorithm

 문제에 대해 MIDS 알고리즘 수행 결과는 그림 3에

제시하였다. 10개의 모든 정점차수가 3으로동일하여 첫번

째 정점 ①을 선택하고 ① 정점의 인접정점 ②,⑤,⑥의 부속
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간선을 삭제하면 ③,④,⑦,⑧,⑨,⑩만으로 연결된 축소 그래

프가남는다. 이축소된연결그래프에서최소차수   인

⑦과⑩중⑦의인접정점중최대차수정점⑧을선택하고⑧

의 인접 ③,⑦,⑨의 부속 간선을 삭제하면 차수가 0인 정점

④와 ⑩만 남게 된다. 따라서 정점 ④와 ⑩을 MIDS로 포함

시키면, 단 3회만으로 MIDS={1,8,4,10}을 쉽게 얻을 수

있다.   인⑦과⑩중 정점 ⑩의인접정점 중최대차

수 정점 ⑨를 MIDS에 포함시키면 MIDS={1,3,7,9}를 얻

을 수 있다.

그림 3. 문제의MIDS 해

Fig. 3. MIDS solution for  problem

2.2 MDS 알고리즘

본 절에서는 주어진 그래프에서 MDS를 직접 얻는 방법

대신 MIDS를 MDS로 변환시키는 방법을 제안한다. MIDS

집합 내의 정점들은 상호 독립적으로 존재하는데 반해 MDS

는상호간선들로연결이되는정점수를최소로유지하는특

징을 갖고 있다. 이를 위해 모든 정점들을 커버하는 조건을

만족시키면서 분산되어 있는 정점들을 보다 집중된 정점들로

대체시키는 알고리즘이 요구된다. 따라서 MDS는 MIDS와

동일하거나 작은 규모를 가진다.

MIDS 집합의 정점 에 대한 인접정점들 를 대상으로

중복된 정점 (공통으로 커버하는 정점, )들을 삭제하면 각

 정점이 유일하게 커버하는 독립정점 을 얻을 수 있다.

만약, 원소 개수 (cardinality) ≥인 정점 가 존재

하면 해당  정점은 유일하게  정점만이 커버 가능하므로

MDS에서삭제될수없다. 인정점들 가존재하면

를인접정점집합 에중복으로포함된정점 로대체시키

면 MDS 정점 수를 축소시킬 수 있다. 제안된 MDS 알고리

즘은 그림 4에 제시되어 있다.

 문제에 대해 MDS 알고리즘 수행 결과는 그림 5에

제시하였다.

그림 4. MDS 알고리즘
Fig. 4. MDS algorithm

그림 5. 문제의MDS 해

Fig. 5. MDS solution for  problem

MIDS={1,4,8,10} 정점들의인접정점 를나열하고, 중

복된 정점들을 제거하면 ① 정점은 ④, ⑧ 정점은 ⑦을 커버

할 수 있으며, 정점④와 ⑩은 유일하게 커버할 수 있는 정점

이없게된다. 즉, ① 또는⑧ 정점을제거하면④ 또는⑦ 정

점을 커버하지 못하므로 MDS에서 제거할 수 없어 반드시

MDS에 포함되어야만 한다. 반면에 정점④와 ⑩은 유일하게

커버하는 정점이 없으므로 다른 정점으로 대체시켜도 된다.

정점④와 ⑩을 대체시킬 수 있는 정점은 ④와 ⑩의 인접정점

에 중복된 ⑤ 또는 ⑨ 정점이다. 따라서⑤ 또는⑨ 중하나

를선택하면④와⑩을커버하게되어MDS의원소개수를 3

개로 축소시킬 수 있다. 결국, MDS={1,5,8} 또는 {1,8,9}

를 얻는다.
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2.3 MCDS 알고리즘

MCDS는 MDS로부터 변환시키는 방법을 적용한다.

MDS 정점들 로부터 최소로 연결된 DS인 MCDS 정점들

을구하기위해서는그림 6과같이MDS의두정점 과 

의 인접정점 중에서 중복된 정점을 선택하여 1차 근방

(neighbourhood) 정점으로 찾을 수 있는 방법과 중에서

중복된 정점들이 없어 다시 의 인접정점 들 중에서 중복

된 정점을 선택하는 2차 근방 방법을 적용한다.

그림 6. MDS 정점연결방법
Fig. 6. Vertex connecting method for MDS

MDS 집합의 정점 의 인접정점들 를 대상으로 최대차

수 인 정점 를 나열한다. 2개 정점 과 에 공통

으로 포함된정점 를 선택한다. 2개 이상이 존재할경우최

대차수  정점 1개만 선택하며, 차수가 모두 동일하면

임의로 1개 정점을 선택한다. 단, MDS의 연결된 정점 간에

는 중복 정점을 선택하지 않는다. 만약, 인 에서 중

복된정점이존재하지않으면 의인접정점들 를나열하여

중복정점 를선택한다. 제안된MCDS 알고리즘은그림 7

에 제시되어 있다.

그림 7. MCDS 알고리즘
Fig. 7. MCDS algorithm

 문제에대해MCDS 알고리즘수행결과는그림 8에

제시하였다. ①,⑤,⑧ 각 정점의 인접정점 중 인 ②,

④,③을 선택하면, 의 인 ②는 에 포함되지 않으

며, ④와 ③도 포함된 상대 가 존재하지 않는다. 결국, 1차

근방의 1개정점만으로는①,⑤,⑧을연결시킬수없다. 따라

서 ②,④,③의 인접정점 (2차 근방) 를 대상으로 연결시키

면된다. ① 정점에대해 2차근방 {3,7}중 ∈인③을선

택하여 는 {2,3}을, ⑤ 정점에대해 {4,3}을, ⑧ 정점

에 대해 {3,2}와 {3,4}를 얻는다. ⑧ 정점의 {3,2}와 {3,4}

는 ⑤ 정점과 중복되어 제거하고 ①과 ⑤ 정점에서 각각 1개

씩 선택하면 MCDS={1,2,3,5,8},{1,3,4,5,8}를 얻는다.

정점을 변경하면 추가로 {1,2,5,7,8},{1,4,5,8,9},

{1,5,6,7,8},{1,5,8,9,10}를 얻을수있다. MDS={1,8,9}

에 대해서도 MCDS={1,2,3,8,9},{1,2,7,8,9},{1,4,5,8,9

},{1,5,8,9,10},{1,6,7,8,9},{1,6,8,9,10}을 얻을수있다.

그림 8. 문제의MCDS 해

Fig. 8. MCDS solution for  problem

III. 실험 및 결과 분석

본장에서는그림9의9개망에대해지배집합을구하는DS알고

리즘의적용성을평가해본다. 는Desrochers[4]에서,

는 Schumacher[10]에서, 는 Dejter와 Serra[12]

에서, 는 Yen[11]에서, 은 Raghavan et al.[13]

와 Wu와 Li[17]에서, 은 Pathan과 Hong[5]에서,

는 Chen과 Liestman [13,14]에서, 은 Wu et

al.[16]에서 인용되었다. 인용 논문의 해는 MIDS (또는

IDS)는 ●로, MDS (또는 DS)는 ◎로, MCDS (또는

CDS)는 □로 표기하였다.

(a) 
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(b) 

(b) 

(c)  (e) 

(d) 

(f) 

(g) 

(h) 

(i) 

그림 9. 실험데이터
Fig. 9. Experimental Data

그림9의 9개데이터에대해MIDS→MDS→MCDS 변환

과정을수행한결과는각각그림 10~그림 19에제시하였다.

9개 그래프 모두에서 제안된 알고리즘은 MIDS, MDS와

MCDS의 해를 정확히 구하는데 성공하여 지배집합 문제가

NP-완전으로근사알고리즘만이존재하는것이아니라 P-문

제로 선형시간 알고리즘이 존재함을 알 수 있다.

그림 10. 문제의해

Fig. 10. Solution of  problem
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그림 11. 문제의해

Fig. 11. Solution of  problem

그림 12. 문제의해

Fig. 12. Solution of  problem

그림 13. 문제의해

Fig. 13. Solution of  problem

그림 14. 문제의해

Fig. 14. Solution of  problem
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그림 15. 문제의해

Fig. 15. Solution of  problem

그림 16. 문제의해

Fig. 16. Solution of  problem

그림 17. 문제의해

Fig. 17. Solution of  problem

그림 18. 문제의해

Fig. 18. Solution of  problem

IV. 결론 및 향후 연구과제

지배집합문제는지금까지정확한해법을다항시간에찾는

알고리즘이존재하지않는NP-완전문제로알려져근사알고

리즘만을 연구하였다. 본 논문은 각 정점의 차수를 기준으로

MIDS를 구하고, MIDS로부터MDS로변환하는방법과MDS

로부터 MCDS로 변환하는 알고리즘을 제안하였다. 제안된

알고리즘은 DS의 MIDS, MDS와 MCDS 모든 문제에 대해

정확한 해를 선형시간으로 구하는 알고리즘이 존재하여 지배
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집합 문제가 NP-완전 문제가 아니라 P-문제임을 증명하였

다. 따라서 제안된 알고리즘을 지배집합을 구하는 일반적인

알고리즘으로 적용할 수 있을 것이다.

본 논문은 데이터 부족으로 MCDS를 MWCDS로 변환하

는 알고리즘을 제안하지 못하였다. 따라서 추후 다양한 데이

터 수집으로 MWCDS까지 일관되게 정확한 해를 구하는 알

고리즘을 연구할 계획이다.
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