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자기장 및 열하중을 받는 복합재료 원통셸의 진동 및 안정성해석
Vibration and Stability of Composite Cylindrical Shells Subjected 

to Electromagnetic and Thermal Fields
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ABSTRACT

In this paper vibration and stability analysis of laminated composite shells based on the first order 
shear deformation theory(FSDT) for two different boundary conditions(clamped-clamped, simply sup-
ported) are performed. Structural model of cross-ply symmetric laminated composite cylindrical shells 
subjected to a combination of magnetic and thermal fields is developed via Hamilton’s variational 
principle. These coupled equations of motion are based on the electromagnetic equations(Faraday, 
Ampere, Ohm, and Lorenz equations)and thermal equations which are involved in constitutive 
equations. Extended Galerkin method is adopted to obtain the discretized equations of motion. 
Variations of dynamic characteristics of composite shells with applied magnetic field, temperature 
gradient, laminate thickness-ratio and radius ratio for two boundary conditions are investigated and 
pertinent conclusions are derived.

* 

Nomenclature

 : 자속밀도벡터

 : 전계벡터

 : 자계벡터

 : 전류밀도벡터

 : 로렌츠힘벡터

 : 온도구배

 : 적층개수


 : k번째층의 밀도

 ,  : 곡선좌표의 3D, 2D 변위성분

,  : 중립축에 대한 회전각

 ,  : 원통셸의 길이와 반경

 : 원통셸의 두께

 : 섬유각

 : 원점에서 k번째층의 바닥까지 거리

 : 진공속에서의 투자율

1. 서  론

원통셸은 압력용기, 보일러를 비롯하여 항공기, 
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우주선, 원자로에 이르기까지 널리 사용되고 있는 

구조형태이다. 최근 구조물의 고강도화 및 경량화의 

요구에 따라 복합재료 구조재의 사용이 증가되고 있

다. 이에 따라, 복합재료 적층 셸의 진동에 관한 연

구도 국내외적으로 활발히 진행해 왔다. 
직교 이방성 및 복합재료 원통셸의 진동에 관한 

연구는 Dong(1)의 연구를 시초로 하여 국내외적으로 

활발히 수행되어 왔다. 
Jones(2)와 Rao(3) 등은 cross-ply 적층 원통셸의 

진동특성에 관한 연구를 수행했으며, Greenberg(4)및 

Soldatos(5) 등은 angle-ply 적층 원통셸에서 적층재

의 적층각도에 따른 영향을 고찰하였다.
최근에는 탄성(elasticity)외에 탄성-열-자기-전기 

등의 물리적 연성이 내재하는 다기능성 구조물

(multifunctional structures)에 대한 연구에 관심이 

많아지고 있다.
Jang(6)은 구조물에 대한 내진 및 내풍 대책으로 

새로운 개념의 MR 감쇠기 기반 스마트 제진 시스

템을 개발하였다. 패러데이의 전자기 유도법칙에 따

른 진동에 의한 운동에너지를 전기에너지로 변환시

기는 전자기유도부(electromagnetic induction system)
를 이용하여 단순하고 경제적인 신개념의 스마트 

제진 장치를 개발하였다. Kim(7,8)과 그의 공동연구

자들은 다양한 물리적 연성이 내재하는 다기능성 

구조물인 핵 융합로 ITER실험로를 고려하여 복합

재료 적층셸에 자기장과 열하중이 가해질 때 나타

나는 동적특성을 연구하였다. 이와 같은 구조물은 

탄성뿐만 아니라 탄성-열-자기-전기 등이 상호 연

성된 구조물이기 때문에 설계 시 상호 연성을 고

려해야 한다. 
이방성 복합재료의 경우에 그 적층방법(stacking 

sequence) 및 섬유각(fiber angle)에 따라 전기전도

도 행렬이 변하여 로렌츠 힘의 변화를 초래한다(7,8). 
즉 동일한 전자기장이 가해져도 적층방법 및 섬

유각에 따라 원통셸의 동적거동의 차이가 발생한다. 
또한 동일한 열하중에 대해서도 적층방법 및 섬

유각에 따라 동적거동의 차이가 존재한다. 
이 연구에서는 양단이 단순지지된 경계조건과 고

정 경계조건에 대하여 온도구배가 존재하는 cross-ply 
적층 복합재료 원통셸에 자기장이 축 방향으로 가해

졌을 때, 원통셸의 반경비, 자기장 세기, 온도구배의 

변화, 적층두께비에 따른 자유진동 및 안정성

(stability) 경향을 도출하여 각 변수들에 의한 효과

를 제시하였다. 

2. 운동방정식

2.1 기초방정식

운동방정식을 유도하기 위해서는 탄성, 열, 전자

기장과 관련된 수식 정의가 선행되어야 한다. 따라

서 변위장과 전자기장에 대한 기초방정식을 유도하

고 이를 기반으로 운동방정식을 유도하였다. 
 
(1) 변위장(displacement field)
복합재료 원통셸의 변위장을 정의하기 위해 Fig. 

1과같이중립면(middle surface)을 기준으로하는 x, 
 , z좌표계를 사용하며, 이는 각각 원통셸의 축방향, 
원주방향, 두께방향 좌표를 나타낸다.

복합재료 원통셸의 모델링을 위해 다음과 같은 

운동학적 가정을 고려하였다. 
(a) 각 복합재료 층들은 서로 완전히 접착되어 있

으며 각 층의 두께는 모두 동일하다. 
(b) 원통셸의 두께는 길이와 반경에 비해 상대적

으로 매우 작다. 
(c) 횡전단변형률을 고려한다. 
 
위 가정에 따라 Love의 셸이론에 근거한 원통셸

의 변위장을 다음과 같이 중립면에 대한 변위장으로 

표현한다.

Fig. 1 Geometry of a laminated composite shell
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   (1a)

   (1b)

   (1c)

식 (1)에서 , , 는 각각 축방향, 원주방향, 
두께방향의 중립면에서의 변위이며, , 는 중립

축에 대한 기울기를 나타낸다.

식 (1)로부터 변형률을 구하면 다음과 같다.

    (2a)

    (2b)

      (2c)

    (2d)

    (2e)

식 (2)에서 ∙  ∙를 나타낸다. 
여기서       

(2) 전자기장(electro-magnetic field) 방정식

전기장 및 자기장 방정식은 다음과 같이 일반화

된 맥스웰 방정식으로 표현된다(7,8).

페러데이법칙 ∇× (3a)

앙페르 법칙 ∇× (3b)

오옴의 법칙  × (3c)

로렌츠 힘   × (3d)

  μ
변위 벡터  (3e)

여기서 , 는 전기장 및 자기장 벡터를 나타내며, 
, 는 전류밀도 벡터와 자속밀도 벡터를 나타낸

다. 또한 식 (3d)에서 는 단위 체적당 로렌츠 힘을 

나타내며 는 진공에서의 투자율을 나타낸다. 식

(3c)에서 는 복합재료 섬유각(fiber angle)의 함수

인 전기전도도 행렬이며 다음과 같이 표현된다.













  
  

  

(4)

여기서,   cossin ,   ,  
 sincos,   cossin,    
은 복합재료의 주방향(principal directions)전기전

도도를 나타낸다.

2.2 탄성-열-전기-자기 연성 운동 방정식

(1) 응력-변형률(stress-strain) 관계식

복합재료 원통셸의 응력과 변형률 사이의 관계식

은 다음 식 (5)와 같다.











































































































(5a)








 









 (5b)

여기서  
(i, j=1,2,6) (layer)의 환산탄성계수이

며 (i, j=1,2,6) 환산 열팽창계수이다. 는 온도구

배를 뜻한다.

(2) 합응력과 합 모멘트

식 (5)를 두께에 따라 적분한 합 응력과 합 모멘

트(stress resultants and stress couples) 식은 다음과 

같다.


























































 (6a)










 (6b)


























































 (6c)

(3) 운동방정식

아래의 Hamilton 원리를 이용하여 운동방정식 및 

경계조건식을 유도한다.

  




   (7)

* t=t0, t=t1 : ui=0, =0 (i=1,2,3  =1,2)
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여기서 T, U는 각각 운동에너지, 변형에너지를 나

타내며 이들의 변분 및 외력에 의한 가상일 는 

다음과 같다.

 








 (8a)

 






  (8b)

 




 (8c)

여기서 는 체적력(body force), 

는 표면력

(surface traction vector)을 나타낸다. 원통셸에 축 

방향으로 자기장이 가해질 때 발생하는 로렌츠 힘과 

그에 의한 모멘트를 구하면 다음과 같다.






   (9a)






   
 


 



(9b)






   
 


 



(9c)






   (9d)






   
 


  



(9e)

여기서


         

  







  





 

   


2.3 축 방향으로 자기장이 가해질 때의 

지배방정식

Cross-ply 대칭적층(symmetrically laminated) 원

통셸에 축 방향으로 자기장이 작용하고 셸의 내외부

에 온도구배가 존재할 때의 운동방정식과 경계조건

을 변위(9)의 함수로 나타내면 식 (10)과 같다.

운동방정식

 


 









 

(10a)

 
 







 




  

(10b)

 


 






  



 






 

(10c)













  

(10d)

 
 





 
 




  

(10e)

여기서, 양단이 단순지지 된 경우와 고정된 경우의 

경계조건은 아래와 같다.
 
단순 지지경계조건 

at    
 


        (10f)
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at    
  






   (10g)

    





 

고정 경계조건

at    
           (10h)

2.4 경계조건에 따른 변위함수 선정과 

진동해석

위에서 구한 단순지지 경계조건을 만족하는 변위 

근사함수(9)는 다음과 같다.



























∞




∞









cos


sin

sin

cos

sin

sin

cos

sin

sin
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 (11)

고정경계조건을 만족하는 변위 근사함수(10)는 다

음과 같다.



























∞




∞

cos


sin

             sin


cos

(12)

여기서 m ,n은 각각 복합재 원통셸의 축방향과 원주

방향의 모드형상의 차수를 의미한다.
확장된 Galerkin방법을 사용하여 식 (11,12)를 식

(7)에 대입하여 정리하면 단순지지와 고정 경계조건

을 만족하는 이산화된 운동방정식을 얻는다.

̈̇   (13)

식 (13)은 감쇠항을 포함하는 운동방정식으로서, 

이 식을 아래와 같은 상태방정식으로 변환한다.

 ̇   (14)

여기서,  


 


 

 
  



 


 

 
    

, 는 2n×2n 대칭행렬이고, x(t)는 2n×1 
상태벡터(state vector)이다. [M ], [C], [K]행렬의 요

소는 요소는 부록에 수록하였다.
여기서, n=5×M×N이고, M은 축 방향 모드 수를 

나타내고 N은 원주 방향 모드 수를 나타낸다.
식 (14)의 해는 x(t)=eλtx의 형태를 가지며, 이를 

식 (14)에 대입하여 아래와 같은 고유치 문제를 유

도한다. 

   (15)

여기서, 는 복소수 고유치로    ± 으로 표

현된다. 여기서 은 시스템의 감쇠를, 는 감쇠 

고유진동수를 의미한다. x는 모드형상을 나타내는 

고유벡터이다.
식 (15)를 변형시키면 식 (16)과 같다.

 λ (16)

여기서 





 


 

 

3. 수치해석 및 고찰

수치해석에서 사용된 Graphite/epoxy 복합재료 원

통셸에 대한 물성치는 다음과 같다. 
           

          kgm
      

  ×
Nm      Sm

Figs. 2, 3은 각각 단순지지와 고정경계조건의 경

우에 대해, 그리고 원통셸의 길이가 반경의 4, 6, 8, 
10배인 네 가지 경우에 대해, 자기장의 세기 

 의

증가에 따른 1, 2차 고유진동수 변화를 나타내고 있

다. 단순지지인 경우에서는 네 경우 모두 자기장의 

세기가 커질수록 고유진동수는 감소했고, L/R이 작

을수록 고유진동수는 높게 나타났다. 이는 자기장의 
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(a) 1st natural frequency

(b) 2nd natural frequency

Fig. 2 Variation of natural frequency with   for 
different values of radius ratio(simply sup-
ported)

세기가 감쇠를 증가시켜 고유진동수를 낮추는 역할

을 하기 때문이며 이는 자기장의 존재가 감쇠를 생

성시켰기 때문이다 (부록 참조). 또한, L/R이 작을수

록 L/R이 큰 경우보다 질량에 대한 강성비가 커져

서 고유진동수가 증가하는 현상을 확인할 수 있다. 
Fig. 3의 고정단 경계조건에서도 L/R이 작을수록 

고유진동수가 높게 나타났고, 그 값의 차이가 단순

지지의 경계조건보다 상대적으로 작았다.
자기장은 옴의 법칙(Ohm’s law)에 따라 구조물의 

속도에 비례하는 로렌츠 힘을 발생시키며 이 힘은 

일종의 감쇠력으로서 작용한다. 따라서 자기장이 작

용하면 구조물의 고유치(eigenvalue)는 순허수가 아

닌 복소수가 된다. 다자유도 M-C-K 시스템에서 안

정성 문제는 고유치의 실수부(감쇠)와 허수부(고유

진동수)에 의해서 판단된다. 고유진동수가 영인 경

우 실수부의 부호에 따라 지수함수적인 발산(다이버

(a) 1st natural frequency

(b) 2nd natural frequency 

Fig. 3 Variation of natural frequency with   for 
different values of radius ratio(clamped)

Fig. 4 Variation of 1st and 2nd natural frequencies 
with 

 (L=10R, simply supported and 
clamped BCs)

젼스)과 수렴(안정)이 결정되며, 고유진동수가 영이 

아닌 경우에는 실수부의 부호에 따라 진동하는 발산
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Fig. 5 Variation of 1st natural frequency with  for 
different values of aspect ratio and   
(simply supported)

(a) Radius ratio, L=5R

(b) Radius ratio, L=10R

Fig. 6 Variation of 1st natural frequency with   
for different values of thickness ratio and 
L/R(clamped)

(a) Radius ratio, L=5R

(b) Radius ratio, L=10R

Fig. 7 Variation of 1st natural frequency with   
for different values of thickness-ratio and 
L/R(clamped)

(플러터)과 수렴(안정)이 결정된다. 자기장이 증가하

면 감쇠도 증가하며 어느 특정 자기장 값에서 특정 

모드의 고유진동수가 영이 된다. 이러한 조건에서 

구조물을 해머로 가진하면 그 모드에 해당되는 응답

은 진동하지 않고 시간에 따라 지수함수적으로 변화

하는 형태를 보인다. 이 연구에서 자기장이 감쇠의 

역할을 하므로 고유치의 실수부가 언제나 음수가 되

어 플러터는 발생하지 않는다.
Fig. 4는 L/R=10인 경우에 단순지지 경계조건과 

고정단 경계조건에서의 1, 2차 고유진동수를 한 그

림에 나타내어 비교하고 있다. 
Fig. 5는 단순지지 경계조건에서, L/R=4, 6, 8, 10

인 각 경우에 대해 온도구배의 증가에 따른 1차 고

유진동수의 변화를 보여 준다. 네 경우 모두 온도구
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배가 커질수록 고유진동수는 감소하는 경향을 보였

고, L/R이 커질수록 더 낮은 온도에서 고유진동수가 

0이 되는 현상을 확인할 수 있다. 온도구배가 강성

의 저하를 초래하여 고유진동수가 감소하였다(부록 

참조). 온도구배는 작동온도와 무응력(stress-free) 상

태에서의 온도의 차이를 의미한다.     
Figs. 6, 7은 적층각이 [90˚ 0˚ 90˚]인 경우, 섬유각

이 90˚와 0˚인 적층판의 두께비가 1, 5, 10일 때, 자

기장의 세기에 따른 고유진동수의 변화를 나타내고 

있다. Fig. 6의 고정조건에서는 섬유각이 90˚인 적층

판의 두께가 상대적으로 커질수록 고유진동수가 증

가하는 경향을 보였는데, 이는 90˚ 적층판의 강성이 

0˚ 보다 크기 때문이다. 또한, 고정조건에서는 L/R
의 차이가 고유진동수 변화에 큰 영향을 미치지 않

는 것을 확인할 수 있다.
Fig. 7의 단순지지 경계조건에서는 고정 경계조

건과는 반대로 90˚ 적층판의 두께가 커질수록 고

유진동수가 감소하는 경향을 보였다. 이는 경계조

건에 따라 섬유각 변화가 구조강성에 영향을 줄 

수 있음을 보여주고 있다. 단순지지 경계조건에서

는 두께비와 L/R에 따른 고유진동수의 차이가 고

정 경계조건에서 보다 좀 크게 나타나는 것을 확

인할 수 있다.

4. 결  론

이 연구에서는 복합재료 원통셸에 축 방향으로 

자기장이 작용할 때, 전자기-열-탄성이 연성된 운동

방정식과 경계조건을 Hamilton의 원리를 이용하여 

유도하였다.
원통셸의 양단이 단순지지된 조건과 고정된 조

건을 만족하는 근사함수를 이용하여 고유치문제 

(EVP)를 유도하고 자기장의 세기와 온도구배, 반

경비, 두께비에 따른 복합재료 원통셸의 진동 및 

안정성을 고찰하였다. 이 연구를 통하여 외부에서 

가해진 자기장이 구조물의 감쇠를 증대시키는 효

과를 가져오며 그 효과는 경계조건, 반경비, 두께

비에 따라 달라짐을 확인하였다. 또한, 강성행렬의 

요소인 온도구배의 변화는 시스템의 강성을 감소

시켜 고유진동수를 감소시켰다. 반경비와 두께비

에 따른 고유진동수의 변화는 고정 경계조건보다 

단순지지경계조건에서 크게 나타남을 확인하였다.
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부  록

A.1 식 (10)의 행렬, 행렬 및 질량계수 
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A.2 질량행렬, 감쇠행렬 및 강성행렬

(Simply supported boundary condition)
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