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수학적 모델링에 대한 정의와 관점은 단일하지 않다. 그러나 실세계 현상을 수학적으로 

이해하여 표현하고, 모델을 세워 문제를 해결하며, 다시 실세계 현상에 대한 재해석을 통

해 실세계 그리고 관련된 수학적 모델에 대한 심층적인 이해를 꾀하는 활동에 대한 강조

는 수학적 모델링에 대한 여러 관점에서 공통적으로 추구하는 바이다. 이 연구는 수학적 

모델링 활동에 대한 앞서 제시한 공통적인 특징을 준수할 때, 수학화가 어떻게 일어나는

지, 그 과정상의 어려움은 무엇인지를 확인하는 것에 목표를 둔다. 연구 결과, 학생들은 

수학적 모델링 과정에서의 수학화 활동에서 다양한 표상체를 구축하고 이를 실세계 현상

의 관계적인 측면과 맥락에 비추어 해석하면서 현상을 재조직한다는 점을 확인할 수 있었

으며, 이는 학생들의 의사소통 과정에 드러난 표상체의 기능 변화를 통하여 확인할 수 있

었다. 또한 표상체가 적절하지 않은 단서를 제공할 수 있다는 점은 수학화를 어렵게 하는 

요인으로 드러났다.
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Ⅰ. 들어가는 글

수학적 모델링 활동에 대한 정의나 관점은 단

일하지 않으나, 실세계 현상을 수학적으로 이해

하여 표현하고, 모델을 세워 문제를 해결하며,

다시 실세계 현상에 대한 재해석을 통해 실세계 

그리고 관련된 수학적 모델에 대한 심층적인 이

해를 꾀하는 활동에 대한 강조는 수학적 모델링

에 대한 여러 관점에서 공통적으로 추구하는 바

이다(Blum & Niss, 1991; Blum & Borromeo Ferri,

2009; Kaiser & Sriraman, 2006; Lesh & Caylor,

2007).

이러한 수학적 모델링은 대안적인 수학 교수 

학습 방안으로 논의되고 있다(English &

Sriraman, 2010; Gravemeijer & Stephan, 2002). 여

러 선행연구들은 수학적 모델링 활동이 학생들

에게 수학화(mathematizing) 경험을 제공한다는 

점을 강조해왔다(English & Watters, 2004; Lesh

& Doerr, 2003). 이에 수학적 모델링은 실세계 

현상으로부터의 수학화를 통하여 학생들에게 수

학적 사고, 수학적 탐구를 경험하게 할 수 있는 

한 방안으로 논의되고 있다(Blum & Borromeo

Ferri, 2009; Gravemeijer & Stephan 2002).

수학적 모델링 과정에서 수학화는 학생들에게 

가장 어려운 과정임이 알려져 있다(Blomhøj &

Jensen, 2007; Galbraith & Stillman, 2006). 여러 

연구자들은 학생들의 수학적 모델링 활동을 모

델화함으로써, 학생들의 수학적 모델링 활동을 

심층적으로 이해하려고 시도하였으나, 수학적 모

델링 과정에서 수학화가 어떻게 일어나는지, 왜 

수학화는 학생들에게 어려운지에 대한 실증적인 

논의는 부족한 실정이다(Blum & Borromeo Ferri,

2009; Borromeo Ferri, 2006; Niss, 2010). 이에 본 
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연구에서는 학생들의 수학적 모델링 활동을 분

석하여, 수학적 모델링 과정에서 수학화가 어떻

게 일어나는지, 그 과정상의 어려움은 무엇인지

를 확인함으로써, 수학적 모델링을 수학 교수 학

습에 접목시킬 방안을 모색하기 위한 연구의 토

대를 마련하고자 한다.

Ⅱ. 이론적 배경

이 장의 목적은 크게 두 가지이다. 우선, 수학

적 모델링 과정에 포함된 수학화의 의미에 대한 

논의를 되짚어 봄으로써, 본 연구에서 논의하고

자 하는 수학화의 의미를 분명히 하는 것이다.

또한, 이 장에서는 학생들의 수학화를 심층적

으로 분석하기 위한 렌즈로서 지식 체계의 성장

과 발달에 대한 Peirce의 기호학적 관점을 도입

한다. 기호학적 관점은 학생들의 수학적 탐구를 

심층적으로 분석하는 데 있어서 훌륭한 렌즈를 

제공할 수 있다는 주장이 제기되어 왔다

(Presmeg, 2005, 2006). 이에 본 연구에서는 수학

적 모델링 활동에서 학생들은 어떻게 수학화를 

이루어내는지를 Peirce의 기호학적 관점을 토대

로 분석한다.

1. 수학적 모델링 과정에 포함된 수학화

Freudenthal(1991)에 의하면, 수학화는 “현실이 

수학을 포함하는 다양한 영향을 받으며 변화하

고, 확장되고, 깊어지는 한 계속되는 과정(p.

30)”이다. 그는 수학화라는 용어의 기원이 공리

화, 형식화, 도식화와 같은 용어들임을 지적하며,

수학화라는 용어가 현상에 대한 수학자들의 조

직화 활동 전체를 포함해야 한다는 점을 강조하

였다(Freudenthal, 1991, p. 31).

수학적 모델링의 교육적인 시사점을 다룬 여

러 연구들은 수학적 모델링의 과정이 수학화를 

포함한다는 점을 지적하고 있다(Blum &

Borromeo Ferri, 2009; Blum & Leiß, 2006;

Galbraith & Stillman, 2006). 수학적 모델링은 실

세계 현상을 수학적으로 이해하여 표현하고, 모

델을 세워 문제를 해결하며, 다시 실세계 현상에 

대한 재해석을 통해 실세계 그리고 관련된 수학

적 모델에 대한 심층적인 이해를 꾀하는 과정을 

포괄하는 바, 이는 실세계 현상을 조직화하는 수

학화를 포함한다(Blum & Niss, 1991; Blum &

Borromeo Ferri, 2009; Blum & Leiß, 2007). 수학

적 모델링에서 실세계 현상의 수학화는 단 한 

번의 시도로 이루어진다기보다는, 실세계 현상에 

대한 재해석을 통한 수정과 개선의 과정을 필요

로 한다는 점이 알려져 있다(Blum & Borromeo

Ferri, 2006; Maaß, 2006). 실세계 현상을 수학화

하기 위해서는 실세계 현상에서 의미 있는 값들

과 이들 사이의 관계를 단순화하고, 이를 기술하

기에 적합한 수학적 표기(notation)를 선택하고 

시각적으로 표현할 수 있어야 한다(Maaß, 2006).

뿐만 아니라, 학생들은 제시된 현상과 관련된 수

학적 지식을 수학화에 적용할 수 있어야 한다

(Niss, 2010).

선행 연구들에 의하면, 수학적 모델링 활동에

서 수학화는 학생들에게 가장 도전적이고 많은 

시간을 소모하며, 수학화에 포함된 수학적 내용 

지식을 숙련하는 것만으로는 손쉽게 성공할 수 

없음이 알려져 있다(Blomhøj & Jensen, 2007;

Galbraith & Stillman, 2006). 수학적 모델링 과정

에서 수학화는 학생들에게 수학적 탐구의 기회

를 제공함과 동시에, 수학적 모델링 과정에서 가

장 어려운 과정임이 알려져 있는 바, 수학적 모

델링 과정의 수학화에 대한 실증적인 논의의 필

요성이 제기된다(Blomhøj & Jensen, 2007; English

& Watters, 2004; Galbraith & Stillman, 2006; Lesh

& Doerr, 2003; Niss, 2010). 이에 본 연구에서는 
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수학적 모델링 과정에서 수학화가 어떻게 일어

나는지, 그 과정상의 어려움은 무엇인지를 확인

하는 것을 목적으로 한다.

2. 기호학적 분석

수학적 모델링 과정에서 수학화 활동은 제시

된 문제 상황에 대하여 학생들이 구축한 표상의 

변화와 진전을 통하여 확인할 수 있음이 보고된 

바 있다(Chan, 2008). Chan(2008)에 따르면, 아동

들은 다른 아동들과 의사소통하기 위하여 자신

의 개념적인 표상을 시각화하고 이를 통하여 자

신이 구축한 표상과 타자가 구축한 표상, 그리고 

과제 사이의 관계를 파악할 수 있게 된다. 또한,

학생들은 수학적 모델링 활동에서 표, 그래프 등

과 같은 수학적 표현을 통하여 실세계 현상에서 

주요한 변수들을 확인하고 이들 사이의 관계를 

기술하며, 수학적으로 해석할 수 있다(CCSSI,

2010).

수학적 모델링 활동을 기호학적인 이론을 통

하여 분석하는 것은, 표상의 변화와 진전을 통하

여 수학적 모델링 과정에서 드러나는 학생들의 

수학화 활동을 확인할 수 있다는 점에서, 본 연

구에서 학생들의 활동을 분석하기 위한 이론적

인 렌즈가 될 수 있다. Presmeg(2005, 2006)은 학

생들의 수학적 탐구를 심층적으로 분석하는 데 

있어서 기호학적인 분석이 훌륭한 렌즈를 제공

할 수 있다는 점을 지적한 바 있다. Chan(2008)

의 연구에서 학생들의 표상의 변화를 확인한 것

은 수학적 모델링 과정에서 학생들이 실세계 현

상을 수학화할 수 있었음을 확인하는 데 그 목

적이 있었던 반면, Presmeg(2005, 2006)이 제시하

는 기호학적 분석은 학생들이 구축한 표상체가 

어떠한 기능을 하는지, 그 기능은 어떻게 변화하

는지를 확인함으로써, 수학적 탐구가 이루어지는 

메커니즘을 규명하려는 데 그 목적이 있다.

Peirce는 기호를 표상체, 대상체, 해석체로 구

성된 것으로 보았으며(Gorlee, 1994), 이때 표상

체는 다른 무언가를 나타내는 모든 것, 대상체는 

기호가 나타내는 모든 것, 그리고 해석체는 표상

체가 대상체를 나타냄으로서 만들어내는 모든 

것이다(Kockelman, 2007). Peirce는 표상체를 다시 

도상(icon)과 지표(index), 상징(symbol)으로 범주

화하였다.

우선, 유사성(likeness), 혹은 도상이 있다. 도상은 

모방함(imitating)으로서 대상(the things)에 대한 

관념(idea)을 전달한다. 두 번째로, 지시

(indication), 혹은 지표가 있다. 지표는 물리적인 

연결성으로 대상(things)을 어느 정도 드러낸다.

가야할 길을 지시해주는 이정표나, 나타내고자 

하는 대상의 이름 바로 뒤에 위치하는 관계대명

사는 지표이다. ... 세 번째로, 상징, 혹은 일반

적인 기호가 있다. 상징은 관습(usage)에 의해 기

호의 의미와 관련을 맺는다(Peirce, 1998, p. 5).

Presmeg(2005)에 의하면, 도상적인 표상체는 

모방되는 대상체의 질적인 측면이나 구조를 드

러내므로 한편으로 사진과 같은 극단적인 닮음

일 수도 있고, 다른 한편으로 대수적인 식도 각 

문자가 표상하는 대상들 사이의 관계를 드러낸

다는 점에서 도상적인 측면을 가질 수 있다. 또

한, 지표적인 표상체는 대상체와의 물리적인 연

결성을 토대로 대상체를 표상하며, 상징적인 표

상체는 상징이 사용됨으로서, 그 용법이나 규칙

에 의하여 대상체와의 관계가 수립된다.

도상은 대상체에 내재한 관계를 포착한다는 

점에서 대상체의 구조적인 측면과 관련되며, 지

표는 대상체의 실제적인, 물리적인 측면을 드러

낸다는 점에서 대상체의 맥락과 관련된다

(Presmeg, 2005). 그렇지만, 전적으로 도상적인 

표상체나 전적으로 지표적인 표상체는 존재하지 

않으므로, 모든 표상체는 일정 부분 도상적이면
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서 동시에 지표적이다(Otte, 2001).

Otte(2001)는 도상적 표상체와 지표적 표상체의

상호작용이 수학적 인식(cognition)을 이해하는데 

가장 중요하다고 주장하였다. 본 연구에서는 

Otte(2001)가 지적한 바와 같이, 표상체의 기능과 

이들 간의 상호작용, 이로 인한 표상체의 기능 

변화를 확인하는 것이 수학적 모델링 과정에서 

일어나는 수학화를 이해하는 데 도움이 될 것으로

가정하였다. 학생들의 수학적 활동에 대한 기호

학적 분석의 의의를 드러내는 이상의 논의들에 

기반을 두고, 본 연구에서는 학생들이 구축한 표

상체의 기능과 기능의 변화를 확인함으로써 수학

적 모델링 과정에서 수학화가 어떻게 일어나는

지, 그 과정상의 어려움은 무엇인지를 확인한다.

Ⅲ. 연구 방법

본 연구의 목적은 학생들의 수학적 모델링 과

정에서 수학화가 어떻게 일어나는지, 그리고 그 

과정상의 어려움은 무엇인지를 확인하는 데 있

다. 사례 연구 방법은 연구자가 이해하고자 하는 

사례나 현상을 심층적으로 분석하여 최대한의 

논점과 시사점을 도출하는 것을 목적으로 한다

는 점에서, 본 연구의 목적에 부합하는 것으로 

판단되었다(Stake, 1995). 이에 본 연구에서는 사

례 연구 방법(Stake, 1995)을 사용하였다. 본 연

구에서는 다음과 같은 절차로 연구 참여자를 선

정하고, 사례에 대한 자료를 수집, 분석하였다.

1. 연구 참여자

김선희(2005)에 의하면, “모델링을 수학 수업

에 적용하기 위해서는 교사가 수업 내용을 모델

링 관점에서 재구조화해야 하며, 문제해결에 비

교적 긴 시간을 필요로 한다(pp. 310-311).” 또한,

소그룹 활동을 통하여 학생들 사이의 활발한 의

사소통을 촉진하는 것이 수학적 모델링 수업에

서 효과적임이 알려져 있다(Maaß, 2006).

Stake(1995)에 의하면, 사례 연구는 단일한 사례

로부터 최대한의 통찰을 이끌어내는 데 그 목적

이 있는 바, 긴 시간의 탐구적인 소그룹 활동에 

익숙하고, 이 과정에서 의사소통에 적극적인 연

구 참여자를 선정하는 것이 수학적 모델링 활동

에 대한 심층적인 이해를 제공하는 사례 연구에 

적합할 것으로 판단하였다.

본 연구에서는 학교 정규과정 이외에 별도의 

탐구 중심 수업에 참여하고 있는 학생들을 대상

으로 모델링 수업을 실시하였다. 연구 참여자는 

서울시의 G고등학교 토요과학교실에서 3개월간 

격주로 한 학급에서 수업을 받아온 고등학교 1

학년 학생 15명으로, 중위권 정도의 수학적 성취

를 보여주었으며 소그룹 활동에서 자신의 의견

을 적극적으로 표현하는 데 익숙한 학생들이었

다. 본 연구에서 학생들의 모델링 활동은 4명씩 

네 개의 조(한 조는 3명)로 나뉘어 이루어졌다.

이 학생들은 본 수학적 모델링 수업에 2시간 동

안 참여하였다.

이 수업에 참여한 학생들의 모델링 활동 가운

데, 1조(4명)와 2조(4명) 학생 8명의 수학적 모델

링 활동을 본 연구의 사례로 분석하였다.

Maaß(2005)에 의하면, 수학적 모델링 활동은 학

생들의 수학에 대한 태도, 그리고 모델링에 대한 

태도와 밀접하게 관련된다. Maaß(2005)은 학생들

을 모델링과 수학에 대한 태도가 모두 긍정적인 

유형, 모델링에 대한 태도만 긍정적인 유형, 수

학에 대한 태도만 긍정적인 유형, 그리고 모델링

과 수학 모두에 부정적인 유형으로 범주화 하고,

모델링 그리고 수학에 대한 태도가 모두 긍정적

인 학생들이 수학적 모델링 활동에 가장 적극적

임을 확인하였다. 이에 본 연구에서는 수업을 진

행한 교사와의 면담과 연구진의 수업 관찰을 통
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하여, 수학적 모델링 수업에 참여한 학생들 가운

데 모델링, 그리고 수학에 모두 긍정적인 태도를 

가진 학생들로 확인된 1조와 2조의 학생 8명

(SM, HJ, JH, SJ, HC, SK, JY, MS)의 수학적 모

델링 활동을 본 연구의 사례로 선정하는 것이,

수학적 모델링 과정에 포함된 수학화에 대한 이

해를 도모하는 본 연구에 가장 적합할 것으로 

판단하였다. 본 연구에서는 1조와 2조 학생들의 

수학적 모델링 활동을 사례로, 수학적 모델링 과

정에서 수학화가 어떻게 이루어지는지, 그리고 

그 어려움은 무엇인지에 대하여 확인하였다. 이 

학생들은 중위권 수준의 수학적 성취를 보여주

었으며, 평균적인 사회 경제적 배경을 가졌다.

연구 참여자들은 토요과학교실 수업을 받으면서 

다양한 과학 및 수학 수업을 통해 새로운 내용

의 수학수업에 거부감이 없었다. 또한 3개월 동

안 격주로 한 학급에서 과학 실험과 수학 수업

에 참여해왔으며, 조별 활동에서 자신의 의견을 

자유롭게 표현하는 데 익숙한 학생들이었다. 이 

학생들은 중학교에서 일차함수에 대해 충분히 

학습하였으며, 고등학교 1학년 정규 수업에서 일

차함수와 직선의 방정식에 대하여 심화된 학습

을 하였음을 담당 수학교사, 그리고 학생들과의 

사전 면담을 통하여 확인하였다.

2. 자료의 수집 및 분석

본 연구에서는 학생들의 수학적 모델링 활동

을 분석하기 위하여 다음과 같은 절차로 사례 

연구 방법(Stake, 1995)을 사용하였다. 우선 연구

진과 수업을 진행하는 교사가 함께 수학적 모델

링 과제를 설계하고, 이를 바탕으로 2012년 8월 

25일에 2시간의 모델링 수업을 실시하였으며, 박

사과정생인 5년 경력의 교사-연구자가 수업을 

진행하였다. 연구진은 학생들의 수학적 모델링 

활동에 개입하지 않고 탐구과정을 관찰하였다.

활동지에는 자신들의 생각을 최대한 자세히 

표현하도록 하였으며, 생각을 수정할 필요가 있

을 때는 이전의 기록한 내용을 지우지 않도록 

볼펜을 제공하였다. 또한 Maaß(2006)에 의하면,

학생들을 몇 개의 소그룹으로 나누어 각 조별로 

과제에 대하여 논의하도록 하고 각자 논의를 반

영하여 개별적으로 과제를 수행하는 것이 수학

적 모델링 수업에서 효과적임이 알려져 있으므

로, 학생들의 모델링 활동은 4명이 1조를 이루어 

토론하며 이루어졌으며 각 학생별로 활동지를 

제공하여 모델링 활동을 기록하도록 하였다. 그

리고 교사는 (최소의) 안내와 (최대의) 학생들의 

독립적인 활동 사이의 균형을 잡기 위해 노력하

였다(Blum & Borromeo Ferri, 2009). 또한, 과제

의 맥락(당구)을 충분히 파악할 수 있도록 영상

자료(당구경기 영상)를 함께 약 5분 간 시청하였다.

또한 본 연구에서는 학생들의 수학적 사고와 

학생들의 대화, 그림, 식, 제스쳐 등의 다양한 표

상체와의 밀접한 관련성을 가정하고, 연구진의 

현장노트, 비디오 자료와 녹취록, 그리고 학생들의

활동지에 기록된 그림, 식 등을 분석하였다

(Radford, 2003; Sfard, 2008). 연구진은 이러한 다

면적인 자료 수집이 본 연구의 내적인 타당도와 

신뢰도를 높일 수 있을 것으로 판단하였다

(Creswell, 2009; Stake, 1995).

본 연구에서는 위와 같은 절차에 따라 수집한 

자료들을 기호에 대한 Peirce의 관점을 토대로 

분석하였다. 구체적으로, 본 연구에서는 수학화

와 관련하여 학생들이 구축한 표상체의 기능(예.

도상적, 지표적, 상징적)과 그 변화를 확인하였

다. 본 연구에서는 학생들의 대화, 그림, 식, 제

스쳐 등의 다양한 표상체들을 확인하고, 이들을 

범주화하는 과정을 거쳐 범주들 간의 관계로부

터 각 장면에서 드러난 표상체의 기능과 그 변

화를 확인하였다(Creswell, 2009; Stake, 1995).

또한 본 연구에서는 학생들이 구축한 표상체의 
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기능과 그 변화에 대한 연구자 해석의 내적 타

당도와 신뢰도를 높이기 위하여 연구자 삼각측

정(Stake, 1995)과 동료 점검(Creswell, 2009)을 활

용하였다. 연구자 삼각측정은 학생들이 구축한 

표상체의 기능과 변화에 대한 해석을 확증하고,

동시에 부가적인 해석을 얻기 위하여 여러 명의 

연구자가 검토하는 방식으로 이루어졌으며, 동료

점검은 다른 연구자들에게 해석 결과에 대한 의

견을 구하는 방식으로 이루어졌다(Creswell,

2009; Stake, 1995).

3. 과제

연구진이 개발한 수학적 모델링 과제는 당구

공이 지나간 직선 경로의 일부를 일차함수식으

로 표현하는 것이다(<부록 1>). 연구진은 고등학

교 1학년인 연구 참여자들이 수학교과에서 학습

한 사항들을 고려하여 수학적 모델링 활동에 적

합한 소재로 당구공의 직선 경로를 택하였다. 연

구진은 일차함수와 관련된 동적 현상의 수학적 

모델링 과제가 한편으로 학생들에게 과도하게 

복잡하지 않으면서도 동시에 진정성 있는

(authentic) 실세계 맥락을 바탕으로 한 수학화 

경험을 제공할 수 있을 것으로 보았다. 다른 한

편으로, 우정호(1998)에 따르면 함수의 본질은 

실제적인 물리적, 사회적 변화 현상을 기술하고 

해석하는 데 있는 바, 연구진은 당구공의 움직임

이라는 물리적 현상을 함수적 사고를 이끌어낼 

수 있는 풍부한 맥락의 현상으로 보았다. 이러한 

풍부한 맥락의 현상을 바탕으로 수학적 모델링 

과제를 설계한 것은, 학생들로 하여금 함수적 사

고라는 수학적 본질이 포함된 실세계 현상에 대

한 수학적 모델을 수립하도록 함으로써, 현상을 

수학적 수단인 본질로 조직하는 활동인 수학화

가 더욱 활발해지고, 표면화 될 것으로 기대하였

기 때문이다.

이와 더불어 연구진은 학생들이 다양한 표상

체를 활용하여 수학적 모델링 활동에 참여할 수 

있도록, 실제 당구공의 움직임을 보여주는 영상

을 함께 시청함과 동시에 활동지에 문제 상황을 

기술하는 그림과 수치적인 표상체를 함께 제시

하였다(<부록 1>).

Ⅳ. 연구 결과

연구 결과 학생들의 수학적 모델링 활동에서 

수학화와 관련된 활동들을 확인할 수 있었다. 본 

연구에서는 1조와 2조의 수학적 모델링 활동 가

운데, 주어진 과제를 해석하기 위하여 실세계 현

상에 대한 표상체를 구축하는 과정과, 이에 대한 

수학적 모델을 수립하는 과정에서 수학화가 어

떻게 일어나는지, 그리고 그 과정상의 어려움은 

무엇인지를 확인할 수 있었다. 그리고 2조 학생

들의 수학적 모델링 활동 가운데, 수학적 모델을 

실세계 현상에 대한 반성을 통하여 수정하고 개

선하는 과정에서도 수학화가 일어나는 부분적인 

메커니즘을 면밀하게 확인할 수 있었다. 이에 이 

장에서는 수학화가 이루어지는 과정과 그 어려

움을 (1) 주어진 과제로부터 다양한 표상체를 구

축하는 과정, (2) 이를 바탕으로 수학적 모델을 

구축하는 과정에서 드러난 수학화와 이 과정에

서 학생들이 겪은 어려움들, 그리고 (3) 자신들

이 세운 수학적 모델을 실세계 맥락을 토대로 

반성하면서 수학화를 개선하는 과정의 순으로 

제시한다.

1. 표상체의 구축

이 장에서는 1조와 2조의 학생들이 수학적 모

델링 과제를 해석하고 해결하기 위하여 다양한 

표상체를 구축하게 되는 과정을 분석함으로써,
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[그림 Ⅳ-1] 과제에 대한 학Ⅳ-생 HJ의 제스쳐 표상체

학생들이 구축한 표상체들은 어떠한 의미를 가

지고 있었으며, 이들이 수학화에 어떠한 영향을 

주었는지를 분석한다. 특히, Otte(2001)와 

Presmeg(2005)이 지적한 바와 같이, 연구진은 표

상체들이 상호작용하면서 그 기능이 변화하고 

의미가 생성되는 장면에 주목하였다.

수학적 모델링 과제를 접한 학생들은 우선 주

어진 과제를 해석(interpret)하기 위한 시도를 하

였다(Borromeo Ferri, 2006; Blum & Leiß, 2006).

수학적 모델링 활동의 주요한 측면 가운데 하나는

주어진 과제와 과제의 목표, 가능한 해법 등을 

학생들이 직접 도출하는 데 있는 바, 연구진은 

과제에 ‘당구공이 지나간 경로를 식으로 나타내

어라’와 같은 표현을 제시함으로써 학생들이 당

구공의 움직임이라는 실세계 현상을 재조직하기 

위한 방법을 적극적으로 탐색하기를 기대하였다

(Lesh & Doerr, 2003). 이로 인하여, 학생들의 모

델링 활동은 ‘경로를 식으로 나타내는 것’이 무

엇인가에 대한 논의로부터 출발하였다(<표 Ⅳ-1>).

그룹 Line 화자 전사

1 19 SM
[경로를 식으로 나타낸 것은]

길이에요?

... ... ... ...

2 35 SK

경로를 식으로 

나타내라는데, 어떻게 

경로를 식으로 나타내?

<표 Ⅳ-1> 과제에 대한 학생들의 해석 시도 

‘경로’를 ‘식’으로 나타내라는 과제의 질문은 

학생들에게 즉각적으로 해석되지 않았다(<표 Ⅳ

-1>). 학생들은 과제에 제시된 맥락(당구공의 움

직임)을 바탕으로 표상체를 구축하면서 과제 해

석을 시도하였다. 학생들이 구축한 표상체의 유

형과 각 유형의 표상체를 구축한 학생의 수는 

다음의 <표 Ⅳ-2>와 같다.

표상체 유형 학생 수(명)

제스쳐 표상체 2

언어적(verbal) 표상체 3

그래픽 표상체 8

<표 Ⅳ-2> 학생들의 표상체 유형과 각 유형별 학생 수

다음의 [그림 Ⅳ-1]은 제스쳐 표상체, <표 Ⅳ

-3>은 언어적 표상체, 그리고 [그림 Ⅳ-2]는 그래

픽 표상체의 예시다.

그룹 Line 화자 전사

1 23 HJ

이거 아니야 이거? 그냥,

식～(손으로 경로를 그리면

서) 그리면 되는 것 아니야?

<표 Ⅳ-3> 과제에 대한 학생 HJ의 언어적 표상체 

학생 HJ가 발화한 ‘식～’과 같은 의성어는 과

제에 제시된 당구공이 움직이는 소리를 나타내
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는 것이었으며, 이 학생의 언어적 표상체는 볼펜

의 끝으로 공의 움직임을 따라하는 제스쳐를 수

반하였다. [그림 Ⅳ-2]의 붉은 타원에 포함된 선

분은 학생 SM이 당구공의 경로를 활동지에 그

림으로 그린 것이다. 8명의 학생들 가운데, 제스

쳐 표상체는 학생 HJ와 HC에게서, 언어적 표상

체는 학생 HJ, HC, SK에게서 확인되었으며, 그

래픽 표상체는 모든 학생들에게서 확인되었다

(<표 Ⅳ-2>).

[그림 Ⅳ-2] 과제에 대한 학생 SM의 그래픽 표상체

이때, 학생 HJ의 언어적 표상체와 제스쳐 표

상체는 제시된 과제의 맥락으로부터 도출된 것

이며, 동시에 당구공의 움직임과의 물리적 연결

성을 가지고 있다는 점에서 지표적인 표상체이

다. 또한 학생 SM이 그린 그래픽 표상체 역시 

당구공의 물리적인 움직임을 기술했다는 점에서 

지표적이다.

[그림 Ⅳ-2]에서, 학생들이 최초로 구축한 표상

체는 [그림 Ⅳ-2]의 붉은 타원의 내부에 있는 선

분이었다. 이때 대부분의 학생들은, 두 당구공 

사이의 선분을 그린 이후에 거의 자동적으로 다

른 두 선분을 더 그어서 직각삼각형을 그렸다

([그림 Ⅳ-3]). 그리고 이 삼각형에서 두 당구공

을 이은 선분을 제외한 나머지 두 선분의 길이

를 구하는 과정을 통하여 당구공과 여러 다른 

구체물들 사이의 위치 관계를 종합한다. 학생들

의 자동적인 삼각형 그리기와 각 변의 길이 구

하기는 표상체의 기능 변화와 관련 깊다.

[그림 Ⅳ-3] 학생 YJ의 그래픽 표상체 

두 조의 학생들이 최초로 구축한 표상체는 당

구공의 동적인 움직임을 표현한 언어적 표상체,

그래픽 표상체, 제스쳐 표상체였으며, 이는 모두 

지표적인 표상체였다. 그러나 [그림 Ⅳ-2], [그림 

Ⅳ-3]과 같이 두 당구공 사이에 선분을 그은 순

간, 학생 SM과 YJ에게 두 당구공은 이 선분으

로 연결되었다. 이는 두 당구공과 선분이 고립된 

것이 아니며, 서로 관계를 갖게 된 것을 의미한

다. 이 시점부터 학생 SM과 YJ에게 당구공은 

평면상의 점(point)이다. 즉, 두 당구공이 선분으

로 연결된 순간, 실세계 현상은 일시적으로 맥락

을 상실하는 대신, 상대적인 위치관계를 획득하

였다.

이와 함께 이루어진 학생들의 삼각형 그리기

와 두 변의 길이 구하기는 주어진 과제에 제시

된 수치적인(numerical) 표상체들과, 이들이 제시

된 방식의 영향을 받은 것이다. 직사각형의 형태

로 제시된 당구대와, 이 당구대에서 각 당구공의 

위치관계를 기술한 수치적인 표상체들로 인하여,

학생들은 과제에 제시된 규준(standard)에 적합한 

위치관계 도출을 시도한다. 즉, 학생들은 당구공

을 둘러싼 틀에 해당하는 당구대와 나란한 보조

선을 긋고 그 길이를 구해서 두 당구공의 상대

적인 위치관계를 도출한 것이다.

학생들의 수학적 모델링 활동을 기호학적인 

관점에서 요약하면, ‘당구공의 경로’라는 대상체

(Object 1)에 대하여 학생들은 제스쳐, 언어적,

그래픽 표상체(Representation 1)를 수립하였고,

이에 대한 해석체(Interpretation 1)는 과제에 제시
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2

62 JY 이렇게 해가지고 피타고라스 쓰는 것 아니야?

63 MS 피타고라스 쓸까 했는데, 이렇게 하면 

64 JY

요기 이렇게 하면 되는데, 이거랑 이거도 여기 길이가 있을 것 아니야.

여기 0.2잖아. 여기 직각한 다음에 이렇게 피타고라스 하면 여기는 1미

터고 여긴 0.2미터잖아, 근데 여긴 1.4미터잖아. 그럼 얘랑 얘랑 0.2미터 

떨어져 있다는 거 아니야? 그럼 여기다가 피타고라스 쓰면 되는 거 아

니야?

65 MS 피타고라스 쓰면 여기를 구해야 되는데

66 JY
그래 여기 길이 구하는 거잖아 이렇게 하면 안 되나 맞지? 그치? 이게 

맞아?

67 MS 한 번 말이라도

68 JY

여기랑 여기 길이는 1.2미터잖아, 여기 0.2미터고 여기 1미터니까 더하면 

여기 길이는 0.2미터가 나오잖아, 여기가 직선이잖아 직각이잖아 그러니

까 피타고라스 정리 써서 여기 길이 구하면 되는거 아니야?

<표 Ⅳ-4> 피타고라스 정리를 활용한 모델링 시도

된 ‘당구공의 동적인 맥락’과 밀접하게 관련되었

다. Presmeg(2006)이 강조한 바와 같이, 해석체는 

대상체와 표상체의 관계를 규명하기 위한 시도

의 결과물이며, 기호를 구성하는 세 요소들

(Object 1, Representation 1, Interpretation 1)이 기

호로부터 생성되는 새로운 대상체(Object 2)를 

구성한다. 그리고 이 대상체(Object 2)에 대한 표

상체(Representation 2)가 과제에 제시된 도상적 

표상체들의 영향으로 두 당구공의 상대적인 위

치관계와 관련되어 해석됨으로서(Interpretation 2),

학생들은 두 번째 대상체, 표상체, 해석체가 구

성하는 대상체(Object 3)를 [그림 Ⅳ-3]과 같이 보

조선과 좌표로 표현하였다(Representation 3). 이

때, 첫 번째 표상체와 두 번째 표상체는 외견상 

동일하였지만, 첫 번째 표상체는 지표적이었던 

반면에, 두 번째 표상체는 과제에 제시된 도상적

인 표상체들의 영향으로 그 기능이 도상적으로 

변화하였음을 확인하였다.

결론적으로, 두 조의 학생들이 구축한 그래픽 

표상체는 당구공의 움직임이라는 동적인 맥락을 

담은 지표적 표상체로서의 성격이 강하였지만

([그림 Ⅳ-1], <표 Ⅳ-3>), 이후에 두 당구공의 상

대적인 위치관계를 드러내는 도상적 표상체로서

의 성격이 더욱 강하게 드러났다([그림 Ⅳ-3]).

학생들이 초기에 구축한 지표적 표상체들은 과

제에 제시된 도상적 표상체에 포섭되면서, 그 기

능이 동적인 맥락을 드러내는 것에서 관계를 조

명하는 것으로 변화하였다. 이를 통하여, 당구공

의 움직임이라는 실세계 현상이 과제에 제시된 

여러 구체물들의 관계 속에 포섭되고 연결되었

다. 연구진과 교사는 이 순간 학생들이 당구공의 

움직임을 일차함수로 기술할 것으로 예상하였다.

그러나 동적인 맥락으로부터 정적인 관계로의 

이행은 주어진 현상에 대한 적절한 수학적 모델

의 수립으로 곧바로 이어지지 않았다.

2. 일시적인 탈맥락화와 수학화

지금까지 확인한 바와 같이, 두 조의 학생들

이 구축한 표상체는 동적인 맥락을 드러내는 지

표적인 표상체에서 관계를 드러내는 도상적 표

상체로 그 기능이 변화하였다. 이 장에서는 위와 

같은 표상체의 기능 변화가 수학적 모델의 수립,

그리고 수학화에 어떠한 영향을 주었는지, 그리
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1

35 SM 근데 이건 길이로 표현해 줘야해?

36 HJ 길이로 표현해야 하냐고?

37 HJ 경로를…

38 HJ 경로를 식으로 나타내야 하네, 어떻게 하지?

39 HJ 길이는 알겠는데, 그건 모르겠네,

40 HJ 하아…경로…

... ... ... ...

2 76 HC 그러니까, 근데 길이 구하는 게 아니라 경로 식이 뭐야?

<표 Ⅳ-5> 길이로 표현된 모델에 대한 문제 제기

고 이 과정상의 어려움은 무엇인지 확인하는 데 

목적을 둔다.

연구진과 교사는 학생들이 두 당구공의 상대

적인 위치관계를 파악한 순간, 성공적인 탐구가 

이어질 것으로 예상하였다. 그러나 학생들은 두 

당구공 사이를 연결한 선분의 길이를 구하였다.

이는 학생들이 표상체에서 직각삼각형을 보고,

이를 사전에 학습한 피타고라스의 정리와 관련

지었기 때문이었다(<표 Ⅳ-4>).

위의 <표 Ⅳ-4>에 드러난 바와 같이, 학생 JY

는 주어진 도상적 표상체가 피타고라스의 정리

를 적용할 수 있는 조건을 완벽하게 갖추었다는 

사실을 조원들에게 강조하였다. 이와 같이, 두 

조의 학생들은 과제에 제시된 실세계 현상의 맥

락을 충분히 반성하지 않고, 표상체에서 자신들

의 수학적 경험에 비추어 익숙한 부분에만 주목

하고 이를 수학적으로 조직하여, 그 맥락이 당구

공의 움직임이라는 실세계 현상과는 멀어지게 

되었다.

그러나 두 조의 학생들은 당구공의 움직임이

라는 실세계 현상에 대한 이러한 방식의 조직화

가 적절한지에 대하여 스스로 의문을 제기하였

다(<표 Ⅳ-5>).

학생들은 ‘경로의 길이를 구한 것’이 ‘경로의 

식’에 적합하지 않음을 파악하였지만, 좀처럼 새

로운 해석을 모색하는 활동으로 나아가지는 않

았다. 오히려, 각자가 ‘길이’라는 것이 잘못되었

다는 것을 안다는 사실만을 되풀이하여 언급하

는 양상을 보이기에 이르렀다. 이에 교사는 다음

과 같은 문제를 제기하여 길이에 대한 논의를 

마무리하고, 대안적인 탐구로 옮겨갈 것을 촉구

한다.

교사: ...여러분은 지금 길이를 말했어, 길이는 사

실 뭐야, 3이다, 길이가 3인거는 많잖아...

이와 더불어 교사는 지표적인 표상체를 제시

함으로서 학생들에게 잊힌 과제의 동적인 맥락

을 다시 제시한다([그림 Ⅳ-4]).

[그림 Ⅳ-4]에 제시된 바와 같이, 교사는 과제

에 제시된 당구공의 경로와는 전혀 다른 경로

(반원 형태의 경로)도 같은 길이를 가질 수 있다

는 점을 지적하였으며, 이 과정에서 두 공의 물

리적인 움직임을 제스쳐로 표현하였다. 길이가 

당구공의 경로를 나타내는 식으로 적절하지 않

다는 점을 드러내는 핵심적인 예시를 교사가 제

시하자, 학생들의 담론에서 ‘길이’가 등장하는 

빈도는 현저하게 떨어졌다. 길이에 대한 활발한 

논의는 잠시 잦아들고, 학생들은 주어진 과제에 

대한 새로운 해결 전략을 모색하기 시작하였다.

학생들의 수학적 모델링 활동을 기호학적인 

관점에서 요약하면, 보조선과 좌표가 도입된 표
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[그림 Ⅳ-4] 동적인 맥락을 담은 교사의 제스쳐

상체(Representation 3)에서 학생들은 직각삼각형

에 주목하였고, 이는 사전에 학습하였던 피타고

라스의 정리와 관련되면서 학생들은 직각삼각형

의 빗변의 길이를 구하게 되었다. 즉, 세 번째 

대상체와 표상체에 대한 학생들의 해석체는

(Interpretation 3) 직각삼각형, 피타고라스의 정리

와 밀접하게 관련되었다.

이로부터 표상체가 적절하지 않은 단서를 제

공할 수 있다는 점이 수학화를 어렵게 하는 요

인으로 확인되었다. [그림 Ⅳ-3]에 드러난 바와 

같이, 학생들은 동적인 맥락으로부터 두 당구공

의 위치를 좌표평면 위의 좌표로 표현하였음에

도 불구하고, 좌표를 도출하는 과정에서 그린 보

조선들로 이루어진 직각삼각형에 주목하였다

(<표 Ⅳ-4>). 이는 학생들이 사전에 학습하였던 

피타고라스의 정리와 관련되면서, 수학적 모델 

수립 과정이 피타고라스의 정리를 적용하는 활

동으로 이어졌다.

다른 한편으로, 앞서 논의한 실세계 현상의 

재조직 과정과 학생들이 구축한 표상체의 기능 

변화와의 관련성을 확인할 수 있다. 학생들이 초

기에 구축하였던 표상체들은 실세계 현상의 맥

락과 관련 깊은 지표적인 측면이 강하였으나([그

림 Ⅳ-1], [그림 Ⅳ-2], <표 Ⅳ-3>), 이는 과제에 

제시된 도상적인 표상체에 포섭되는 과정에서 

도상적인 측면이 더욱 강화되었다([그림 Ⅳ-3]).

이러한 표상체의 기능 변화 과정은, 학생들의 활

동에서 일시적으로 맥락을 소거하는 효과를 가

져왔고, 이는 학생들이 과제에 제시된 맥락에 대

하여 충분히 반성하지 않고, 자신들이 익숙한 개

념이나 절차에 의존하여 수학적 모델을 수립하

게 하였다. 학생들이 이와 같은 어려움을 겪는 

과정에서, 교사는 학생들이 타당하게 제기한 문

제에 대한 직관적인 예시와 함께, 과제의 동적인 

맥락을 되새김으로써 당구공의 움직임이라는 현

상이 더욱 성공적으로 수학화될 수 있는 토대를 

제공하였다([그림 Ⅳ-4]).

3. 실세계 맥락에 대한 반성을 통한 

수학화의 개선 

실세계 현상을 수학화하기 위한 첫 시도에서 

성공하지 못한 학생들은 주어진 과제와 당구공

의 동적인 현상을 재해석하였다. 수학적 모델링 

활동은 모델의 구축과, 구축한 모델을 다시 실세

계 현상에 비추어 재해석 하는 과정이 여러 번 

반복되면서 이루어졌다(Borromeo Ferri, 2006;

Blum & Leiß, 2006). 그리고 이 과정에서 학생들

이 실세계 현상을 다른 방식으로 재조직하기 위

한 시도가 드러났다. 이 장에서는 2조의 학생들

이 수학적 모델과 표상체를 실세계 맥락에 비추

어 재해석하는 과정에서 발생한 수학화의 개선 

과정을 확인한다.

피타고라스 정리를 응용하여 두 당구공을 이
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90 SK 경로를 식으로 구한다는 게 갑자기 그게 말이 되나?

91 SK
경로라면 가는 길이잖아, 그러면 위치마다 엄청나게 수가 바뀌는데, 이 

선에 점이 얼마나 많은데

92 HC 경로～?

93 SK 어,

94 SK 경로를 식으로 나타내

95 HC 경로～?

96 SK 이 공의 위치마다 다 식이 달라지잖아,

97 HC

그니까, 결국에 이거 결정 하는 게 이거 가로와 세로잖아, 가로 세로를 

다 미지수로 두는데, 그러면 또, 이게 경로의 식이 아니라 길이를 구하

는 식인데? 경로의 식이라는 게 대체로 뭐라는 거야?

98 SK 경로면 이걸 점마다 다 구해야 되잖아. 이게 점점점점점점점 

<표 Ⅳ-6> 과제의 맥락에 대한 재해석 시도

은 선분의 길이를 구하는 전략이 성공적이지 못

하였다는 점을 확신하게 된 2조 학생들은 주어

진 과제와 과제의 맥락을 다시 해석하기 위하여 

노력하였다(<표 Ⅳ-6>).

<표 Ⅳ-6>에 제시된 바와 같이, 학생 SK는 주

어진 과제의 동적인 맥락에 주목하여 수학화를 

시도하였다. 예를 들어, ‘위치마다 엄청나게 수

가 바뀌는데, 이 선에 점이 얼마나 많은데’, ‘점

점점점...’ 과 같은 표현을 통하여, 학생 SK는 당

구공의 움직임이라는 동적인 현상에 주목하여 

표상체를 분석하고 있음을 확인할 수 있다.

이에 반하여 학생 HC는 자신들이 구축한 표

상체의 도상적인 특성에 주목하여 수학화를 시

도하였다. 예를 들어, ‘결국에 이거 결정 하는게,

이거 가로와 세로잖아, 가로 세로를 다 미지수로 

두는데’와 같은 표현을 통하여, 학생 HC는 당구

공의 상대적인 위치관계를 통하여 당구공의 자

취를 식으로 나타내기 위하여 시도하고 있음이 

드러난다.

위의 두 학생은 자신들이 구축한 표상체를 함

께 보면서, 한 학생은 표상체의 지표적 측면에,

다른 학생은 도상적인 측면에 주목하고 있음을 

확인할 수 있다. 학생 SK와 HC의 대화에서 학

생 SK는 표상체를 과제의 맥락에서 해석하는 것

에 주목한 반면, 학생 HC는 표상체에 내재한 수

학적 관계에 주목하였다. 학생 HC가 주목한 표

상체의 도상적인 측면은 2조의 학생들로 하여금 

실세계 현상에 내재한 여러 요소들 사이의 관계

적인 측면에 주목하게 하였다. 그러나 이와 같이 

표상체의 도상적인 측면에만 주목하는 경우에는 

수학화 하고자 하는 실세계 현상과는 전혀 다른 

맥락으로의 수학화가 일어날 수 있었다(<표 Ⅳ

-4>). 이때, 학생 SK에 의하여 표상체의 지표적

인 측면이 강조되자, 두 학생은 실세계 현상의 

동적인 맥락을 통하여 표상체의 관계적인 측면

을 조망하게 되었다. 이는 다음의 <표 Ⅳ-7>에서 

확인할 수 있다.

<표 Ⅳ-7>에서, 학생 SK가 “경로를 계속 움직

이잖아 이게, 움직이면 그 각 위치마다 식이 다 

다르게 나올 텐데”라고 언급한 바를 통하여, 학

생 SK도 동적인 현상을 관계적으로(각 ‘위치’마

다 ‘식’이 다 ‘다르게’) 조망하기 시작하였음을 
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99 HC 경로의 식이면 뭐 여기다가, 함수, 함수 그려?

100 SK
경로를 계속 움직이잖아 이게, 움직이면 그 각 위치마다 식이 다 다르게 

나올 텐데

101 HC
우리 그럼 여기를 0 콤마 0으로 잡고 샤악～(펜으로 당구공의 움직임을 

묘사하는 제스처를 취하면서) 이렇게 구하자 식을

102 SK 어?

103 HC 야 그러면 되겠다, 경로의 식 아니야?

104 JY 오～～된대

105 HC 여길 0 콤마 0으로 잡아,

106 SK 그래 함수를 쓰자

<표 Ⅳ-7> 함수를 활용한 수학적 모델의 수립 과정

확인할 수 있다. 또한, <표 Ⅳ-7>의 “우리 그럼 

여기를 0 콤마 0으로 잡고 샤악～”에서, 학생 

HC 역시 실세계 현상의 여러 요소들의 관계를(0

콤마 0) 맥락을 고려하며(샤악～) 재조직하기 시

작했음을 확인할 수 있다. 이와 같은 의사소통 

과정을 통하여, 학생 HC와 학생 SK는 동적인 

맥락으로부터 함수적인 관점에서 주어진 현상을 

조직하는 것에 성공한다(<표 Ⅳ-7>, “여길 0 콤마

0으로 잡아”, “그래 함수를 쓰자”). 두 학생은 일

차함수를 통하여 당구공의 움직임이라는 실세계 

현상의 수학적 모델을 수립하게 되었다(<표 Ⅳ

-7>). 1조의 학생들 역시 유사한 과정을 통하여 

일차함수 모델을 수립하였다([그림 Ⅳ-5]).

[그림 Ⅳ-5] 학생 SM의 일차함수 모델

학생들의 수학적 모델링 활동을 기호학적인 

관점에서 요약하면, 학생 HC는 활동지에 작성한 

표상체의 도상적인 측면과 상대적인 위치관계로

서의 해석체(Interpretation 2)에 주목한 반면(<표 

Ⅳ-6>, <표 Ⅳ-7>), 학생 SK는 표상체의 지표적인

측면과 동적인 맥락으로서의 해석체(Interpretation

1)에 주목하였다(<표 Ⅳ-6>, <표 Ⅳ-7>). 이 두 학

생의 의사소통은 두 학생이 각자 구성한 의미의 

망을 공유하고, 함수적인 관점과 관련된 해석체

를 도출하는 것을 가능하게 하였다.

초기에 수립하였던 길이 모델을 수정하면서 

당구공의 움직임을 재조직하는 과정에서 확인할 

수 있는 점은 크게 두 가지이다. 첫째는, 학생들

이 구축한 표상체의 도상적인 측면과 지표적인 

측면 사이의 상호작용이 주어진 실세계 현상에 

대한 재조직에 주요한 영향을 미쳤다는 점이다.

학생들에게 제시되었던 표상체의 도상적인 측면

은 학생들로 하여금 실세계 현상에 내재한 여러 

요소들 사이의 관계적인 측면에 주목하게 하였

고([그림 Ⅳ-3]), 이는 실세계 현상을 수학적으로 

기술하는 것을 가능하게 하였다(<표 Ⅳ-4>). 그

러나 표상체의 도상적인 측면에만 주목하는 경

우에는 수학화 하고자 하는 실세계 현상과는 전

혀 다른 맥락으로의 수학화가 일어날 수 있었다

(<표 Ⅳ-4>). 학생 SK에 의해서 표상체의 지표적
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인 측면이 강조되고(<표 Ⅳ-6>, “경로면 이걸 점

마다 다 구해야 되잖아. 이게 점점점점점점점”),

동시에 학생 HC에 의해서는 도상적인 측면이 

강조되자(<표 Ⅳ-6>, “결국에 이거 결정 하는 게 

이거 가로와 세로잖아, 가로 세로를 다 미지수로 

두는데”), 이들은 각자가 구성한 의미의 망을 의

사소통을 통해 공유하면서 학생 SK는 지표적 표

상체의 도상적인 측면을, 학생 HC는 도상적인 

표상체의 지표적 측면을 조망할 수 있게 되었다

(<표 Ⅳ-7>, “그래 함수를 쓰자”, “우리 그럼 여

기를 0 콤마 0으로 잡고 샤악～”). 표상체의 지

표적 측면에 주목하던 학생 SK의 관점에서 보

면, 표상체의 도상적인 측면이 확인되었기에, 실

세계 현상의 여러 요소들의 관계를 확인하고 동

시에 이를 재조직할 수 있는 수학적 개념을 탐

색하는 것이 가능했다. 역으로, 표상체의 도상적 

측면에 주목하던 학생 HC의 관점에서 보면, 도

상적인 표상체에서 드러나지 않았던 지표적인 

측면이 강조됨으로 인하여, 실세계 현상의 맥락

을 반영하여 이전과는 전혀 다른 방식의 수학화

가 가능했다. 다시 말해서, 이전(<표 Ⅳ-4>, 직각

삼각형)과는 전혀 다른 맥락을 바탕으로 표상체

를 조망함으로서, 표상체에서 이전에는 볼 수 없

었던 관계, 즉, ‘해석기하학적인 평면’, ‘기준점

(원점)’, 그리고 ‘평면상의 두 점들’ 사이의 관계

를 포착할 수 있게 되었다(<표 Ⅳ-7>).

이처럼 표상체의 도상적 측면과 지표적인 측

면은 서로 상호작용하면서, 실세계 현상을 재조

직하고, 이를 현상과 본질적으로 닿아 있는 수학

적 개념에 연결 짓는 것을 가능하게 하였다. 즉,

주어진 과제의 동적인 맥락에 주목하던 SK에게 

HC가 강조한 표상체의 도상적 측면은 SK가 주

어진 맥락을 함수를 통하여 재해석하는 과정을 

지원하였고(도상적 표상체 ⇨ 지표적 표상체),

과제의 관계적인 측면에 주목하던 HC에게 SK가 

강조한 표상체의 지표적 측면은 HC가 맥락을 

고려하여 관계를 재조명하는 과정을(지표적 표

상체 ⇨ 도상적 표상체) 지원하였다. 이때 비로

소, 실세계 현상의 본질적인 측면을 조직화하는 

성공적인 수학화가 이루어질 수 있었다.

또한, 이러한 표상체의 두 가지 측면이 두 학

생의 의사소통 과정에서 모두 표면화되고 논의

될 수 있었다는 점은 학생들의 의사소통이 각자 

구축한 표상체와 이에 대한 해석체를 공유하는 

것을 가능하게 하며, 이는 공유된 의미의 망, 기

호의 망이 성장하는 데 주요한 영향을 주었음을 

확인할 수 있었다.

다른 한편으로 실세계 현상으로부터 수학적 

모델을 수립하는 과정은, 정적인 수학적 대상들

을 물화(reify)되기 이전의 과정으로서 해석하는 

것을 필요로 하였다. 즉, 위의 <표 Ⅳ-7>에서 두 

당구공을 이은 표상체를 이루는 낱낱의 점에 주

목한 학생 SK와 이를 관계적으로 조망하던 학생 

HC의 관점이 종합되는 과정에서, 이 학생들은 

주어진 선분을 삼각형의 빗변이라는 정적인 수

학적 대상에서 당구공의 동적인 움직임을 기술

하는 자취라는 함수적인 관점에서 조망할 수 있

게 되었다. 수학적 모델링 활동에 포함된 수학화

는 현상을 재조직하여 그 맥락과 관계를 함께 

고려하면서 동적 현상을 기술하는 도구로서 일

차함수를 재조명하는 것을 가능하게 하였다.

Ⅴ. 논의 및 결론

이 연구는 학생들의 수학적 모델링 활동을 분

석하여, 수학적 모델링 과정에서 수학화가 어떻

게 일어나는지, 그 과정상의 어려움은 무엇인지

를 확인하는 것을 목적으로 하였다. 연구 결과,

학생들은 수학적 모델링 활동에서 다양한 표상

체를 구축하고 이를 실세계 현상의 관계적인 측

면과 맥락에 비추어 해석하면서 현상을 재조직
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한다는 점을 확인할 수 있었으며, 이는 학생들의 

의사소통 과정에 드러난 표상체의 기능 변화를 

통하여 확인할 수 있었다. 본 연구에서는 학생들

의 수학적 모델링 활동에서 수학화가 일어나는 

부분적인 메커니즘을 확인함으로써 수학적 모델

링 과정에 포함된 수학화를 활용한 수학 교수 

학습에 대한 다음과 같은 논점들을 확인할 수 

있었다.

첫째, 표상체의 도상적인 측면은 실세계 현상

의 관계 체계를([그림 Ⅳ-3], <표 Ⅳ-4>), 표상체

의 지표적인 측면은 실세계 현상의 동적인 맥락

을([그림 Ⅳ-4], <표 Ⅳ-6>) 표면화하는 과정을 지

원하였으며, 표상체의 이러한 두 측면 사이에 일

어난 상호작용은 수학적 모델링 과정에서의 수

학화에 핵심적인 역할을 수행하였다. 수학적 모

델링 과정은 주어진 현상에 내재한 관계의 체계

를 표면화하고, 이를 다시 실세계 현상에 비추어 

해석하는 과정을 포함한다(Allison, Charnes,

Cooper, & Sueyoshi, 1994; Blum & Borromeo

Ferri, 2009; Blum & Leiß, 2007). 이로 인하여 수

학적 모델링 과정에서 이루어지는 수학화는 관

계와 맥락을 동시에 고려하면서 이루어져야 했

다. 그리고 이는 실세계 현상의 관계적인 측면을 

드러내는 표상체의 도상적 측면과, 맥락을 드러

내는 지표적 측면이 각각 현상에 내재한 관계 

체계의 표면화와 이를 현상에 비추어 재해석하는

과정을 상호보완적으로 지원하면서 이루어졌다.

이러한 표상체의 두 가지 측면은 상호보완에

서 더 나아가, 서로 상호작용하면서(Otte, 2001),

실세계 현상을 재조직하고, 이를 현상과 본질적

으로 관련된 수학적 개념, 절차와 연결 짓는 것

을 가능하게 하였다. 수학적 모델링 과정의 수학

화 활동에서 도상적 표상체와 지표적 표상체의 

상호작용이 일어난다는 것은 다음과 같이 요약

할 수 있다. 우선, 도상적 표상체가 지표적 표상

체에 작용하는 것은, 지표적인 표상체에서 도상

적인 측면이 부각됨으로써, 주체가 현상에 내재

한 요소들 간의 관계를 포착하여 실세계 현상의 

맥락을 수학적으로 재해석하게 되는 과정이었다

(도상적 표상체 ⇨ 지표적 표상체). 역으로, 지표

적 표상체가 도상적 표상체에 작용하는 것은, 도

상적인 표상체에서 지표적인 측면이 부각되어,

주체가 실세계 현상에 내재한 요소들 간의 관계

를 현상의 맥락을 고려하여 재조명함으로써, 이

전과는 다른 수학적 개념, 절차 등으로 현상을 

조직하게 되는 과정이었다(지표적 표상체 ⇨ 도

상적 표상체). 이와 같은 과정을 통하여 주체가 

실세계 현상의 관계적인, 그리고 맥락적인 측면

을 충분히 반성하였을 때, 실세계 현상의 본질적

인 측면을 재조직하는 수학화가 이루어질 수 있

었다. 그러므로 수학적 모델링 과정에 포함된 수

학화를 통한 수학 학습 지도를 꾀하는 경우에는 

이와 같은 표상체의 도상적인 측면과 지표적인 

측면의 상호작용을 고려하여 실세계 현상의 구

조를 관계와 맥락의 차원에서 드러낼 수 있도록 

지원하는 것이 중요하며, 이 과정에서 학생들의 

의사소통은 표상체의 도상적인 측면과 지표적인 

측면의 상호작용과 소그룹에서 공유된 의미의 

망의 형성에 촉매제가 되므로(<표 Ⅳ-7>) 이를 

강조할 필요가 있다.

둘째, 표상체가 적절하지 않은 단서를 제공할 

수 있다는 점이 수학화를 어렵게 하는 요인으로 

확인되었다. Fischbein(1987)에 의하면, 표상체는 

한편으로 생산적인 탐구를 지원하지만, 다른 한

편으로 잠재적인 오해의 가능성을 가지고 있다.

첫 번째 논의에서 확인된 바와 같이 표상체는 

실세계 현상의 동적인 맥락과 관계적인 측면을 

표면화하는 데 촉매제가 되었으나, 이 과정에서 

표상체에 대한 학생들의 해석은 맥락과 관계, 직

각삼각형과(<표 Ⅳ-4>) 좌표평면([그림 Ⅳ-3], <표 

7>)을 오가고 있음이 확인되었다. 표상체에 대한 

해석의 다양성과 그 변화는 한편으로 Peirce와 
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Fischbein이 지적한 바와 같이 의미의 생성과 확

장을 지원하는 측면을 가지고 있었으나, 다른 한

편으로 주체로 하여금 현상의 핵심적인 맥락이

나 관계를 놓치게 할 수 있었다(<표 Ⅳ-4>). 그러

므로 표상체와 이에 대한 해석체의 변화를 통한 

의미의 생성과 확장을 꾀하는 경우에는, 이전 단

계의 해석을 반성하고 이를 새로운 해석과 비교

하도록 함으로써 대상체의 본질적인 측면을 포

착할 수 있도록 지원해야 한다.

이는 또한, 학생들이 구축한 표상체([그림 Ⅳ

-3])가 좌표평면으로서 상징적인 측면을 갖는다

는 점과 관련된다. 상징의 핵심 가운데 하나는 

사용에 의해 그 의미가 규정된다는 것이다. 이로 

인하여, 상징을 언제, 어떠한 의미로 해석할 것

인가의 문제는 간단하지 않다(Presmeg, 2005). 이

러한 측면에서 본 연구에 참여한 학생들의 수학

화를 어렵게 한 요인 가운데 하나는 상징으로서

의 좌표평면이 갖는 의미의 다양함과 관련된다.

<표 Ⅳ-4>와 <표 Ⅳ-5>에 드러난 학생들의 활동

에서는 학생들이 구축한 좌표평면이 위치관계를 

종합하는 정적인 의미로 해석되고 있는 반면,

<표 Ⅳ-7>에서는 당구공의 움직임을 기술할 수 

있는 동적인 의미로 해석되고 있음이 드러난다.

이러한 측면에서, 수학적 모델링 과정에서 구축

된 상징이 맥락에 따라 다양한 의미로 해석될 

수 있다는 점 또한 수학화의 어려움으로 확인되

었다(Presmeg, 2005). 그러므로 교수자는 표상체

의 상징적인 측면에서 드러나는 미묘한 맥락을 

포착하고 이를 학생들이 의식할 수 있도록 지원

해야 할 필요성이 제기된다(Presmeg, 2005).

셋째, 본 연구의 수학적 모델링 활동에서, 학

생들이 구축한 표상체에서 실세계 현상의 동적

인 맥락이 놀라울 정도로 빠르게 소거되는 장면

([그림 Ⅳ-3])을 확인할 수 있었다. 이를 통하여,

수학적 모델링 활동에서 교사는 학생들이 실세

계 현상의 관계적인 측면과 맥락적인 측면을, 표

상체의 도상적인 측면과 지표적인 측면을 동시

에 고려한 수학화에 참여할 수 있도록 지원해야 

한다는 점을 확인할 수 있다. 가능한 한 가지 방

안으로는, 본 연구에 참여한 교사가 시도한 바와 

같이([그림 Ⅳ-4]), 수학화 하고자 하는 현상의 

본질적인 특성을 잘 드러낼 수 있는 표상체를 

활용하는 것이다. 제스쳐 표상체는 본질적으로 

역동성과 관련되는 바, 동적 특징과 관련된 수학

적 대상을 참조하는 데 효과적임이 알려져 있다

(Sabena, 2008). 이로 인하여, 교사의 제스쳐 표상

체는 학생들에게 잊힌 실세계 현상의 동적 맥락

을 되새기는 데 효과적이었던 것으로 판단된다.

넷째, 수학적 모델링 과정에서 학생들이 경험

한 수학화는 추상화 된 수학적 개념의 이면에 

감추어진 수학적 담론(Sfard, 2008)을 회복하는 

데 도움이 되었다(<표 Ⅳ-7>). 주어진 현상에 대

한 학생들의 수학화가 어려웠던 원인 가운데 하

나는 앞서 논의한 바와 같이 현상의 관계적인 

측면과 맥락적인 측면을 모두 고려하여 관련된 

수학적 대상들의 체계를 구축해야 한다는 점이

었다. 이때, 수학화는 한편으로는 실세계 현상에 

내재한 관계와 맥락을 표면화하고 포착하는 것

을 필요로 하였으며, 다른 한편으로는 이에 대응

되는 수학적 대상들의 체계를 탐색하고 관련지

어야 했다. 학생들이 당구공의 경로를 수학화하

기 위해서는 이를 표상한 선분을 점의 자취로 

해석해야 하였으며, 이를 함수와 관련짓고, 마지

막으로 당구대를 해석기하학적인 좌표명면으로 

인식해야 했다. 두 당구공을 이은 선분을 좌표 

평면 위에서 동적 현상의 수학적 모델로 기능하

는 일차함수의 그래프로 해석하기 위해서는 직

선과 함수를 정적인 대상으로 물화(reify)되기 이

전의, 과정(process)으로서 해석해야 했다(Sfard,

1991). 이를 통하여, 물화된 개념 이면의 과정으

로서의 측면을 부각할 수 있는 교수방법으로서

의 수학적 모델링이 좀 더 심층적으로 논의될 
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필요성이 제기된다.

본 연구에서는 학생들의 수학적 모델링 활동

을 분석하여, 수학적 모델링 과정에서 수학화가 

어떻게 일어나는지, 그 과정상의 어려움은 무엇

인지를 확인하였다. 연구 결과 수학적 모델링 과

정에서의 수학화 활동에서 학생들은 실세계 현

상의 구조를 관계적인 측면과 맥락에 비추어 조

직한다는 점을 확인할 수 있었으며, 이는 학생들

의 의사소통 과정에 드러난 표상체의 기능 변화

를 통하여 확인할 수 있었다. 그리고 수학적 모

델링 과정의 수학화에서 표상체의 도상적인 측

면과 지표적인 측면의 상호작용이 주요한 역할

을 하고 있음이 확인되었으며, 이 과정에서 드러

난 학생들의 어려움에 대하여 교사가 어떻게 접

근해야 할 것인가에 대하여 논의하였다. 마지막

으로, 본 연구에서는 수학적 모델링 과정의 수학

화 활동을 학생들로 하여금 물화된 수학적 개념 

이면의 과정으로서의 측면(Sfard, 1991, 2008)을 

재조명하는 탐구로 안내할 수 있는 교수방법으

로서 논의하는 후속 연구의 필요성을 확인할 수 

있었다. 이를 통하여, 수학적 모델링 과정의 수

학화 활동을 다양한 수학적 개념, 절차와 관련된 

학생들의 수학적 탐구와 연결 지을 수 있는 이

론적인, 그리고 실천적인 방안을 모색할 수 있게 

되기를 기대한다.
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A Semiotic Analysis on Mathematization in Mathematical

Modeling Process

Park, Jin Hyeong (Graduate School of Seoul National University)

Lee, Kyeong Hwa (Seoul National University)

Though the term “mathematical modeling” has

no single definition or perspective, it is pursued

commonly by groups from various perspectives

who emphasize the activities of understanding and

representing real phenomenon mathematically,

building models to solve problems, and

reinterpreting real phenomenon to make an attempt

to understand the real world and related

mathematical models more deeply. The purpose of

this study is to identify how mathematization arises

and find difficulties of mathematization in

mathematical modeling process that share common

features with the mathematical modeling activities

as presented here. As a result of this research, we

confirmed that the students mathematized real

phenomena by building various representations, and

interpreting them with regard to relationships and

contexts inherent real phenomena. The students’

communication fostered interplay between iconic

representations and indexical representations. We

also identified difficulties of mathematization in

mathematical modeling process.
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<부록 1> 수학적 모델링 과제

※ 당구는 다음 그림과 같은 가로 m , 세로 m의 직사각형 탁자인 당구대 위에 있는 반지름 cm인 공
을 ‘큐’라고 부르는 기다란 막대기로 쳐서, 다른 공을 맞추는 스포츠다. 당구의 여러 종목들 가운데 3쿠션

은 선수가 큐로 흰 공을 한 번 쳐서, 흰 공이 붉은 공 두 개를 모두 맞춰야 하며, 흰 공이 붉은 공 두 개

를 모두 맞추기 전에 당구대의 모서리를 세 번 이상 맞추어야 한다.

※ 진이는 당구선수가 되기 위해 연습을 하는 중이다. 진이는 3쿠션의 여러 기술들 가운데, 흰 공이 먼저 당구대의

모서리를 세 번 이상 맞추고 난 뒤에 붉은 공을 맞추게 하는 ‘뱅크샷(Bank Shot)’을 연습하고 있다. ‘뱅크샷’은 붉

은 공 두 개가 매우 가까이 있을 때 사용하는 3쿠션 기술이다.

※ ‘뱅크샷’은 붉은 공 두 개가 매우 가까이 있을 때 사용하는 기술이므로, 두 붉은 공 가운데 하나만 맞추면

거의 성공한다. 그러므로 본 과제에서는 당구대 위에 흰 공과 붉은 공이 다음 그림과 같이 하나씩 있다고

가정하고, 진이의 ‘뱅크샷’ 실력 향상에 도움을 줄 방법을 생각해보자.
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1. 당구대 위에 당구공들이 다음 그림과 같이 있을 때, 먼저 진이는 큐대로 흰 공을 쳐서, 흰 공이 당구대

의 모서리를 맞추지 않고 곧바로 붉은 공을 맞추게 하려고 한다. 흰 공이 붉은 공을 곧바로 맞추는 방

법을 찾고, 이때 흰 공이 지나게 되는 경로를 식으로 나타내어 보시오.


