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요  약 

본 논문은 마감시간을 가진 작업들의 온라인 스케줄링 문제를 다룬다. 작업들이 시간이 지남에 따라 도착하고 스

케줄링 알고리즘은 앞으로 도착할 작업들의 정보를 미리 알지 못한다. 작업들은 동일한 수행시간만큼 실행되고 알고

리즘의 목표는 마감 시간 안에 수행을 완료한 작업들의 수를 최대화하는 것이다. 온라인 알고리즘의 성능은 모든 작

업 정보를 미리 알고 최적의 답을 줄 수 있는 최적 알고리즘의 성능과 비교하는데 두 알고리즘 성능의 비를 경쟁비라

고 한다. 일반적으로 정보의 부재로 인해 온라인 알고리즘은 큰 경쟁비를 가진다. 따라서 온라인 알고리즘에 보다 많

은 머신 또는 보다 빠른 머신을 제공했을 때의 경쟁비를 계산하는 자원추가 분석을 수행할 수 있다. 본 논문에서는 온

라인 알고리즘이 보다 많은 머신들을 이용할 수 있을 때 최적 알고리즘과 같은 성능을 낼 수 있음을 보일 것이다.  

ABSTRACT 

In this paper, we consider the online scheduling problem of jobs with deadlines. The jobs arrive over time and the 
scheduling algorithm has no information about the arriving jobs in advance. The jobs have the processing time of the 
equal length and the goal of the scheduling algorithm is to maximize the number of jobs completed in their deadlines.  
The performance of the online algorithm is compared with that of the optimal algorithm which has the full information 
about all the jobs. The raio of the two performances is called the competitive ratio. In general, the ratio is unbouned. So 
the case that the online algorithm can have more resources than the optimal algorithm is considered, which is called the 
resource augmentation analysis. In this paper, the online algorithm have more machines. We show that the online 
algorithm can have the same performance as the optimal algorithm.   

키워드 : 온라인 스케줄링, 마감시간 스케줄링, 경쟁비, 자원추가 분석 
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Ⅰ. 서  론

본 논문은 마감 시간을 가진 작업들을 스케줄하는 문

제를 다룬다. 작업 는 도착시간 , 수행시간 , 마감

시간  그리고 가중치 를 가지고 주어진다. 머신은 

작업을 도착시간  이후에 스케줄할 수 있고  동안 

수행해서 마감시간  이전에 완료한다면 가중치 를 

얻는다. 스케줄링 알고리즘의 목표는 완료된 작업들의 

가중치들의 합을 최대로 하는 것이다. 본 논문에서는 

작업들의 가중치 가 수행시간 와 같은 경우를 다

룰 것이고 모든 작업들의 수행시간이 동일하다고 가정

할 것이다. 특별히,   이라고 가정한다. 따라서, 스

케줄러의 목표는 마감시간 전에 완료하는 작업들의 수

를 최대로 하는 것과 같다. 
작업들이 완료되기 위해서 마지막으로 스케줄될 수 

있는 시간을 만료시간(expiration time)이라고 한다. 다
시 말해서, 만료시간 는   으로 정의한다. 또한 

    를 여유시간(slack time)이라고 한다. 이것

은 작업이 완료되기까지 최대로 기다릴 수 있는 시간을 

말한다. 여기서, 모든 작업 에 대해서,  ≥ 를 

만족하는 상수 가 존재하면, 를 인내도(patience)라
고 한다. 이 요소는 [6]에서 처음으로 제안되었다. 특히, 
  인 경우는  ≥ 로 임의로 주어질 수 있는 가

장 일반적인 경우를 말한다. 본 논문은   인 일반적

인 경우를 다룰 것이다. 
스케줄링 알고리즘은 온라인(online) 상황을 다룰 것

이다. 여기서, 알고리즘은 작업들이 도착하기 전에는 

작업들의 정보를 미리 알 수 없고 도착하고 나서 알 수 

있다. 따라서 앞으로 도착할 작업들의 정보 없이 현재 

도착한 작업들의 정보만을 이용해서 작업들의 스케줄

을 결정해야 한다. 이러한 알고리즘을 온라인 알고리즘

(online algorithm)이라고 한다. 온라인 알고리즘의 성능

은 작업들의 모든 정보를 알고 최고의 성능을 내는 최

적 알고리즘과 비교된다.  
작업들의 집합 에 대해서, 알고리즘 가 마간시간 

안에 완료한 작업들의 집합을 로 표시한다. 또한 

최적 알고리즘 가 완료한 작업들의 집합을 

라고 할 때, 아래 식을 만족하면 알고리즘 

는 -competitive 라고 한다:

∀  ≤   .

  이면, 알고리즘 가 최적 알고리즘 와 

같은 성능을 가진다. 이 경우에, 를 최적 온라인 알고

리즘이라고 한다. 
일반적으로 온라인 알고리즘은 미래의 정보를 알 수 

없기 때문에 최적이 되기 어렵다. 따라서 온라인 알고

리즘에 최적 알고리즘보다 더 많은 자원을 제공해서 

최적이 되는지 알아본다. 이것을 자원추가(resource 
augmentation) 분석이라고 한다. 본 논문에서는 최적 알

고리즘보다 하나 더 많은 머신을 사용할 수 있도록 할 

것이다. 다시 말해, 본 논문의 온라인 알고리즘은 두 개

의 머신을 사용할 수 있다.  
본 논문에서 다루는 스케줄링 알고리즘은 비선점

(non-preemptive)이다. 다시 말해서, 한 번 스케줄된 작

업은 수행 도중에 중단 되거나 제거될 수 없다. 이와 대

조적으로, 작업들이 수행 도중에 중단되었다가 나중에 

중단된 지점부터 다시 수행될 수 있는 스케줄링을 선점

(preemptive)이라고 한다.  

Ⅱ. 관련 연구

마감시간을 가진 작업들의 스케줄링은 스케줄링 분

야에서 주요한 문제들 중 하나이다. 따라서 작업들의 

정보를 미리 다 알고 있는 오프라인(offline) 상황에 대

한 많은 연구들이 있어왔다 [1, 2, 3]. 
온라인 상황에서 마감시간 스케줄링에 대한 연구는 

[4]에서 시작되었다. 저자들은 임의의 수행시간을 가지

는 작업을 도착하자마자 스케줄해야 하는 문제를 다루

었다. 그들은 log  -competitive 알고리즘을 

제안하였다. 여기서, 는 가장 큰 수행시간과 가장 작

은 수행시간 간의 비이다. 
  인 임의의 여유시간을 가지는 작업들에 대해

서 작업들의 수행시간이 모두 동일한 경우에는 [5]에서 

2-competitive 알고리즘이 제안되었다.  

[6]에서는 인내도 를 소개하고  ⌊⌋




-competitive 알고리즘을 소개하였다. [7]에서는 이 결

과를 임의의 개수 ≥ 의 머신들의 경우로 확장하
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였다. 
이상의 연구들은 온라인 알고리즘과 최적 알고리즘

들이 동일한 조건 하에서의 성능 비교를 다룬다. 본 논

문에서는 온라인 알고리즘에 보다 많은 자원을 제공하

였을 때 최적 알고리즘과의 성능 차이를 비교하는 자원

추가 분석을 수행한다. 이 자원추가 분석은 [8]에서 처

음 제안되었고 [9]에서 마감시간 선점 스케줄링에 적용

해서 2배 빠른 머신에서 최적 온라인 알고리즘을 보였

다. 본 논문에서는 최적 알고리즘보다 많은 머신들을 

사용하는 경우를 다룰 것이다.    

Ⅲ. 알고리즘

이 장에서는 논문에서 제안하는 알고리즘 에 대

해서 설명할 것이다. 이 알고리즘은 2개의 머신들을 사

용할 수 있다. 반면에 최적 알고리즘는 1개의 머

신만을 사용한다.  
알고리즘 는 2개의 머신 과 를 사용한다. 

는 매 시간 다음 조건들을 만족시키면서 동작한다:

1. 머신 가 놀고 있는(idle) 경우에 스케줄 가능한 

작업들 중에서 가장 이른 만료시간을 가진 작업을 

에 스케줄한다. 

2. 현재 에 작업 가 수행 중 일 때, 의 수행이 

완료되는 시간을 라고 하면, 도착한 작업들 중에 

만료시간이 이전인 작업들이 존재하면 이 작업

들 중에서 만료시간이 가장 이른 작업을 머신 
에 스케줄한다. 

위의 조건 2에서 의 완료시간 에 대해서 도착한 

작업 중에 만료시간이 보다 작은 작업들을 급한 작업

(urgent job)이라고 부른다. 알고리즘 에서는 급한 

작업들만이 머신 에 스케줄 됨을 주목한다. 

알고리즘 에 의한 작업들의 스케줄을 생각할 때 

머신 과   중 적어도 하나의 머신에서 작업이 수

행 중인 구간을 생각할 수 있고 이 구간을 바쁜 구간

(busy period)라고 부른다. 우리는 알고리즘 의 스

케줄이 하나의 바쁜 구간을 가진다고 가정할 수 있다. 
왜냐하면, 여러 개의 바쁜 구간  , ..., 을 가진다고 

가정하면, 구간  안에 도착한 작업들의 집합 을 

생각한다. 는 집합 에 속한 작업들을 구간  

안에  스케줄 할 것이다. 따라서  




 

이고, 각 에 대해서,   ≤  이면, 

 ≤




  ≤ 




   을 

보일 수 있다. 따라서 일반성의 손실 없이, 의 스케

줄이 하나의 바쁜 구간으로 구성되고 작업들은 이 구간 

안에 도착한다고 가정할 수 있다. 

Ⅳ. 분  석

알고리즘 의 경쟁비를 구하기 전에 주어지는 사

례(instance)를 제한할 것이다. 가 바쁜구간  

동안 수행될 때, 다음 조건을 만족하는 사례 를 생각할 

것이다. 

1. 는 시간 0에서 에 작업 를 수행한다. 

2.  의 각 작업은 보다 작은 만료시간을 가

진다. 

이 사례 를 기본사례(fundamental instance)라고 부

를 것이다. 이 사례는 1개 머신의 온라인 마감시간 스케

줄링 문제에 대한 연구[6]에서 정의되었고, 우리는 여기

서 2개 머신들의 경우로 확장할 것이다. [6]에서 저자는 

기본사례에 대해서 욕심쟁이(greedy) 알고리즘이 경쟁

비 를 가지면, 모든 사례들에 대해서 경쟁비 를 가짐

을 보였다. 알고리즘 도 위와 같은 성질을 가짐을 비

슷하게 보일 수 있다. 

보조 정리 4.1  알고리즘 가 기본사례에 대해서 

-competitive 이면, 는 모든 사례에 대해서 

-competitive 이다. 
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위의 보조정리에 의해서 앞으로 기본사례만을 생각

할 것이고 기본사례 에 대해서 가 적어도 가 

스케줄하는 작업들의 수 이상을 스케줄함을 보일 것이

다. 다시 말해서, 경쟁비 1을 가짐을 보일 것이다. 
기본사례 에 대해서, 에 의해서 시간 0에 스케줄

되는 작업 가 보다 작은 만료시간을 가지면 모든 

작업들이 보다 작은 만료시간을 가지므로 는 

많아야 ⌈⌉개의 작업들만을 스케줄할 수 있다. 하
지만 는 이 구간동안 바쁘기 때문에 적어도 ⌈⌉
개 이상의 작업들을 스케줄할 수 있다. 따라서 

  ≥  . 

앞으로는 작업 가   이상의 만료시간을 가진다고 

가정할 것이다. 는 구간  에 많아야 ⌈⌉
개의 작업과 작업 를 스케줄 할 수 있다. 

우리는 가 구간  에 스케줄하는 작업들

의 집합  에서 가 스케줄하는 작업들의 

집합 으로의 매핑 를 정의할 것이다. 작업 

∈ 에 대해서, 가 스케줄된 시간을 

라고 하면, 에서 시간 에 수행되고 있는 작업을 

라고 하면    로 정의한다. 
여기서, 시간 에 수행되고 있는 작업이 2개이면, 

머신 에 수행되고 있는 작업을 로 한다. 매핑 가 

일대일(one-to-one) 매핑이라는 것은 쉽게 증명할 수 

있다. 
매핑 의 치역 에 작업 가 속하지 않는다

면,  가 구간  에 많아야 ⌈⌉   개의 

작업들을 스케줄함을 알 수 있고, 따라서, 
 ≤⌈⌉≤  . 

앞으로 우리는 작업 가 매핑 의 치역 에 속

하는 경우만을 생각할 수 있다. 우리는  가 작업 를 

제외하고도 적어도 ⌈⌉개 이상의 작업을 스케줄 할 

수 있음을 증명할 것이다. 
적어도 하나의 작업 ∈ 에 대해서, 

가 스케줄된 시간 에서 가 2개의 작업을 수행하였

다고 가정하자. 다시 말해서, 머신  과   모두에서 

작업을 수행하고 있다. 이 경우는  아래의 그림 1과 그

림 2와 같다. 

그림 1. 작업 가 매핑 에 의해 작업 에 매핑되는 첫 번째 

경우

Fig. 1 The first case : job  is mapped into job  by a 
mapping 

이 두 경우 모두 작업 는 매핑 에 의해서 머신 

에 수행되는 작업 에 매핑된다. 그러면 시간 에 

머신 에 수행되고 있는 작업 ′에 대해서,  에 의

해 ′  에 매핑되는 작업이 존재하지 않음을 그림에서

처럼 쉽게 알 수 있다. 다시 말해서, 작업 의 앞, 뒤에 

스케줄된 작업들의 수행 시작 시간은 ′의 수행 구간 

안에 속할 수 없다. 
결과적으로   ≥      임을 보

인 것이다. 따라서,   ≥  . 

그림 2. 작업 가 매핑 에 의해 작업 에 매핑되는 두 번째 

경우

Fig. 2 The second case : job  is mapped into job  
by a mapping 

우리는 남아있는 한 가지 경우를 생각한다. 모든 작

업 ∈ 가 스케줄된 시간 에서 가 1

개의 작업만을 수행하고 있는 경우이다. 모든 작업 
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∈ 가 에 의해서 스케줄되면 증명은 

끝난 것이다. 
따라서, 적어도 하나의 작업 ∈ 가 

에 의해서 스케줄되지 않는다고 가정한다. 그런 작

업 중에서 가장 먼저 스케줄된 작업 ∈ 
를 생각한다. 가 스케줄된 시간을 라고 하자.  
가 머신에서 수행되는 작업이면, 에서 시간 에 

머신   은 놀고 있다. 이것은 모순이다. 왜냐하면 작

업 가 시간 에 머신 에 스케줄 될 수 있기 때문

이다.    가 머신 에서 수행되는 작업이고 

의 수행 완료시간이 라고 하자. 작업 의 만료시

간이 보다 작다면, 의 정의에 의해서 시간 에 머

신 에 스케줄 될 수 있었기 때문에 모순이다. 따라서 

작업 의 만료시간은   이상이다. 작업 의 만료시

간을 라고 하자. 
시간 에 머신 에서 어떤 작업 가 수행 중 이

여야 한다. 아니면, 가 에 스케줄 될 수 있다. 작업 

의 수행 시작시간을 이라고 하자. 머신 에서 시

간 에서 어떤 작업이 끝나고 작업가 시작되어야 한

다. 아니면, 가 시간 에 에 스케줄 될 수 있다. 또

한 시간 에 머신 에 어떤 작업 를 수행하고 있어

야 한다. 따라서 작업 의 수행시간 동안 머신 과 

가 동시에 수행되고 있어야 한다. 

모든 작업 ∈ 가 스케줄된 시간 에

서 가 1개의 작업만을 수행하고 있어야 하기 때문에 

매핑 는 작업 에 매핑될 수 없다. 결과적으로 매핑 

에 의해 매핑되지 않은 적어도 하나의 작업을 찾을 수 

있고   ≥    임을 보였다. 

지금까지 알고리즘 가 최적 알고리즘이 스케줄하

는 작업들의 수 이상을 스케줄할 수 있음을 보였다. 결
과적으로 다음의 정리를 얻는다. 

정리 4.2  임의의 작업 사례 에 대해서, 

≤ .

Ⅴ. 결  론

본 논문에서는 마감시간을 가진 동일 길이 작업들의 

스케줄링 문제를 다루었다. 스케줄링 알고리즘의 목표

는 완료된 작업들의 수를 최대화하는 것이다. 우리는 

두 개의 머신들을 사용하면 한 개의 머신을 사용하는 

최적알고리즘과 같은 성능을 가지는 알고리즘이 존재

함을 보였다.
향후 연구로는 본 연구를 선점(preemptive) 스케줄링

의 경우로 확장하여 적용해 보는 것이고, 또한 서로 다

른 임의의 길이를 가진 작업들의 마감시간 온라인 스케

줄링을 다룰 수 있을 것이다.
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