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시간지연을 갖는 특이 섭동 시스템에서 H∞놈과 
램버트 W 함수를 이용한 안정화 제어기 설계

Stabilizing Controller Design for Time-delay Singularly Perturbed Systems by 
H∞ Norm and Lambert W Function
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Abstract - The stabilizing controller design problem of time-delay singularly perturbed systems is considered. The 

proposed approach is based on the H∞  norm and the composite control method. A sufficient condition for the stability of 

the time-delay slow subsystem is presented. Using this condition, we can construct the composite control law for the 

time-delay singularly perturbed system and analysis the system by the matrix Lambert W function. Illustrated examples 

are presented to demonstrate the validity and applicability of the proposed method.
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1. 서  론 

물리, 공학, 생물학, 개체군 다이내믹스(population dynamics), 

경제학, 제어 공학 등 매우 많은 분야의 실 세계(real 

world)가 시간 지연을 갖는 시스템으로 표 된다[1,2]. 시간 

지연 시스템이 지연 미분 방정식(DDE, Delay Differential 

Equation)으로 모델링 될 때 이 DDE는 월 특성

(transcendental characteristics)에 의해 무수히 많은 고유치

를 가질 뿐만 아니라 시간 지연이 안정도에 매우 복잡하게 

작용하여 시스템 해석을 어렵게 한다[1,3]. DDE 의 해는 수

치 해석 방법, 그래픽  방법, Pade 근사화 방법 등을 이용

해서 구하는 방법과 Lambert W 함수를 이용해서 해석 으

로 해를 구하는 방법[3] 등이 연구되어 왔다. Lambert W 

로 구한 DDE의 해는 일반 인 미분 방정식(ODE)의 해와 

유사한 형태를 갖고 해석 으로 표 할 수 있는 장 이 있

다. DDE가 스칼라 시스템일 때는 최우측 극 (rightmost 

pole)을 해석 으로 구할 수 있으나, 벡터-행렬 시간 지연 

미분 방정식으로 표 된 시스템인 경우 일부 특수한 경우를 

제외하고는 최우측 극 을 해석 으로 구하는 것은 아직 미 

해결문제로 남아 있다[3]. 그리고 Lambert W 함수를 이용

한 극  배치 기법에서는 궤환 이득을 구할 때 임의의 이득 

기치를 선정한 후 시행착오(trial and error)를 반복 으로 

실행해야 하는 어려움이 있다[3].

느린 시간 모드(slow mode)와 빠른 모드(fast mode)가 

동시에 존재하는 특이 섭동 시스템은 많은 물리  시스템에

서 나타나며[4], 이 시스템은 조건수(condition number)가 

매우 큰 불량 조건(ill conditioned)을 가지므로 시스템 해석

을 어렵게 한다. 따라서 이 문제를 회피하기 해서 Chang 

변환이나[5], 체 시스템을 느린 부시스템(slow subsystem) 

과 빠른 부시스템(fast subsystem)으로 분리한 후 ∞  기반 

입력 등 다양한 방법에 의해 각 부 시스템에서 구한 입력을 

합성한 제어 방법 등 많은 연구가 진행 되어 왔다[4,6]. [7]

에서는 체 시스템을 느린 부 시스템과 빠른 부 시스템으

로 분리한 후 느린 시스템에서의 제어 입력을 [8]에서 제시

한 극  배치 기법을 이용하여 구한 후 합성제어를 구하는 

방법을 제시하 지만, 시스템을 안정화 시킬 수 있는 이득 

역을 알기 어렵고 한 원하는 극 을 구하기 해서는 

시행착오를 거쳐야 하는 문제 을 안고 있다.

시스템 설계에서 가장 요한 요소  하나는 안정도 문

제로서, 시간 지연을 갖는 특이 섭동 시스템의 안정도 문제

는 시스템을 차의 느린 부 시스템과 빠른 부 시스템으로 

분리하여 근하는 방법과 Lyapunov-Krasovskii 범함수를 

이용하는 기법 등이 연구되어 왔다. [9]에서는 다  시간 지

연을 갖는 동차 특이 섭동시스템을 느린 부 시스템과 빠른 

부 시스템으로 분리한 후 각 시스템에서의 안정도 문제를 

다루었으며, [10]에서는 시간 지연을 갖는 동차 특이 섭동시

스템을 Lyapunov 방법을 이용해서 안정도 문제를 다루었고, 

뉴트럴(neutral) 특이 섭동 시스템을 안정화 시킬 충분 조건

이 [11]에 제시되었다. [12]에서는 시간 지연 특이 섭동 시스

템의 상태 궤환 이득을 Lambert W 함수를 이용하여 구했

지만 느린 부 시스템이 스칼라 시스템으로 한정되어 있어서 

고차 시스템에서 안정화 시킬 수 있는 이득 범 는 제시되

지 않았다.

본 연구에서는 시간 지연이 있는 특이 섭동 시스템을 안

정화 시킬 상태 궤환 입력을 구하는데 있어서 특이 섭동 시

스템이 안고 있는 불량 조건을 회피하고 시스템을 차화 

시켜 해석을 보다 쉽게 하기 해 시스템을 느린 부 시스템
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과 빠른 부 시스템으로 분리한 후 각 부 시스템에서 안정화 

제어 입력을 ∞  놈을 이용해서 구하고, 이들 제어 입력을 

합성하여 체 시스템을 안정화 시키는 방법을 제시한다. 

즉, 느린 부 시스템이 스칼라 시스템일 경우에는 [8]에서 제

시된 Lambert W 함수를 이용한 극배치 기법으로 쉽게 안

정화 시킬 수 있는 제어 입력을 구할 수 있으나, 시간 지연

을 갖는 부 시스템이 고차인 경우에는 안정화 시킬 상태 궤

환 입력을 구하는 것이 때로는 실패할 수 있으므로[3], 시간 

지연이 있는 부 시스템에서 안정화 시킬 수 있는 궤환 이득 

범 를 ∞  놈을 이용해서 구한 후 각 부 시스템에서 구해

진 입력을 합성하여 체 시스템에서의 해를 Lambert W 

함수를 이용해서 구한다. 그리고 제시된 방법의 타당성을 

수치 해석을 통해 보인다. 

2. ∞  놈을 이용한 시간 지연 특이섭동 시스템의 

안정화 궤환 이득

다음과 같이 느린 상태만 시간 지연을 갖는 특이섭동 시

스템을 고려해 보자.












 

 
 

































,    (1)

   ∈
     

여기서 ∈ ∈  는 각각 느린(slow), 빠른(fast) 
부 시스템 상태변수이고 ∈은 제어 입력이며,  
≪  이고,   는 시간 지연 상수이다. 는 기 함

수(preshape function, or history function)이고, 는 기값

이다. 상수 계수 행렬    ,    는 각각 알

맞은 차원을 갖으며   는 Hurwitz 행렬이라 가정한다.

일반 으로 시간 지연이 없는(   ) 특이섭동 시

스템은 Chang 변환을 이용하여 시스템 행렬의 불량 조건 

문제를 회피할 수 있지만 시간 지연 항이 있으면 Chang 변

환을 용하여 느린 부 시스템과 빠른 부 시스템으로 완

히 분리하는 것이 매우 어렵다. 한 모든 상태 변수가 시

간 지연을 갖게 되면 시스템을 느린 부 시스템과 빠른 부 

시스템으로의 분리도 어렵다. 여기서는 느린 상태 변수에만 

시간지연이 있는 시스템을 다루며, 제어 입력을 합성제어 기

법(composite control)[4]을 사용해서 구한다. (1)로 주어진 

특이 섭동 시스템에서    으로 가정하여 다음과 같이 

체 시스템을 차의 빠른 부 시스템과 느린 부 시스템으로 

분리한다.

 ,  (2)

 
 ,       (3)

 .                        (4)

여기서 ≃ ≃, ≃,  

로서 첨자   는 각 해당 변수의 느린 부분과 빠른 부분이

다. (3)식을 (2)식에 입하여 정리하면 시간 지연을 갖는 

느린 부 시스템은 다음과 같다.

 ,     (5)

여기서 계수 행렬은 다음과 같다.

 
 

 
 

 
 

보조 정리 1 [10]. 복소 달함수  가 안정하고, 

∞ ≤,  ≤이면 
 은 근 으로 안정

하고,    ∞ ≤
 을 만족한다. 여기서 ∞  

는 의 ∞놈 


max  이고, max는 의 최  

특이 값(maximum singular value)이다.                 □

느린 부 시스템에서 상태 궤환 입력을   라 

하면 (5)는 다음과 같이 쓸 수 있다.

 

  .      (6)

식 (6)을 라 라스 변환한 후 달함수를 구하면 다음과 같

다.

    .                 (7)

여기서    
  

 
 이다. 느린 부 시스

템 (6)을 안정화 시키는 충분조건은 보조 정리 1을 이용하

여 구하면 다음과 같다.

보조 정리 2. 시스템 (6)에서 상태 피드백 이득   가 다음 

조건을 만족하면

∥   ∥∞ ,   (8)

 ∈을 만족한다. 여기서 ≤  이고, 는 복소 
우방평면이며 는 우방평면에서 해석 가능함을 뜻한다.

(증명) (7) 식에서    
  

 와 같이 놓

고, 역행렬 성질     를 이용하여 달함수를 

다음과 같이 표 한 후


   

 

(7)식의   와 비교하면    


    이므로

  
 

         (9)
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와 같이 구해지고, 가 (8)을 만족하면 보조 정리 1 에 

의해서 
 ∈  이다. 한 는 Hurwitz 행렬

이므로 
 ∈이 성립된다. 따라서  ∈   

이다.                                                □

보조 정리 2 로 구해진   는 느린 부 시스템을 안정화 

시키고   는 Hurwitz 행렬이므로 시스템 (3)도 안정화 시

킨다.

빠른 부 시스템 (4)에는 시간 지연이 없고 가 Hurwitz 

행렬이므로 상태 궤환 입력    에서   는 일

반 인 극 배치 기법을 사용하여 쉽게 제어 입력을 구할 수 

있다. 는 다음과 같이 ∞  놈을 이용해서 시스템을 안정

화 시키는 충분조건으로   를 구할 수 있다.

보조 정리 3.  시스템 (4)에서 상태 피드백 이득   가 다

음 조건을 만족하면

∥ ∥∞ ≤ ≤.       (10)

상태 궤환 입력  는 시스템 (4)를 안정시킨다.

(증명)  입력    를 (4)식에 입하여 라 라스 

변환하면 다음과 같다.

   
  .

여기서    
   라 하고, 보조 정리 2에서

의 증명과 같이 
   

    로 놓으면, 

  
   가 되어 (10)을 만족하면 보조정리 

1 에 의해서 
 ∈  이다. 한   는 Hurwitz 

행렬이므로 모든   에 해서 
 ∈  이 성립된

다. 따라서  ∈  이다.                         □

보조 정리 2 와 3에 의해 구한 입력을 합성한 제어 입력

은 다음과 같다.

  


                (11)

합성 제어 입력을 시스템 (1)에 용하면 다음과 같다.












 

   
  

















 




.

여기서


 

 


 

 

이다.

3. Lambert W 함수를 이용한 안정화 제어기 설계

Lambert W 함수 는    ∈  의 역함수로 정의
되며 월(transcendental) 함수 특성에 의해 무수히 많은 

가지(branch)를 갖는다[13].

 ∈∈∣   ∈.

여기서    일 때, 즉    를 주가지(principal branch)

라 한다.

3-1 느린 부 시스템이 스칼라 시스템인 경우

느린 부 시스템이 스칼라 시스템( ∈)인 경우 상태 
궤환 이득을   라 하면 (6)은 다음과 같이 쓸 수 있다.

     .    (12)

여기서

   
 

   
 

   
 

이고,   은 (1)의 계수 행렬 원소에 응되는 스칼라

이며, 구간 ∈  에서 기 함수는 , 기값은   

이다. 여기서 해를    
라고 가정하고 이 것을 (12)

식에 입한 후 공통 요소 를 제거하면 다음과 같다.

  
  .                 (13)

(13)의 양변에 
      를 곱하면 

  
     

   ,      (14)

이 되고, 여기서 Lambert W의 인자를   
  라 

놓으면 (14)식에서   
    이므로 

모든 가지에 한 극 은 다음과 같이 해석 으로 구할 수 

있다.

  




    ∈.        (15)

그리고 스칼라 시간 지연 시스템인 경우 최우측 극

(rightmost pole)은 다음과 같이 주가지 에 의해 정해

지므로[14], 이 경우 시스템을 안정화 시키는 극 을 해석

으로 구할 수 있다.

max .            (16)
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스칼라 시스템일 때 식 (12) 해는 다음과 같이 구해진다[3].

   
∞

∞




                      (17)

여기서 
는 주어진 기 함수와 기값으로부터 구해진다.

일반 으로 시간 지연을 갖는 스칼라 시스템인 경우 최우

측 극 을 복소 평면상에서 임의의 값을 선정할 수 없고[8], 

(12)와 같이 주어진 시스템인 경우 최우측 극 은 [8]에 따

르면 다음과 같이 범 가 정해진다.

 





   ≥

  .   (18) 

(18)에서 (19)에 해당되는  




   ,                     (19)

을 만족하는 는 (12) 시스템의 극 이 0 이 되게 하는 제

어 이득이므로 안정, 불안정 역의 경계가 된다. 따라서 스

칼라 시스템을 안정화 할 의 범 는 (19)에서 구해진   

에 임의의 양의 값 를 더한  를 (15) 식에 입한 결

과가 양수이면 시스템을 안정화 하는 이득 범 는   보다 

작은 값에서 선택해야 하고, 음수이면   보다 큰 역에서 

선택해야 한다. 보조 정리 2가 안정화의 충분조건이므로 

(19)에서 구해진 를 (8)에 입한 ∞는 1 이 된다.

3-2 느린 부 시스템이 벡터-행렬 시스템인 경우

느린 부 시스템이 식 (6)과 같이 벡터-행렬 시간 지연 미

분 방정식으로 표 될 때 해는 [3]에 따르면 다음과 같이 구

해진다.

  
∞

∞




 ,                   (20)

 

 .           (21)

여기서 ∙는 행렬 Lambert W 함수이고 아래와 같이 

미지 벡터   의 함수인   는 수치 으로 구한다.


     .         (22)

벡터-행렬 시간 지연 미분 방정식에서 최우측 극 과 

Lambert W 함수 가지와의 계는 아직 규명이 안 된 상태

이다[3]. 그리고 스칼라 DDE와 달리 벡터-행렬 DDE에서는  

 ≠와 같이 일반 으로 행렬 지수의 교환법칙이 성

립하지 않으므로(두 행렬   가 동시 삼각화 하면 교환법

칙이 성립함[15]) (22)의 해를 해석 으로 구하기가 매우 어

렵다.

(21)에서 구해진 의 고유 값은 (20)식으로 표 된 해의 

안정성을 결정한다. [3]에서는 식 (22)에서 를 구하기 

해서 임의의 를 선정한 후 시행착오를 반복 으로 수행해

서 구하는데 때로는 해를 구하지 못하는 경우도 있고 구한 

해로 안정성을 담보하기도 어렵다. 

여기서는 보조 정리 2에 의해 안정 역 안에 있는    

를 선정하여 이를 (21), (22)에 입하여  , 를 구하고,  


는 [3]에 있는 방법으로 구하여 시스템을 안정화 시키는 

해 (20)을 구한다.

4. 수치 

제 1. 다음과 같이 느린 상태 변수가 스칼라 시스템인 

시간 지연 특이섭동 시스템을 고려하자.




 










 


 






 


 

 



 





 



 




  

(23)

여기서  , 기함수는     , ∈   , 
그리고 기값은      이다. 시스템 행렬의 고

유값은 {3.2442, -342.1442}으로 불안정한 시스템이다. 그림 

1에 시스템 (23)을 느린 부 시스템과 빠른 부 시스템으로 

분리 한 후 느린 부 시스템에서 보조 정리 2와 Lambert W 

함수를 이용한 극 식 (15)를 비교하 다. 시스템을 안정화

시킬 상태 궤환 이득 의 범 는 ∞  놈을 이용했을 때는 

-17.8 ~ -7.6에서 ∞ 이었고, (15) 식으로 했을 때는 -7.6 

이하에서 고유 값이 0 보다 작게 구해졌다.

시스템 (23)에서 느린 부 시스템의 안정, 불안정 경계를 

결정하는 이득 값은  이고 이 값을 (8)에 입하

면 ∞ 이고, 이때 Bode 선도는 그림 2와 같다.

그림 3은     로서 합성 제어입력을 인가한 

경우와 인가하지 않은 경우를 도시하 다. 굵은 실선과 

선은 제어 입력을 인가하지 않은 경우로서 시스템이 발산함

을 볼 수 있고, 가는 선과 실선은 합성 제어를 입력한 결

과로서 시스템이 안정됨을 볼 수 있다.
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그림 1 상태 궤환 이득과 ∞  놈  고유값 계

Fig. 1 State feedback gain vs. ∞  norm  eigenvalues 
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Fig. 2 Bode diagram for  
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그림 3 상태 궤  비교 (안정화 시키는 입력이 있을 때와 

없을 때)  

Fig. 3 State trajectories (with a stabilizing input vs. without 

an input)
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그림 4 극배치 방법[8]을 이용한 상태 궤

Fig. 4 State trajectories by using pole placement[8]

(23)과 같은 2차 시스템에서는 일반 으로 최우측 극 을 

해석 으로 구할 수 없어 [8] 에서는 원하는 최우측 극 을 선

정한 후 시행착오 방법을 이용하여 제어 이득을 구하여 제어 입

력을 구하는 극배치 방법을 제시하 다. 이 극배치 방법에 의한 

시스템의 해를 구한 결과를 그림 4에 도시하 다. 원하는 최우측 

극 을 -7 로 선정하 고, 이때 궤환 이득은   

로 구해졌으며 고유값은  이다. 그

림 3과 4에서 볼 수 있듯이 제안된 방법과 [8]의 방법은 각

각 시스템을 안정화 시킨다. 두 그림에서 궤 의 차이 이 

발생한 것은 [8]의 방법은 최우측 극 을 정해논 상태에서 

구한 궤환 이득과 합성 제어 방법을 사용하여 구한 궤환 이

득이 상이하기 때문이다. 

제 2. 다음과 같은 벡터-행렬로 표 된 시간 지연 특이

섭동 시스템을 고려하자.






























   
   
   
   











 

 

 

 













 

 
 




 


 

 



















  (24)

여기서  , 기함수는       , ∈    
그리고 기값은   이다. 시스템 행렬의 고유값은 

0.0051, -0.016, ±  로 느린 부 시스템이 불안정

한 시스템이다. 그림 5에 제어 입력을 인가하지 않은 느린 

부 시스템의 고유값 스펙트럼( ±±)을 나타내었다.  

   일 때 고유값은   

로서 불안정한 극 을 갖는다.

주어진 느린 부 시스템에서의 상태 궤환 이득      

에 따른 달함수의 ∞  을 그림 6에 도시하 다. 빗 친 

부분이 ∞   역이다. 그림에서 폐곡선 1.0, 0.7 등은 각

각 폐곡선 내부가 ∞   , ∞   인 역이다. 따라서 

(18)식으로 주어진 느린 부 시스템을 안정화하는 상태 궤환 

입력을 ∞   역 안에 있는 값을 선정함으로써 [3]에서 

사용한 반복 시행착오에 따른 계산량 문제와 원하는   를 

찾지 못하는 경우, 그리고 최우측 극 을 구하는 문제를 회

피할 수 있다. 
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그림 5 느린 부 시스템에서 입력을 인가하지 않았을 때의 

스펙트럼 

Fig. 5 Spectrum of the slow subsystem without an input

그림 7은 그림 6에서 ∞   역 내에 있는 이득 

    으로 구축된 상태 궤환 제어 입력을 느린 부 시
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Fig. 6 ∞  norm-based state feedback gain region
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Fig. 7 Spectrum of the slow subsystem with a stabilizing 

input
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그림 8 제 2 에 한 상태 궤  

Fig.  8 State trajectories for the example 2

스템에 인가했을 때의 고유값 스펙트럼을 나타내었다.  

일 때 고유값은  로서 그림

에서 볼 수 있듯이 모든 극 의 실수 부분이 0 보다 작아 

안정해짐을 알 수 있다. 

그림 8은 느린 부 시스템에서의 제어 입력을 그림 6의 안

정화 역 내에 있는 이득     로 구성하고, 빠른 부 

시스템의 입력은 극  배치 기법을 이용하여 구한 후(원하

는 극 을 -10, -13으로 했을 때   ) 이들 두 

제어 입력을 합성한 제어입력을 체 시스템에 인가했을 때

의 상태 궤 으로 상태 값들이 수렴함을 볼 수 있다.

[8]의 극배치 방법을 사용하여 (24)로 주어진 시스템의 궤

환 이득을 원하는 최우측 극 을 -0.1로 하고,   와 의 

기치를 다음과 같이 선정하고 Matlab package[3]을 이용

하여 구할 때 일차 최  조건(First-order optimality)의 

계를 표 1에 나타내었다.

             

           

 











   
   
   
   

 











   
   
   
   



 











   
   
   
   

 
















       
  1.11e+024 2.6e+043 6.35e+043 1.28e+024

  1.16e+021 6.87e+055 2.03e+056 1.32e+021

  6.66e+026 1.3e+032 1.09e+032 7.65e+026

  2.48e+170 NaN NaN 1.83e+171

표  1 일차 최  조건

Table 1 First-order optimality

원하는 최우측 극 을 -7 로 해도 결과는 표 1과 거의 

동일한 일차 최  조건으로 나타났다. (24) 로 주어진 시스

템에 해서 32 가지 조건하에서 시스템을 안정화 시킬 수 

있는 이득이 몇 가지 경우에 해서 구해지지 못 했다. 따

라서 [8]에서도 언 했듯이 시스템이 고차일수록 지연 시간, 

시스템 구조 등을 고려해서 다양한 기 조건하에서 시행착

오를 반복해야 하는 어려움이 있다. 

5.  결  론

시간 지연 특이 섭동 시스템의 안정화 제어 문제를 시스

템을 느린 부 시스템과 빠른 부 시스템으로 분리한 후 느린 

부 시스템에서 인가할 상태 궤환 제어에서의 이득을  놈을 

이용해서 구성함으로써 느린 부 시스템의 안정화를 보장하

고, 빠른 부 시스템에서의 제어 입력도 극 배치 기법을 이

용해서 구성한 후 이들 두 제어 입력을 합성한 것을 인가하

여 시스템을 안정화 할 수 있음을 수치 를 통해서 보

다. 한  놈을 이용하여 궤환 이득을 구함으로써 해를 해

석 으로 구하는데 유용한 Lambert W 함수 이용을 용이하

게 할 수 있음을 보 다.
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