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A Study on Learning Environments for
Euler’s formula with activities

‘오일러 공식과 오일러 표수’탐구 활동을 위한 학습 환경 연구

S Min Ho 송민호

Euler’s formula provides the topological characteristics of geometrical objects in-
cluding polyhedra, and so an important mathematical concept. Descriptions on
Euler’s formula had been in the textbooks according to the 3rd through 7th Na-
tional Mathematics Curriculum. However, they are gone after that. In this study,
we focus on Euler characteristic and Euler’s formula as an educational material for
educations for the gifted or after-school educations. We first look at the mathe-
matical history and the applications of Euler’s formula and national curriculums
to search for its mathematical and educational meaning. We further make a sug-
gestion for a learning environment which provides a better education relying on
search activities, not just depending on memorization, illuminated from the edu-
cation of Euler’s formula.
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MSC: 1A05, 01A20, 97–00 ZDM: A14

1 서론

다면체는 중요한 수학적 대상으로서 역사적으로 많은 수학자들이 다면체에 관한 내용을

다루었다. 피타고라스, 플라톤, 유클리드, 아르키메데스 등의 그리스 수학자들은 다면

체에 관한 이론적인 연구와 체계적인 분류를 제시하였다.

케플러는 그림 11)과 같이 태양계 시스템을 다면체의 합으로 파악하였고, 우주를 상징

하는정다면체모형을통하여천문을연구하였다. 데카르트는다면체에관한이론적인부

분과실제적인대상을연결하는해석법을도입하여수학의발전을이끌었다. 그러나이들

수학자들은다면체에관하여매우단순하면서도근본적인역할을할수있는다면체의기본

본 연구는 숙명여자대학교 2012년도 교내연구비 지원에 의해 이루어졌음.
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1) 출처 : http://en.wikipedia.org/wiki/Johannes_Kepler
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그림 1: 케플러의 태양계 모형과 정다면체

성질을 주목하지 못하였다.2) 이후 1750년에 이르러서야 오일러3)에 의해 발표된 이 기본

성질에관한식은오일러공식 (Euler’s polyhedron formula)4)으로불리게된다. 오일러

공식은다양한다면체에대하여위상불변량에해당하는값을제시하고있어서발표이후로

많은연구가이루어졌고이후위상수학의발전과연결되었다 [25].

오일러공식은어린학생들도이해할수있을정도로간단하며직관적인의미와표현을

가지면서 위상수학에서 매우 중요한 역할을 한다. 그래서 대학 수학의 조기 도입이라는

관점에서새수학운동시기에학교수학에도입되었다.우리나라에는새수학운동의영향을

본격적으로받게된 3차교육과정부터오일러공식이중학교 3학년에도입되었고,이후 6차

교육과정까지중학교 1학년수학교과서에등장하다가 7차교육과정에서는심화과정으로

축소되었고, 2007개정교육과정이후로교육과정에서완전히삭제되었다 [10,16].

본연구에서는영재교육이나방과후교실과같은비교과탐구활동의소재로오일러공식

과오일러표수에주목하였다. 우선오일러공식과오일러표수가가지는의미를수학사와

그응용분야에서찾아본다.이를위해오일러공식과오일러표수의역사를살펴보고다양

한수학분야에서어떻게발전되어왔는지를알아본다. 그리고교육과정에도입된오일러

공식에관한내용을살펴보고그도입취지및교육과정으로써오일러공식의의미에관하여

살펴본다.나아가공식암기가아닌탐구활동의대상으로오일러공식을새롭게조명할수

있는학습환경을제안하고이를이용한활동을예를들어살펴보고자한다.

2) 데카르트는 1625년에 이 기본 성질을 발견하지만 증명하지는 못하였고, 발표하지도 않았다.

3) Leonhard Euler (1707–1783): 866편의논문을작성한스위스의수학자로현대수학의발전에지대한영향을
끼쳤다. 오일러 수 (e), 오일러 공식 (eπi + 1 = 0) 등이 알려져 있다.

4) 일반적으로 오일러 공식은 eπi + 1 = 0를 의미하고, 이와 구분하기 위하여 v − e + f = 2는‘오일러의

다면체 공식’으로 불린다. 그러나 표기상의 용이 및 교육과정과의 용어 통일성을 고려하여 본 논문에서는

‘오일러 공식’을 v − e+ f = 2를 지칭하는 용어로 사용한다.
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2 오일러공식,오일러표수와위상수학

이절에서는오일러공식과오일러표수가가지는교육적의미를수학사에서찾아본다. 이

를위해서먼저오일러공식과오일러표수가어떻게발전되어왔는지그발전과정을살펴

본다.그리고오일러공식과오일러표수가수학의발전에기여한부분과여러수학적문제

상황에응용될수있음을실제예를들어살펴본다.

1750년 11월, 오일러는골드바흐에게보낸편지5)에서다면체의한가지성질에관하여

다음과같이언급하였다.“어느누구도언급하지않았던다면체의일반적인성질을발견하

였는데매우놀랍습니다”[29]. 그리고 1년뒤에이를증명하여발표하였는데이것이바로

다음의‘오일러공식 (Euler’s polyhedron formula)’이다.

오일러공식.어떤다면체에서점의개수를 v, 선의개수를 e, 면의개수를 f라

하면다음이성립한다.

v − e+ f = 2

오일러가공식을발견하기이전,데카르트는 1619〜1628년에해석기하학을연구하던도중

이공식을발견하였다 [17,25]. 해석기하학이기하적대상에대한산술화라는점을생각해

보면이시기에데카르트가다면체와관련된산술적수치공식을발견한것은우연이아닌

필연의결과로생각되어진다. 데카르트는이내용을발표하지않았기때문에공식발견의

명예는오일러에게돌아갔다.훗날이러한사실이밝혀지면서이공식은‘데카르트-오일러

공식’으로불리기도한다.

그림 2: L’huilier의예외다면체들

오일러공식이발표된이후,일반적으로많이다루어지는다면체들 (주로볼록다면체)에

대해서오일러공식이성립함이확인되었고동시에오일러공식이성립하지않는다면체들

이 L’Huilier, Hessel 등의수학자들에의해서발견되었다. L’Huilier가제시한그림 2와

같은다면체는기존의다면체와유사하지만오일러공식이성립하지않음을알수있다 [25].

이것은위상의관점에서중요한예시가된다. 왜냐하면유사한구조를가진, 즉 동형인두

5) http://www.eulerarchive.org/에서 오일러의 연구 결과 및 편지 원본을 확인 할 수 있다.
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다면체가 다른 성질을 가지는 예가 되기 때문이다. 예를 들어, 정육면체는 오일러 공식을

만족하지만, 이와유사해보이는그림 2왼쪽의다면체는오일러공식을만족하지않는다.

또한Hessel이제시한그림 3와같은다면체에대해서도오일러공식이적용되지않음을알

수있다 [25]. 그림 3의다면체는정육면체를붙이거나묶어서두영역으로나눈것으로볼

수있는데이는정육면체와근본적으로다르게여겨지고,오일러공식도정육면체와다르게

작용함을알수있다. 이러한예외들의등장은다면체, 나아가기하적대상에대한동형성

연구로이어지게된다.

그림 3: Hessel의예외다각형들

이후 다양한 다면체에 관하여 오일러 공식 성립 유무에 관한 연구가 이루어지며 v −

e+ f의값이 2가아닌다양한값이나올수있음을확인하고, 이 값을오일러표수 (Euler

Characteristic)6)라고부르게된다.또한오일러표수가다르다는것은다면체가가진성질

이근본적으로다름을의미한다는인식이생겨나기시작하였다. 즉, 오일러표수가다면체

에대한불변량의하나로인식되기시작한것이다. 이러한관점은결국위상적불변량으로

써오일러표수를접근하게되는학문적발전의토대가되었고포앙카레는이러한내용을

보다발전시켜위상수학의기초를다지게된다 [17,25].

다음에서는오일러공식또는오일러표수가영향을준수학의발전내용및다양한수학적

현상에의응용을소개한다. 여기에서오일러공식과오일러표수가의외의다양한분야에

활용될수있는기본적인성질이됨을확인할수있다.

2.1 오일러-포앙카레정리 (Euler-Poincare’s Theorem)

곡면에 대한 연구가 점차 중요하게 여겨지면서 수학자들은 곡면을 위상적으로 분류하기

위한도구,즉충분조건이필요하게되었다.두개의곡면이주어졌을때,서로같은지혹은

6) 오일러 표수는 오일러의 수로 불리기도 하는데, 오일러의 수는 e를 의미하는 경우가 많기 때문에 본 논문

에서는 v − e+ f를‘오일러 표수’로 표기한다. 일반적으로 오일러 표수는 그리스 문자 χ(chi)를 사용하여

나타낸다.
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다른지를파악하는것이수학적으로중요한의미를가지게된것이다. 예를들어모서리의

개수는 유클리드 평면의 다각형을 위상적으로 구분할 수 있는 충분조건이다. 포앙카레는

오일러공식보다더발전된위상수학의기초를구축하였다. 그는일반적으로많이다루어

지는볼록다면체를위상적으로구와동형인것으로파악하였다. 이것은역으로오일러공

식을만족하지않는다면체는위상적으로구와동형이아닌것으로파악할수있는것이다.

이러한내용을담은오일러-포앙카레정리는다음과같다.

오일러-포앙카레정리.만약 v개의꼭지점, e개의모서리, f개의 2차원면을

갖는 S2(구)와 위상동형인 직선으로 둘러싸인 다면체7)라면 v − e + f = 2

이다.

오일러-포앙카레 정리 이후 여러 곡면을 구분하는 연구가 활발히 이루어졌고, 특히 리

만에의해서크게발전하였다 [25]. 곡면을구분하는조건으로언급된것중에가향성 (ori-

entability)이있다.가향성을적용하면몇몇곡면 (구,원기둥,뫼비우스의띠등)의구분이

가능해진다. 그리고오일러표수를이용하면구와토러스의구별까지가능해진다. 이후가

향성, 오일러표수는위상적으로동치가아닌두곡면을구분하기위한충분조건이된다는

사실이 19세기에밝혀지는데이것은수학의위대한업적중하나이다. 표 1은몇몇곡면에

대한오일러표수, 가향성, 경계선이다 [25].

곡면 S 오일러표수 χ(S) 가향성 (Orientable) 경계선 (Boundaries)의수

구 2 O 0
토러스 0 O 0

2홀토러스 -2 O 0
g홀토러스 2-2g O 0
원기둥 2 O 2
클라인 병 0 X 0
사영 평면 1 X 0
뫼비우스띠 0 X 1

표 1:여러곡면의오일러표수, 가향유무, 경계선

2.2 픽의정리

그림 4의왼쪽과같이일정한간격의격자무늬점들을연결한다각형의면적은다음과같이

구할수있는데, 이것을픽의정리 (Pick’s Theorem)이라부른다.

7) 그림 2의 왼쪽 다면체는 이 성질을 만족하지 않는데, 이러한 예외들은 다면체의 재정의로 이어지게 된다.

새롭게정의된다면체는임의의두꼭지점은그두점을포함한회로를가진다는조건이추가되었다. 오일러-
포앙카레 정리에서 언급하는 구와 위상동형인 다면체는 새롭게 정의된 다면체를 대상으로 성립한다.
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그림 4: Pick의이론과다각형넓이

픽의정리.만약다각형의경계면에 B개, 다각형의내부에 I개의점이포함된

다면면적의넓이 A는 I + B
2 − 1이다.

그림 4의다각형은다각형내부에 4개의점을포함하고있고,다각형의경계에는 10개의

점이포함되어있으므로이다각형의면적은 8
(
= 4 + 10

2 − 1
)
이다.이정리는다음과같이

오일러공식을이용해서증명할수있다.

증명.먼저그림 4의오른쪽과같이격자점을이용하여더이상나눌수없을때까지다각

형을작은삼각형으로나누고작은삼각형의개수를 T라한다 (그림 4에서 T = 16). 그러면

작은삼각형은모두넓이가 1
2이므로전체다각형의넓이 A는 1

2T와같다. 만약 다각형의

외부 면을 하나의 면으로 본다면 위 다각형을 포함한 평면의 면의 개수 F는 T + 1이다.

각각의삼각형은 3개의변을가지고있는데 3T는다각형경계면의선분은 1번, 다각형내

부의선분은 2번세기한결과와같다.즉, 다각형의선분의개수를 E라하면 2E = 3T +B

가성립한다. 그리고다각형의점의개수 V 는 I +B와같다. 따라서오일러공식에 V , E,

F를각각대입하여정리하면다음과같다.

V − E + F = 2

(I +B)−
(
3T

2
+

B

2

)
+ (T + 1) = 2

T = 2I +B − 2

따라서다각형의넓이 A = T
2 = I + B

2 − 1이된다. □

2.3 히우드의정리

평면 지도가 있을 때, 인접한 영역은 서로 다른 색으로 칠한다는 조건 하에 4가지 색만을

써서지도를칠할수있느냐는문제가 4색문제다.이는프란시스구스리 (Francis Guthrie)

가영국지도를색칠하던중착안하였고이것이당대의유명한수학자드모르강에게전해지

면서이문제를‘4색문제’라부르게되었다.이문제를해결하기위해서많은수학자들이도

전하였고, 히우드 (Heawood)는오일러표수를이용하여특정한곡면위의국가를채색하
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는데필요한색의최솟값을구하는방법을제시하였다.다음은히우드의정리 (Heawood’s

Theorem)인데,임의의곡면의오일러표수를라하였을때,이곡면위의국가들을채색하

는데필요한색의가짓수의최솟값을나타낸다.

히우드의정리.오일러표수가 χ인임의의곡면위의임의의국가들에대하여,

국가별로인접한영역은서로다른색으로구분해서칠하려고할때필요한색

의최소가짓수는다음과같다.[
7 +

√
49− 24χ

2

]
예를들어토러스의오일러표수는 0이므로, 토러스위의국가들을구분하기위해서필요

한 최소 색은 7가지이다. 하지만 이 정리의 적용에는 한계가 있는데, 오일러 표수의 값이

양수인경우에는적용할수없다.즉,표 28) 과같이오일러표수의값이 0또는음수인곡면

위에그려진지도에서는국가를구분하기위한색의가짓수를찾을수있지만,지구와같이

오일러표수의값이 2인경우에는성립하지않는다.

곡면 토러스 이중토러스 삼중토러스 뫼비우스띠 클라인병

모양

오일러표수 0 -2 -4 0 0
채색수 7 8 9 7 7

표 2:다양한곡면에서의오일러표수와채색수

이외에도포앙카레-호프의정리9), 데카르트의정리10), 가우스보넷정리 11)등이오일러

표수와 관련된 중요한 수학 업적으로 언급된다. 이상에서 살펴보았듯이, 오일러 공식과

오일러 표수는 그 간단한 표현 방식과 직관적인 의미를 넘어서서 다양한 수학 분야에 적

용되었음을알수있다. 그리고위상수학이라는새로운학문분야를발전시키는데도움을

주었으며, 여러수학적현상을관찰하고탐구하기위한하나의지표가됨을알수있다.

8) 그림 출처 : http://ko.wikipedia.org/wiki/오일러_표수
9) 닫힌 곡면 S위의 어떤 벡터장이라도 유한 개의 제로 지점을 가지며, 제로 지점의 개수는 χ(S)와 같다. 이

것을 적용하면 지구의 오일러 표수는 2이므로, 지구상에 바람이 불지 않는 지점이 적어도 하나 존재한다는

사실을 증명한다.

10) 어떤 다각형 P의 결손각 (angle deficit)의 총합은 2πχ(P )이다.

11) 가향적 (orientable) 곡면 S의 총 곡률 (curvature)은 2πχ(S)이다.
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3 오일러공식과교육과정

라카토스는오일러공식의간단함과강력함,모순을일으킬수있는다양한실제예시등에

주목하여 교육을위한소재로 오일러공식에주목하였다 [20]. 라카토스는 과학의 지식이

패러다임의전환을거치면서반박되고보완하여발전되어가듯이수학의지식도그런과정

을거치면서발달한다고생각하였다.라카토스의준경험주의에따른교육의예시로제시된

것이바로오일러공식을활용한학습자들의탐구활동이다. 비록라카토스가제시한학생

들의활동은복잡하고긴과정을거치기때문에교육에바로도입되기에는어려움이있다.

하지만, 오일러 공식을교육적인관점에서바라보았다는점에서의미를가진다. 즉, 쉽게

이해하고 적용할 수 있는 간단한 지식을 다양한 실제와 반례를 경험하고 극복하며 수정,

보완, 발전시키는의미있는활동의소재로서오일러공식을조명하고있다.

교육과정에 나타난 오일러 공식은 이보다 간단한 형식으로 새수학운동과 함께 교육과

정에도입되기시작하였다. 그것은대학수준의수학내용을미리교육과정에도입한다는

기본 취지와 오일러 공식의 단순함과 강력함이 어우러져 이루어졌다. 우리나라에는 새수

학운동이본격적으로도입되기시작한 3차교육과정부터오일러공식이도입되었고이는

7차 교육과정까지 이어진다. 본 절에서는 교육과정에 나타나는 오일러 공식의 도입 과정

및내용을살펴보고교육과정에서사라지게된이유에관하여논한다.

그림 5: 3차교육과정중3도형의관찰

3차교육과정에서오일러의공식이도입된부분은중학교 3학년도형단원이다. 여기에

서는‘점, 선, 면의 연결 관계에 의하여 도형을 관찰하고, 위상적 성질을 알아보게 한다.’
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는 단원 목표와 함께 단일 폐곡선과 오일러 공식을 다루고 있다.‘위상적 성질’이라는 용

어에서 대학 수준의 위상수학에 대한 조기 도입이라는 새수학운동의 영향을 짐작해볼 수

있으며,‘위상적성질’이라는용어는 1981년의 4차교육과정에도나타난다.특히 3차교육

과정에서는 오일러 공식의 활용에 대한 예로 정다면체의 종류가 다섯 가지임을 증명하는

내용이포함되어있다. 그림 5는 3차교육과정에따른중학교 3학년교과서에나타난오일

러 공식 부분이다. 수형도를 통해서 평면도형에 관한 오일러 표수를 먼저 도입하고, 이후

그림 5와같이다면체에관한오일러공식을제시하고있다. 이러한내용전개및사용되는

다면체 종류는 6차 교육과정까지 크게 변하지 않고 유지된다. 4차 교육과정부터 위상적

불변량에 대한 관찰이 강조되며 오일러 공식은 중학교 1학년으로 이동하게 된다. 그리고

5차교육과정부터‘위상적성질’이라는용어대신‘도형의간단한성질’을사용한다. 이는

오일러 공식이나 위상적 성질이라는 수학적 지식을 강조하지 않기 위한 고려로서 교사용

지도서에도암기위주로지도하지말것을‘지도상의유의점’으로제시하였다. 이것은 6차

교육과정까지유지된다 [3].

7차 교육과정에서는 오일러 공식이라는 용어 및 내용을 교육과정에서 제외하였으며,

<교수�학습상의유의점>에심화과정의일환으로제시하고있다. 교과서에는‘오일러의

공식’이라는 용어는 사용하고 있지 않으며 교사용 지도서에서도‘오일러 공식’이라는 용

어는사용하지않아도무방하다는내용이나타난다 [1,2]. 이후 2007년개정교육과정에서

<교수 ·학습상의유의점>에서도삭제되며교육과정전체에서사라지게되었다 [16]. 표 3

은오일러공식이교육과정에나타난시기와특징을정리한것이다.

교육과정 학년 (중학교) 주요내용

1〜2차 (〜1963년) 해당 내용없음

3차 (1973년) 3학년 단일폐곡선의 성질, 오일러의 공식

4차 (1981년) 1학년 단일폐곡선, 한붓그리기, 뫼비우스의 띠,

오일러 공식

5차 (1987년) 1학년 단일폐곡선, 꼭지점과 변으로 이루어진

도형, 오일러 공식

6차 (1992년) 1학년 단일폐곡선, 꼭지점과 변으로 이루어진

도형, 오일러 공식

7차 (1997년) 1학년 <학습지도상의 유의점>“다면체에서
꼭지점의 수, 모서리의 수, 면의 수 사이의

관계를 알아본다”

2007 개정 이후〜 해당 내용없음

표 3:오일러공식과교육과정
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정경호와 양승갑 [10]은 오일러 공식이 포함된 중학교 1학년 도형의 관찰 영역이 7차

교육과정에서삭제된이유가학습부담경감때문이라고말하고있다. 3차교육과정에서는

학문 중심 교육과정을 강조하며 수학 내용의 조기 도입, 수학의 구조와 엄밀성 강조 등이

특징이었다. 이에따라많은양의학습내용이유입되었고, 이후교육과정에서지속적으로

강조해온것은학습부담경감을위한학습내용축소이다. 이것은가장최근의 2009개정

교육과정에서도여전히큰특징으로부각되고있다. 오일러공식이포함된도형의관찰영

역이학습량경감대상이된이유는해석기하위주의고등학교교육과정과연계성이떨어

지기때문으로분석된다 [16].

오일러 공식은단일폐곡선, 한붓그리기등과함께다면체의성질을관찰하여불변량을

찾아내는기하탐구활동수업을위해도입되었음을알수있다 [4,6,12,14]. 또한 교사용

지도서에제시된내용도오일러공식에관한수학적지식과증명법, 또는수형도그려보기

활동 등 수학적 지식이나 계산 기술의 전수에 초점이 맞추어져 있고, 다면체를 대상으로

하는조작활동은제시하지못하고있다 [5,7,13,15]. 학생들이직접조작하고변형해보는

활동으로제시하는것도필기구로가능한수형도그려보기정도에불과하며다면체는지면

상의그림들로다양성을보일수밖에없는매체의한계는제한적인교수법을사용할수밖에

없음을나타낸다. 이처럼다양한다면체를역동적으로다룰수있는교수법의부재는오일

러공식이성립하는볼록다면체를대상으로확인위주의지식주입교수방법을강요하게

되었다. 또한 고등학교 교육과정과의 연계성이 미약한 내용 요소는 교육과정에서 삭제되

는결정적인계기가 되었다 [16]. 고등학교 교육과정에나타난 기하가대부분해석기하의

영역이라는점을생각해보면중학교기하영역에서단일폐곡선, 한붓그리기, 오일러공식

등이포함된도형의관찰영역은고등학교교육과정과연계성이떨어질수밖에없다.

지금까지의 내용을 종합하면 오일러 공식이 교육과정에서 사라지게 된 이유는 오일러

공식을 교육과정에 도입한 의미를 제대로 학습자가 받아들일 수 있는 교육 환경의 부재,

그리고 고등학교 교육과정과의 연계성 미비로 생각할 수 있다. 즉, 교육과정에서 오일러

공식을삭제하게된이유는학생들의인지발달단계에적절하지않거나혹은학습할가치가

없어서가아니라교육환경이가지는한계, 교육과정개정의방향성등이중요한요인으로

작용하였음을 알 수 있다. 이것은 적절한 학습 환경이 제공되고, 교육과정의 틀을 벗어난

다면오일러공식에관한탐구활동이학생에게의미있는학습이될수있음을의미한다.

4 공학적도구를통한오일러표수탐구

수학교육은단순한문제풀이기술을전수하는것을넘어,학습자가수학적개념과사고방식

을이용하여다양한현상을해석하고또한창의적이고논리적인방법으로문제를해결하는

것을추구한다.이를위해서수학적지식을암기하고문제에적용하기보다학습자가수학적
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지식을자신에게의미있는형태로받아들여내적도구화할수있도록돕는교수법이최근

많이연구되고있다. 앞에서살펴본오일러공식과관련된내용은학습자의활동폭이적고

대상도제한되어있는것을알수있다.또한그림 6과같이몇몇다면체를그림으로제시하는

방식으로다양성을제공하고있음을알수있다.김화경 [8]은구성주의 (Constructionism)

관점에따라정신적조작활동을위한물리적구성경험의중요성을강조하였다.이관점에

따르면학습자가오일러공식을내면에서구성하려고할때, 다양한오일러표수를학습자

가경험하고,직접구성하는과정속에서그규칙성을찾아보는활동이중요한역할을할수

있음을짐작할수있다.

그림 6: 6차교육과정중1교과서에제시된다면체들

그러나단지학습자의구성활동이가능한학습환경을제공하는것만으로수학적지식

이 내면화될 수는 없을 것이다. 앞에서 살펴본 그림 2나 그림 6의 (3)번에서 볼 수 있듯이

위상적으로 동일한 것으로 간주되지만 오일러 표수가 다르게 나타나는 예외 다면체들이

존재한다. 이런예외들은오일러표수에관한경험이없는학습자에게는오일러표수탐구

활동에오히려방해요소가될수있다. 즉, 학습자가조작하는환경에서예외다면체가나

타난다면학습자는혼란을겪을수밖에없다. 이러한혼란을방지하려면학습자가그러한

예외가 나타나는 조작을 하지 못하도록 제어하거나, 그러한 예외가 발생하였을 때 이를

배제하는 교사의 개입이 필요하다. 또는 그런 예외가 발생하지 않는 조작 환경을 제공함

으로써문제를해결할수있다. 공학적도구를적절히설계하면이러한예외들을제거하고

학습자가 직접 다면체를 구성하면서 탐구 활동이 가능한 학습 환경을 구성하는데 사용될

수있다. 본 절에서는먼저수학교육에의미있는학습환경을구성하기위한공학적도구

의특징을살펴본다. 그리고공학적도구를사용하여오일러표수를탐구하는학습환경에

관하여알아본다.

최근 학교교육의 패러다임은 기호적 중재와 스마트 교육이라 할 수 있다. 기호적 중재

는 수학교육의 이론적인 연구가 수학을 표현하는 근본적인 도구인 기호에 다다랐음을 보

여준다. 또한 스마트 교육은 정부에서 적극적으로 주도하고 있는 새로운 교육 형태로서

정보사회로 급격히 접어든 현대 사회의 공학적 측면을 보여준다. 이러한 두 패러다임을

동시에다루는연구들중에는일정한기호를조작하고이에대한결과물을공학적도구를

통하여보여줌으로써학생의사고과정을돕고나아가사고도구로자리매김하려는시도가

있다 [19, 21, 22, 24, 26–28]. 이러한 연구들에 공통적으로 포함된 내용은 학생이 쉽게 접
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근하고받아들일수있는기호체계, 이에대한적당한외적피드백을제시하는학습환경,

그리고학습환경에서의도움을받아기호체계를학습자의내적도구로발전시켜나가는

교육 구성이 있다. Cho et al [18]는 학습자의 내면 심리, 외면의 의사소통에 모두 작용할

수있다는특징을강조하고자이러한기호체계를‘executable expression’이라고표현하

며, 학습자의 내적 작용과 학습 환경이라는 외적 작용의 조화를 강조하고 있다. 본 연구

에서 제안하는 오일러 공식 탐구를 위한 공학적 도구인 쌓기나무 거북명령도 executable

expression의일종이라할수있다. 쌓기나무거북명령은 Papert [23]가제안한 LOGO의

체화된인지관점을입체에적용시킨공학적도구이다.

그림 7:쌓기나무교구들

쌓기나무 거북명령에 대하여 살펴보기 전에, 이와 유사하게 사용할 수 있는 쌓기나무

교구의 활용에 관하여 알아보자. 그림 7과 같은 쌓기나무 교구의 사용은 점, 선, 면이 시

각적, 촉각적으로 명확하게 드러난다는 점에서 장점을 가진다. 또한 손으로 직접 만지고

구성한다는점에서정의적인측면의학습을기대할수있고,컴퓨터환경을갖추고기호체

계를입력하는등의쌓기나무거북환경보다더직관적이고손쉬운이용이가능하다. 이에

반하여쌓기나무교구는활용에몇가지단점을가지고있다. 그림 7의좌측은일반적으로

사용되는목재쌓기나무인데,다면체가가진점,선,면이라는기본적인특징만을부각시키

고있지만결합이어렵다는단점이있다. 그림 7의중앙은자석이내장되어있어서손쉽게

결합할 수 있지만 무거운 무게 때문에 복잡한 구조물을 쌓기에는 힘들고, 다면체의 점과

자석이혼동을일으킬수있다. 그림 7의우측은플라스틱으로만들어져서가볍고별도의

도구 없이 결합이 가능하다는 장점이 있으나, 다면체의 요소 외에 다른 부분이 많고 결합

이단방향이라는단점이있다. 그리고이러한쌓기나무교구들은공통적으로점, 선, 면이

하나로합쳐지거나혹은사라진다는점이명확하게나타나지않는데, 실제사물에서는두

개의쌓기나무를결합하여도여전히두개의점이나선이보이게된다.또한다양한모형을

만들기가 어렵다. 교구의 특성상 실제 존재하기 힘든 불안정한 구조물의 경우는 만들 수

없다. 만들기측면뿐만아니라결과물공유라는측면에서도문제점이있다. 학습자가만든

쌓기나무모형은결국교실환경이라는로컬커뮤니티에서만한시적으로공유할수있다.

과제물로제출이나교사의확인도어렵다. 오일러표수탐구활동이라는측면보다는쌓기
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나무교구라는물리적인대상이강조될수밖에없기때문에발생하는현상이라할수있다.

이와비교하여쌓기나무거북명령은웹-기반게시판과결합하여인터넷을통해서공유될

수있다12). 학습자가만든과정을기호체계분석을통해서파악할수있고, 다양한형태의

쌓기나무 모형을 손쉽게 만들 수 있다. 또한 기존에 갖춰진 컴퓨터 환경을 이용하면 교구

구입이라는 추가적인 비용 문제도 해결된다. 쌓기나무 거북명령에서 제공되는 결과물은

오일러 표수 탐구 활동에 적합한 형태로 이루어진다. 두 개의 쌓기나무가 결합한 경우 정

확하게점과점, 선과선은겹쳐져서표현된다. 그림 8은쌓기나무거북명령으로만들어진

쌓기나무모형과그것을생성하는기호를보여준다13). 그림 8의다면체는총 32개의점과

60개의선, 그리고 30개의면이존재하고오일러표수의값이 2인다면체이다.

생성기호 χ v e f 쌓기나무모형

suudssudd 2 32 60 30

그림 8:쌓기나무거북명령으로만든모형

쌓기나무거북명령은매우다양한다면체를학습자스스로구성해보는것이가능하다.

이것은쌓기나무거북명령이기호로조작되기때문이다.앞에서살펴보았듯이교육과정에

서오일러정리의탐구활동이어려운이유중하나는오일러표수를손쉽게탐구할수있는

환경의부재를들수있다. 오일러표수에주목하면서여러가지쌓기나무모형을만들고,

그 과정에서오일러표수의변화규칙을찾아가는활동이가능하다면오일러공식이단순

한 수학적 지식이 아니라 다면체를 바라보는 하나의 지표가 될 수 있을 것이다. 그림 9는

각각의오일러표수에대하여만들수있는쌓기나무모형의예이다.

쌓기나무모형

오일러표수 3 2 1 −8

그림 9:다양한쌓기나무모형과오일러표수

12) 본연구에서는쌓기나무거북명령과웹-기반게시판이결합된형태를오일러표수탐구를위한학습환경으로
제안한다. 학습 환경에 관한 자세한 내용은 송민호 [9] 참고.

13) 쌓기나무 거북명령에 관한 자세한 내용은 송민호 [9], 조한혁 외 [11] 참고.



144 Learning Environments for Euler’s formula with activities

그림 10: 4차교육과정중1교과서에제시된다면체들

그림 11:분해로오일러표수구하기

쌓기나무를 활용한 오일러 표수의 탐구 활동은 학습자에게 규칙성을 찾아가는 수학적

경험을 제공할 수 있다. 4차 교육과정에서는 그림 10과 같은 형태의 다면체를 제시하고

있다. 이것은 앞에서 살펴본 Hessel의 예외 다면체들과 동형이다. 그런데 이러한 형태의

쌓기나무결합은오일러표수를변화시키는가장간단한방법에해당한다. 이는쌓기나무

거북명령을 조작하는 학습자가 손쉽게 찾을 수 있는 규칙성 중 하나에 해당한다. 표 4는

쌓기나무의 결합 방식에 따른 오일러 표수 변화 규칙이다. 여기에서 제시한 변화 규칙은

어린학습자도약간의시간을들이면찾아낼수있다는점에서탐구활동으로서가능성을

확인할수있다14). 즉, 대상의규칙적인변화에따라그에대응하는일정한수치의변화는

기하적대상에관한성질탐구,규칙성찾기,나아가함수교육이라는관점에서중요한활동

이될것이다. [표 4]에서제시된규칙은낮은단계에해당하는데,학습자의수준에더많은

경우를찾거나, 혹은보다많은경우를포괄하는일반화된규칙을찾아낼수있다. 심지어

대학생의경우모든경우에적용할수있는규칙을제시하기도하였다.

이러한 규칙성은 임의의 주어진 다면체를 분석하여 오일러 표수를 찾아내는 활동에서

중요한도구로작용할수있다. 또한결합이라는관점뿐만아니라분해라는관점에서도오

일러표수를찾아낼수있다.이는쌓기나무결합이라는조작활동을통해서누적된경험이

문제상황에대한새로운문제해결방법을찾아낼가능성이있음을보여준다.

그림 11은분해를통하여오일러표수를찾아내는사고작용을나타낸것이다. 그림 11

14) 이것은 연구자의 개인적인 경험에 기초한 것으로, 학생의 수준이나 활동 방식에 따라 차이가 있을 수 있다.
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결합방식 변화전다면체
쌓기나무추가로

변화된다면체

오일러표수의변화

규칙

한점공유 1증가

한선분공유 1증가

한면공유 변화없음

한점과한선분

공유
변화없음

한점한면공유 1감소

표 4:쌓기나무의결합방식에따른오일러표수변화규칙

왼쪽 다면체의 오일러 표수를 구해보자. 왼쪽 다면체는 오른쪽과 같은 두 개의 다면체로

분해하여생각할수있다.이때오른쪽두다면체의오일러표수는각각 2이므로더한값은

4가된다. 그리고겹쳐지는부분을생각해보면계산과정에서제외되는점, 선, 면은 각각

6개, 5개, 2개이다. 따라서결합하는부분의오일러표수변화량은 –3이되므로, 왼쪽다

면체의오일러표수는 1(= 4− 3)이된다.

5 결론

본연구에서는비형식적교육과정의소재라는관점에서오일러공식과오일러표수를다루

고있다. 이를위해서오일러공식이가지고있는의미를수학사, 응용분야, 교육과정에서

찾아보았다. 오일러 공식과 오일러 표수는 개념의 발달에 따라 여러 수학 분야에 영향을

주었으며특히위상수학의기초개념을생성하는데영향을주었음을확인할수있었다. 오

일러공식의단순함과학문적위상은새수학운동과함께교육과정에기하적대상의위상적

불변량이라는 위상수학의 내용을 도입하게 만들었다. 교육과정 분석을 통하여 우리나라

교육과정에서는 3차 교육과정에는 중학교 3학년, 4〜6차 교육과정에는 중학교 1학년에
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도입되었음을알수있었다. 이후 7차교육과정에서는심화과정으로약화되었으며, 2007

개정 교육과정 이후에는 교육과정에서 완전히 삭제되었다. 삭제된 주요 요인으로는 학습

량 감축, 고등학교 교육과정과의 연계성 미비를 찾을 수 있었으며, 보다 근본적인 원인은

오일러 공식의 탐구 가능성을제대로 살릴수 있는매체의 부재에따른 지식암기 위주교

육내용으로유추해볼수있다. 아울러오일러공식과오일러표수가가진기호체계로써의

단순함과강력함은여전히의미를가지는학습내용임을확인할수있었다.

본 연구에서는학습자가직접다면체를조작하고, 구성하는경험을통하여다면체를바

라보는 내적 도구로 오일러 표수를 의미 있게 받아들일 수 있는 학습 환경으로 쌓기나무

거북명령과웹-기반게시판이결합된형태를제안하였다. Papert가제시한 LOGO가체화

된인지개념을내포하고있으며, 여기에 3차원을표현할수있는은유와기호를도입하여

기호적 중재의 관점에서 쌓기나무 거북명령이라는 공학적 도구를 소개하였다. 쌓기나무

거북명령을이용하여오일러표수에대한탐구활동이가능하며, 특히자유로운조작을통

하여다양한오일러표수를가진다면체를만들수있음을확인하였다. 나아가쌓기나무를

결합하는방식에따라오일러표수의규칙성을탐구하는활동이가능하며, 학습자의수준

에따른활동가능성도살펴보았다. 그리고오일러표수를구하는문제를해결하기위해서

결합의규칙성뿐만아니라분해등을통한다양한사고활동이가능함을살펴보았다.

교육과정에서는다음과같이기하교육의중요성과의의를설명하고있다.

“평면이나 공간에서 도형에 관한 기본적인 성질의 이해는 자연, 예술, 건축,

그래픽, 공간 탐험, 지도 읽기 등 실생활 상황의 문제를 해결하는 데 기초가

되며, 도형의성질에대한증명은고대그리스이래로연역적추론의전형으로

인식되어왔다.또한,여러가지도형의개념과성질은수학의다른여러분야의

개념과밀접하게관련되어있다. 기하문제는해결방법이다양하기때문에문

제해결능력과수학적창의성을신장시킬수있는좋은소재이다. 특히도형에

관한 명제는 그에 대한 일반화나 유추, 조건의 변형 등을 통해 새로운 문제를

만들 수 있는 경험을 제공할 수 있어 학생의 문제 만들기 능력을 신장시킬 수

있는좋은소재이기도하다 [16]”.

쌓기나무거북명령과같은적절한공학적도구를활용하여학습환경을구성한다면오일러

공식과오일러표수와같은수학적지식을계산규칙으로암기하는것이아니라다양한활

동을통하여기하교육의의의를실현할수있는탐구활동으로학습자에게다가갈수있는

기회를제공할수있을것으로기대된다.
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