
5값 상호상 함숫값과 높은 선형스팬을 갖는 새로운 데시메이션들

 263

* 부경 학교 응용수학과(5892587@pknu.ac.kr)      ** 교신 자 : 부경 학교 응용수학과(sjcho@pknu.ac.kr)

*** 인제 학교 컴퓨터응용과학부(mathkhd@inje.ac.kr)      **** 동명 학교 자율 공학부(choies@tu.ac.kr)

수일자 : 2012. 11. 15                   심사(수정)일자 : 2012. 12. 29                   게재확정일자 : 2013. 02. 20

5값 상호상 함숫값과 높은 선형스팬을 갖는 
새로운 데시메이션들

김진경
*
․조성진

**
․김한두

***
․최언숙

****

New decimations with 5-level cross-correlation and large linear span 

Jin-Gyoung Kim*․Song-Jin Cho**․Han-Doo Kim***․Un-Sook Choi****

요 약

본 논문에서는  ,  ≥일 때 새로운 데시메이션  ⋅ 에 한 상호상 함숫값을 구하

는 방법을 제시하고 특별한 경우의 제안된 수열군에 속한 수열들의 선형스팬을 계산한다. 

ABSTRACT

In this paper we give a proof for finding the values of the cross-correlation function   when  ⋅ , where 

 ,  ≥ . And the linear span of the sequences in the proposed sequence family are derived in the some cases. 

키워드

트 이스 함수, 상호상 계, 선형스팬, 데시메이션, 수열 

trace function, cross-correlation, linear span, decimations, sequences 

Ⅰ. 서 론

의사난수열(pseudorandom sequence)은 디지털 통

신 시스템에서 사용되고 있다. 의사난수열을 설계하는

데 있어서 낮은 상호상 계 값, 큰 선형스팬, 큰 수

열군, 구 의 용이성 등이 바람직한 성질이다[1-3]. 

낮은 상호상 계 값을 갖는 수열군을 설계하는 것

이 요하지만 수열을 분석하는 것이 얼마나 어려운 

지를 알려주는 요한 척도인 선형스팬을 높이는 것

도 요한 문제이다. 잘 알려진 수열군으로 -수열, 

GMW 수열, Kasami 수열, No 수열 등이 있고, 트

이스를 이용한 여러 가지 수열들에 한 연구가 이루

어졌다[4-14]. 본 논문에서는  ,  ≥일 

때 낮은 상호상 함숫값을 갖는 새로운 데시메이션 

 ⋅ 에 한 상호상 함숫값을 구하는 방법을 

제시하고 특별한 경우의 제안된 수열군에 속한 수열

들의 선형스팬을 계산한다. 

Ⅱ. 배경지식  기존연구

트 이스 함수(trace function)는 의사난수열인 -
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수열의 설계와 분석을 한 요한 수학  도구이다. 

이진수열들을 트 이스 함수로 표 하면 분석이 용이

하다.  를 개의 원소를 가진 유한체라 하고, 

  ⧹라 하자. 1보다 큰 정수 에 

하여 라 하고, 차수가 인 원시다항식

(primitive polynomial) 의 원시근을 ∈ 
라 하자. 그러면 트 이스 함수 

    →

 는 다음과 같다[15,16].


  

  



 




함수 
   → 는 다음과 같은 성질을 

갖는다. 의 임의의 원소  와  의 임

의의 원소  에 하여 다음이 성립한다.

 
  

 
  

 
  

 
  

 
 




 

 
 는 사함수이다. 

   의 임의의 원소 에 하여 
   

를 만족하는 는 균등하게  개이다.

수열군에 속한 수열들의 특성을 악하려면 수열군

에 속한 수열들 사이의 상 계의 특성인 상호상

계를 고려해야 한다. 두 이진수열 와 

     ⋯에 하여 상호상 계함숫값은 다음

과 같이 정의된다.

  
  

 

   

여기서 와 의 주기는  이다.

의사난수열을 분석하는 것이 얼마나 어려운지를 알

려주는 척도로 사용되는 개념이 수열의 선형스팬

(linear span)이다. 선형스팬이 클수록 보안수 이 높

다. 주어진 수열이 선형 이진수열이면 그 이진수열을 

생성하는 최소다항식의 차수가 그 수열의 선형스팬이

다. 그런데 트 이스 함수로 표 된 비선형 이진수열

의 선형스팬은 주어진 함수를 개했을 때 계수가 0

이 아닌 항의 개수이다[17].  

Ⅲ. 상호상 함숫값에 한 기본 성질

이 에서는   ≥인 경우에 하

여 새로운 데시메이션  ⋅ 과 gcd   
 인 을 이용하여 주기가  인 임의의 -수열

에 하여, 그 -수열을 당히 이동한 수열과 만

큼 데시메이션한 수열을 이용해 선형스팬이 큰 다음

과 같이 정의된 수열군의 상호상 함숫값을 계산한다. 

  
  ∈  ≤≤  ,


  

   


주어진 에 하여 이 수열군의 크기는 개다. 

보조정리 1>  ,  ⋅ 일 때 다

음이 성립한다.

(i) ≡mod  
(ii) ≡mod  
(iii) gcd    
(증명) (i)   이므로 성립한다.

(ii)   이므로 성립한다.

(iii) (i)에 의해 gcd    이 성립함을 보이면 

된다.   이므로 gcd   gcd
  이고     ≡mod 이므로 gcd
    이다.

보조정리 2>  일 때,  의 임의의 원시

원소 는 다음과 같이 나타낼 수 있다.

 .

여기서  는 
    

   을 만족한다. 그리

고 는  의 원시원소이다.

(증명) 
    

 로 두면 

 이고 
    

   이다. 가 ≤  

인 정수일 때  
     이므로  

는       의 약수이다. 그러면    

   이고,    이므로 gcd  
      이다. 그러므로    이다. 그런데 

≤ 이므로 모순이다. 그러므로 는  

의 원시원소이다. 
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보조정리 2에 의해 


  


  이다. 그리고 보

조정리 1에 의해       이다. 

두 수열 
 와 

 의 상호상 함수 는 다

음과 같이 정의된다.

  
  

 



   


.

여기서 
 

 


      


 

   

이므로 
  

   
와


  

   
의 상호상 함수는 

  
  

 




    

    



이고, 여기서  일 때 를 

(≤ ≤
 , ≤ ≤

 )로 나타내면  식은다음

과 같다.

  
  

 


  




      



×


     
  (1)

 로 두면    이므로 (1)은 다음과 같다. 

  
  

 


  






     ,

     
  

  

  


 




(2)

여기서   
로 두면 ∈ 이므로 다음이 성

립한다.

  
  




∈ 




    

  
  




∈




    

 

  

(3)

여기서 

    ≤ ≤
     

gcd    이므로   mod  이 존재하

여 다음이 성립한다. 

      

⇔  
  

  

  


 


(4)

⇔ 
    

  (5)

그러므로 (5)를 만족하는  ≤ ≤
 의 개수는 

    을 만족하는  ≤ ≤
 의 개수와 같

다. 즉 

     

           ≤ ≤
     

 사실로부터 다음을 알 수 있다. 

정리 3>   ≡mod  일 때 수열군 

  
  ∈  ≤≤ 에 속한 수열들 


  

   
의 상호상 함숫값은 수

열들 
  

 의 상호상 함숫값과 같다. 

(증명) 수열들 
  

   
의 상호

상 함숫값은  
 이고 에

서 보 듯이     이므로  

 이다.

이 값은 수열 
  

 의 상호상 함숫

값이므로 수열들 
의 상호상 함숫값은 수열들 


의 상호상 함숫값과 같다.

정리 4>   gcd    
 ⋅ 에 하여 정의된 수열군 

  
  ∈  ≤≤  ,

 
  

   


의 상호상 함숫값은 

 ∈           ⋅ 
          ⋅ 

이다.
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(증명) 두 수열 
 와 

 의 상호상 함숫값은 


 와 

 의 상호상 함숫값과 같다. 
 를 간단

히 로 나타내기로 한다. 그러면 두 수열  와 

는 다음과 같이 나타낼 수 있다.

 
    

 

그리고 두 수열 와 의 상호상 함수는 

  
  

 


    

이다. 여기서


       

이고,  일 때 를 (≤ ≤
 

≤ ≤
 )로 나타내면  식은 다음과 같다.


       


        


    

(6)

여기서    라 두고   라 두면 

(6)은 다음과 같다.


    


  

(7)

여기서  라 두면 
  

   이므로 

∈ 이고 는  의 원시원소이다. 그러면 

(7)은 다음과 같다.


   





  






(8)

이때   ⋅
   

    이므로 (8)은 다

음과 같다.


  








  




(9)

 ,        을 이용하면 (9)는 다음과 

같다.


  





  








  





 


  


 


  

 

(10)

그러므로 는 다음과 같다.

   
 

 

 
  

 
  

 


  



 

  



  

 
  




∈

 

   



   
 

(11)

여기서   
이고 은 다음과 같다.

 ∈⋯    
     

그러면 


  
 

 


 













 
 






 

















 

 

 
 




 









  (12)

그러므로 다음을 만족하는 ∈⋯ 의 개

수를 구한다.





 





    (13)

여기서  
라 두면 (13)은 다음과 같다.




  


    (14)
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(14)가 5차방정식이므로 는 기껏해야 6값이

다.     ⋯  


로 두면 는 곱셈연산에 하

여 순환군을 이룬다. 그러므로 (14)의 해는 의 원소

이다. (14)가 에서 4개의 해를 갖는 경우가 생기지 

않는다는 것을 보이도록 한다. 만약 가 에 속

한 (14)의 해라면 (14)의 4차항의 계수가 0이므로 다

섯 번째 해를 라 할 때   이므로 도 

의 원소이다. 그런데 (14)가 근을 가진다면 다음 

식을 만족한다.




      즉 


   

즉 근을 가진다면  





이 성립해야 하므

로 (14)는 다음과 같다.


  

   

따라서  이 되고 이를 본 식에 입하면 

다음과 같다.




  


   

즉 


    
  와 같이 된다면  ∈

이므로       ≤≤ 로 놓을 수 

있다.       이므로       라 두

면    이고    이다. 그러

면  는  의 두 근이므로     이고 

     이다. 그런데 
   

   이므로 

   이어야 한다.    을 만족하기 해서는 

이 홀수여야 하지만 은 짝수이므로 성립하지 않

는다. 따라서 근을 갖지 않는다. 즉 일 수 없

으므로 ⋅가 발생하지 않는다. 그러므로 

  는 5개의 근을 가지므로  

에 의하여 상호상 계 함숫값이 다음

과 같은 5값이다.

     ⋅  ⋅

Ⅳ. 주어진 수열의 선형스팬

비선형 이진수열군 에 속한 수열들의 선형스팬은 

수열 
  

   
을 개하여 


   

  

 


 ∈로 나타냈을 때 0이 아닌 

항의 개수이다[17].    ,   , ≥이고  

⋅ 일 때, gcd     이고 gcd     
이다. 각 ∈ 에 하여 보조정리 2를 이용하여 

주어진 수열 
  

   
의 안

쪽 트 이스를 계산하면 다음과 같다.


      



⋅


⋅


   


⋅


⋅


⋅


⋅


    


  

    


 
 

(15)

여기서    ,   ,    


 

이다. 
   이므로 


 

이다. 일 때 



 
은 정수이다. 

 
 






 
 

이므로 


⋅ 

 
  

  

 


      ⋯  


이다. 여기서 ≤ ≤인 임의의 두 항 





와 



을 개했을 때 소거되는 항이 

있는지를 조사해보자.






 











 

 







 











 

 

이므로 소거되는 항이 있다면 다음이 성립해야 한다.


 

≡
 ′

 mod   (16)
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   라 두면 ≤이고

 ≡

 
′ mod  

이다. 그런데 
 

  이므로  ≡

mod
  이고 gcd    이므로 gcd =



   이다. 그러므로  ≡mod
  이다. 

≤인 경우

 ≤  

  



⋅  


 

이므로 모순이다.  인 경우

  

  


   

이고 
 

≢ mod
  이므로 모순이다.  

 인 경우

   
  



 


  

이고 
 

≢ mod
  이므로 모순이다. 

의 지수가 같은 항이 나타나지 않으므로 소거되는 

항은 없으므로 선형스팬은 의 0이 아닌 항의 

개수의 배이다. 의 0이 아닌 항의 개수와 

의 0이 아닌 항의 개수가 같으므로  의 

0이 아닌 항의 개수를 구하면 된다. 지수 을 이진 

개로 다음과 같이 나타냈다고 하자.  
  




  (여

기서 는 을 이진 개로 나타냈을 때 Hamming 

weight이다.) 그러면 

  
  



 




정리 5>  ,  ⋅  , gcd 
  이라 하고, 의 이진표 을  

  




  (단, 

   ⋯   ≤ )라 하자.       인 

경우 의 이진수열의 선형복잡도 은 다음과 같다.


 if′

 if′≠ 단, ′.

(증명)  


   



라 하면    
 ′

′ 이고 편의상 이를  로 나타낸다. 

그러면 

   
  ′
 ′ ′  ′≠

그러므로  의 항의 개수는 ′이면 2개이고 

′≠이면 4개이다. 따라서 의 이진수열 
 의 선

형복잡도 은 다음과 같다.


 if′

 if′≠ 단, ′. 

V. 결 론

본 논문에서는    ,   (≥)일 때 새로

운 데시메이션  ⋅ 으로 생성된 주기  인 

새로운 -수열들의 상호상 함숫값이 5개임을 보이

고 선형스팬이 ⋅까지 높아짐을 보 다.
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