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Abstract

Detection outliers and robust estimators are crucial in regression models with outliers. In such studies the

focus is on detecting outliers and estimating the coefficients using leave-one-out. Our study introduces Rice

estimator which is an error variance estimator without estimating the coefficients. In particular, we study

a comparison of the statistical properties for Rice estimator with and without outliers in simple regression

models.
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1. 서론

회귀모형은 오래전부터 다양한 분야에서 이용된 기법 중에 하나이다. 오랜 세월로 인해 회귀모형에 관
한 많은 연구가 진행되었지만 아직도 이상치에 관한 기법이 개발되고 있다. 대부분 이상치에 관한 연구
는 직접적으로 이상치를 탐색하는 방법과 이상치에 영향을 받지 않고 회귀계수를 추정하는 방법으로 구
분할 수 있다. 이러한 기법들은 회귀계수를 추정하는 과정에서 얻어진 정보를 토대로 이상치를 탐색한
다 (She와 Owen, 2011). 본 연구에서는 이상치를 탐색하는데 적용되어왔던 전통적인 방법의 비효율성
을개선하고자일차차이를이용한기법을이용한분산추정량의통계적성질을알아보는것이다.

일차 차이를 근거로 한 분산 추정량(first order difference based variance estimator)인 Rice 추정량과

유사한 추정량이 여러 연구자들에 의해 개발되었고 그러한 추정량은 비모수 회귀모형에서 오차항이 일
정(homogenuous)하고 독립변수에 영향을 받지 않을 경우에 적용될 수 있다고 언급하고 있다 (Gasser

등, 1986; Kay, 1988; Hall과 Marron, 1990; Hall 등, 1991; Thompson 등, 1991). 특히 회귀모형에
서 Rice 추정량 및 그와 유사한 추정량에 대한 연구는 전무하다. 그 이유는 관찰치의 차이를 기초로 한
분산 추정량이 불편추정량이 아니고 이상치가 없는 회귀모형에서 최소제곱법(least squares method)에

의해 얻어진 오차 분산 추정량의 통계적 성질이 우월하기 때문이다. 그리고 Rice 추정량 및 이와 유사

한 추정량은 회귀모형의 독립변수 및 회귀계수에 영향을 받기 때문에 오차 분산의 추정량으로 적합하지
않다.

따라서 본 논문은 오차 분산을 잘 추정하는 방법을 제시하는 것이 아니라, 이상치 탐색에서 Rice 추정량

의 장점을 단순회귀모형으로 적용될 수 있는 간단한 예제를 통하여 알아보는 것이다. 즉 Rice 추정량이
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오차 분산을 추정하는데 적합하지는 않지만, 정리 2.1∼정리 3.2로부터 이상치의 유무에 따라 Rice 추정

량의통계적성질에차이가존재하고이러한통계적성질이 leave-one-out 기법에서나타나는형태가이

상치탐색에어떤정보를주는지를실제적으로살펴보는데있다.

본 연구의 구성은 다음과 같다. 2장에서는 Rice 추정량의 통계적 성질을 파악하고 3장은 leave-one-out

기법을 Rice 추정량에 적용할 경우의 통계적 성질을 유도한다. 4장은 단순회귀모형을 따르는 예제로
부터 leave-one-out 기법을 Rice 추정량에 적용하여 이상치 탐색에 대한 형태를 관찰한다. 마지막으로

5장에서는결론과추후연구를제시한다.

2. 통계적 성질

2.1. 단순회귀모형의 일차 차이의 분산 추정량

일차 차이를 이용한 분산 추정량(first order based variance estimator)은 비모수 회귀모형에서 오차분
산을 추정하는데 사용되어왔지만 그 평균이 불편추정량이 아닌 관계로 이와 유사한 추정량이 지속적으
로 개발되어 왔다 (Tong과 Wang, 2005). 이러한 추정량의 장점은 미지함수를 추정하지 않고 단지 관
찰값의 차이를 이용하기 때문에 일정한 조건만 만족하면 미지함수의 형태에 크게 영향을 받지 않는다는

장점이 있다. 이러한 장점에도 불구하고 회귀모형에서는 이러한 연구가 전무하다. 또한 이상치가 존재

하는회귀모형에서관찰값의차이를이용하여이상치를탐색하는연구도없다.

본 연구에서 다루는 모형은 단순회귀모형으로 국한한다. 그려면 가장 보편적인 단순회귀모형은 다음과
같다.

yi = β0 + β1xi + ϵi, i = 1, . . . , n, (2.1)

여기서 x1 < x2 < · · · < xn, 오차항 ϵi은 평균이 0이고 분산이 σ2인 정규분포를 따르고 독립이라고 가
정한다.

일반적으로 식 (2.1)로부터 단순회귀모형을 적합하기 위해서는 회귀계수 β = (β0, β1)
T을 최소제곱법으

로 추정하고 잔차를 이용하여 오차 분산 σ2를 추정한다. 하지만 이상치가 존재하는 모형인 경우에 최소

제곱법을그대로적용할수없고이상치의효과를제거하거나이상치에영향을받지않는로버스트추정
량을 통하여 회귀계수 및 오차분산을 추정할 수 있다. 본 절에서는 일차 차이를 이용한 분산 추정량을

살펴보고단순회귀모형에서분산추정량의통계적성질을알아보는것이다.

Rice (1984)는다음과같은일차차이를이용한추정량을제안했다.

σ̂2
R =

1

2(n− 1)

n∑
i=2

(yi − yi−1)
2 . (2.2)

정리 2.1 식 (2.1)과 식 (2.2)로부터 이상치가 없는 단순회귀모형에 대한 Rice 추정량의 통계적 성질은 다음과 같

다. z = (z1, . . . , zn)T , J = (1, . . . , 1)T , 그리고 x = (x1, . . . , xn)T이면 z = β0J + β1x이라가정하자.

(i) E
(
σ̂2
R

)
= zTAz + σ2 = B1(n, z) + σ2,

(ii) Var
(
σ̂2
R

)
=

4σ2zTA2z + 2σ4tr(A2)

tr(A)2

= 2σ2

{
n∑

i=2
(zi − zi−1)

2 −
n−1∑
i=2

(zi − zi−1)(zi+1 − zi)

}
(n− 1)2

+ σ4 (6n− 2)

2(n− 1)2
,
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(iii) MSE
(
σ̂2
R

)
= Var

(
σ̂2
R

)
+Biased

(
σ̂2
R

)2

=

(
zTAz

)2
+ 4σ2zTA2z + 2σ4tr(A2)

tr(A)2
,

여기서 B1(n, z) =
∑n

i=2(zi − zi−1)
2/2(n− 1)이고 A = DtD이다.

D =


−1 1 0 0 · · · 0

..

.
. . .

..

.
..
.

. . .
..
.

0 · · · 0 0 −1 1

 ∈ R(n−1)×n.

정리 2.1의증명은부록을참조하라.

2.2. 이상치가 있는 단순회귀모형의 일차 차이의 분산 추정량

식 (2.1)로부터이상치가존재하는단순회귀모형은다음과같이정의할수있다.

yi = β0 + β1xi + diI(di ̸= 0) + ϵiI(di = 0), i = 1, . . . , n, (2.3)

여기서 I(·)는지시함수이고 di는 i번째관찰치에대응되는이상치이다.

정리 2.2에서 표현된 분산 추정량 σ̂2
O는 σ̂2

R과 동일하고 이상치가 존재하는 단순회귀모형에 적용되었다
는것을표시하기위해서사용된것이다.

정리 2.2 식 (2.1)와 식 (2.3)으로부터 이상치가 존재하는 Rice 추정량의 통계적 성질은 다음과 같다. s = z + d

이고이상치인 d = (d1, . . . , dn)T은이상치의열벡터이고그값은영또는상수라고가정하자.

(i) E
(
σ̂2
O

)
= sTAs+ σ2 = B1(n, x) +B2(n, d) +B3(n, x, d) + σ2,

(ii) Var
(
σ̂2
O

)
= Var

(
σ̂2
R

)
+ 4σ2

(
dTA2z + zTA2d+ dTA2d

)
tr(A)2

,

(iii) MSE
(
σ̂2
O

)
= Var

(
σ̂2
O

)
+Biased

(
σ̂2
O

)2
,

여기서얻어진편의(biased)는다음과같다.

B1(n, z) =
n∑

i=2

(zi − zi−1)
2

2(n− 1)
,

B2(n, d) =
n∑

i=2

(di − di−1)
2

2(n− 1)
,

B3(n, z, d) =
n∑

i=2

(zi − zi−1)(di − di−1)

(n− 1)
.

정리 2.2의증명은부록을참조하라.

정리 2.1과 정리 2.2로부터 이상치의 유무에 따른 단순회귀모형에서 얻어진 Rice 추정량 모두가 편의가

있다. 만약 모든 이상치와 기울기가 양수이면 후자의 추정량의 평균이 전자보다 크다. 하지만 기울기와

이상치의 크기 및 부호에 따라서 추정량들의 편의가 다양하게 변한다. 또한 추정량들의 분산은 기울기

와이상치의크기및부호와상관없이항상후자의추정량이크다.

정리 2.1과 정리 2.2로부터 오로지 i-번째 관찰치에 대한 이상치의 유무에 따라 Rice 추정량에 대한 편

의의변화는이상치의크기및부호, 관찰치의수, 기울기그리고 xi −xi−1에따라변한다. 또한이상치

가있는경우에대한추정량의분산은이상치의크기, 부호와수에영향을받는다.
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3. Leave-one-out

회귀모형에서 이상치는 회귀계수를 추정하는데 많은 영향을 미치기 때문에 오래전부터 이상치를 탐색하
기 위해 많은 진단 방법들이 개발되어왔다. 고전적인 이상치 탐색 방법으로 Cook distance 또는 DF-

FITS을 들 수 있다. 이 방법들은 leave-one-out 기법을 기반으로 개발된 것으로 관련 연구도 많은 편
이다 (Hocking, 2003). 이들 방법의 단점은 여러 개의 이상치가 있으면 비록 이상치에 해당되는 하나의

관찰값을 제거하여 회귀계수를 추정하여도 다른 이상치의 영향으로 인해 이상치 탐색이 힘들어질 수 있
다는것이다.

본 연구는 Rice 추정량에 leave-one-out 기법을 도입하여 여러 개의 이상치에 대한 Rice 추정량의 통계

적성질을유도하고 4절에서는실증예제를통하여효과를관찰하고자한다.

정리 3.1 정리 2.1로부터 이상치가 존재하지 않는 단순회귀모형에서 i-번째 관찰값을 제거한 Rice 추정량의 통계

적성질은다음과같다. z(i) = (z1, . . . , zi−1, zi+1, . . . , zn)
T은 i-번째가제거된열벡터라고가정하자.

(i) E
(
σ̂2
R(i)

)
= zT

(i)
Ãz(i) + σ2 = B̃1(n, x) + σ2,

(ii) Var
(
σ̂2
R(i)

)
=

4σ2zT
(i)

Ã2z(i) + 2σ4tr(Ã2)

tr(Ã)2
,

(iii) MSE
(
σ̂2
R(i)

)
= Var

(
σ̂2
R(i)

)
+Biased

(
σ̂2
R(i)

)2
.

정리 3.2 정리 2.2로부터 이상치가 존재하는 단순회귀모형에서 i-번째 관찰값을 제거한 Rice 추정량의 통계적 성

질은다음과같다. s(i) = z(i) + d(i)은 i-번째가제거된열벡터라고가정하자.

(i) E
(
σ̂2
O(i)

)
= sT

(i)
Ãs(i) + σ2 = B̃1(n, x) + B̃2(n, d) + B̃3(n, x, d) + σ2,

(ii) Var
(
σ̂2
O(i)

)
= Var

(
σ̂2
R(i)

)
+ 4σ2

(
dT
(i)

Ã2z(i) + zT
(i)

A2d(i) + dT
(i)

Ã2d(i)

)
tr(Ã)2

,

(iii) MSE
(
σ̂2
O(i)

)
= Var

(
σ̂2
O(i)

)
+Biased

(
σ̂2
O(i)

)2
,

여기서 (n− 1)× n인행렬 D에서마지막행과열이제거된행렬을 D̃는 (n− 2)× (n− 1)이고 Ã = D̃T D̃이라하

자. 그리고편의(biased)는다음과같다.

B̃1(n, z) =
n∑

i=2

(zi − zi−1)
2

2(n− 2)
+

(zi+1 − zi)(zi − zi−1)

(n− 2)
,

B̃2(n, d) =

n∑
i=2

(di − di−1)
2

2(n− 2)
+

(di+1 − di)(di − di−1)

(n− 2)
,

B̃3(n, z, d) =
n∑

i=2

(zi − zi−1)(di − di−1)

(n− 2)
+

(zi+1 − zi)(di − di−1)

(n− 2)
+

(zi − zi−1)(di+1 − di)

(n− 2)
.

정리 3.1과정리 3.2의증명은정리 2.1과정리 2.2의증명으로부터쉽게얻을수있다.

4. 이상치 탐색 - 적용예제 중심으로

회귀모형에서 이상치는 회귀계수 추정에 많은 영향을 미치는 요인 중에 하나이다. 따라서 회귀분석을
수행하는데 이상치 탐색이 중요한 절차 중에 하나이다. 본 연구에서 제시한 Rice 추정량이 비록 오차
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Figure 4.1. Simple regression without an outlier ((a) Plot of Ln(pressure) against Ln(temperature), (b) Plot of

Ln(pressure) against order, (c) Residual plot, (d) Cook’s distance, (e) Leverage values, (f) Rice estimates with

leave-one-out)

분산에 불편추정량이 아니지만 이상치 유무에 따라 독특한 통계적 특성을 지니고 있다. 즉 정리 2.1에

서 제시한 통계적 성질에는 오직 독립변수 및 회귀계수에 영향을 받는 반면 정리 2.2로부터 이상치가

존재하는 회귀모형에서 Rice 추정량의 기댓값 및 분산은 이상치의 수 및 크기에도 영향을 받는다. 또

한 Rice 추정량이 회귀계수 추정과는 무관하지만 이상치의 문제를 안고 있다. 하지만 직관적으로 정리
2.2의 Rice 추정량에 leave-one-out을 적용한 기댓값은 제외될 설명변수 값의 이상치 유무에 따라서 상

당한 차이가 있다. 만약 제외될 값이 정상적인 관찰값이면 Rice 추정량은 모든 이상치들이 존재한다.

하지만 제외될 설명변수 값이 이상치를 포함되어 있으면 Rice 추정량은 이상치가 존재하지 않는 경우의

Rice 추정량보다이상치의크기에준한작은값이될것이다.

이를 실질적으로 확인하기 위해서 Weisberg (2005)가 소개한 압력(설명변수)과 온도(독립변수)의 예제

를 통하여 위에서 언급한 내용을 관찰하기로 한다. 적용예제는 이상치가 존재하지 않는 단순선형회귀모
형을 따르기 때문에 인위로 몇 개의 이상치들을 설정하여 leave-one-out를 통한 Rice 추정량의 특성을

관찰한다.

Figure 4.1은 원래 자료를 회귀분석을 수행한 결과와 leave-one-out 방법을 Rice 추정치에 적용한 것이

다. 잔차를 분석해 보면 이상치에 대한 특별한 증거는 없지만 Cook distance에는 2개의 이상치가 존재

하는것으로보인다. 하지만이러한증거로확실히이상치가존재할것이라고단정하기는어렵다.
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Figure 4.2. Simple regression with several small outliers ((a) Plot of Ln(pressure) against Ln(temperature), (b)

Plot of Ln(pressure) against order, (c) Residual plot, (d) Cook’s distance, (e) Leverage values, (f) Rice estimates

with leave-one-out)

이상치 탐색에서 leave-one-out 방법과 Rice 추정치의 특성을 파악하기 위해 원자료에서 특정 위치에

인위적으로일정한값을더하여이상치세개를생성한다. Figure 4.2는세개의위치(5, 10, 15)에작은

인위적인 값(= 0.05)을 더하여 이상치를 생성하였다. 잔차 분석으로부터 세 점들이 이상치로 보이지만

Cook distance에서는두개만이이상치로나타났다.

Figure 4.3은 세 개의 위치(5, 10, 15)에 큰 인위적인 값(= 1)을 더하여 이상치를 생성하였다. 잔차 분

석과 Cook distance에서세개의이이상치가나타났다. 또한 leave-one-out를통한 Rice 추정량에도동

일하게세개의이상치가발견되었다.

5. 결론 및 추가연구

비록 분산 추정을 하는데 Rice 추정량이 단순회귀모형에서 불편추정량은 아니지만 통계적 성질은 이상
치의 유무에 따라 구분되는 점이 있다. 즉 이상치가 없는 경우에 Rice 추정량은 독립변수와 회귀계수에
영향을 받는 반면에 이상치가 존재하는 경우에는 이상치의 수 및 크기에도 영향을 받는다. 본 연구에서
Rice 추정량의이러한특성과 leave-one-out 기법을융합하여이상치탐색을실험적으로수행하였다.
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Figure 4.3. Simple regression with several large outliers ((a) Plot of Ln(pressure) against Ln(temperature), (b)

Plot of Ln(pressure) against order, (c) Residual plot, (d) Cook’s distance, (e) Leverage values, (f) Rice estimates

with leave-one-out)

Figure 4.2와 Figure 4.3으로부터 세 개의 이상치에 대한 Cook distance의 결과는 다소 차이는 있지만

잔차분석에서는 이상치라고 판단될 수 있다. 특히 이상치의 크기가 오차분산에 비해서 클 경우에 Cook

distance의크기는위치에따라서변화가있지만 leave-one-out 기법을통한 Rice 추정량은거의일정한

값을 나타냈다. 적용예제로부터 얻은 결과와 정리 4.2에서 제시된 통계적 성질이 거의 일치하는 것으로

보인다. 즉 이상치의 개수에 상관없이 leave-one-out 기법을 통한 Rice 추정량은 제거된 i-번째 관찰치
가이상치의유무에더많은영향을받지다른위치의이상치에는큰영향을받지않는다는것이다.

따라서 본 연구에서는 제한적으로 단순회귀모형에서 이상치 유무에 따른 Rice 추정량을 이용하여 실험

적으로 이상치 탐색에 대한 방법을 제시했지만 추후 연구로 leave-one-out 기법을 통한 Rice 추정량의

기준값(cut-off)에대한연구가진행되어야한다.

부록

정리 2.1의 증명

(i) Park (2011, 2012)에자세히나와있어여기서는생략한다.
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(ii) 대칭행렬 A에대해서 A2 = AA는쉽게구할수있다.

A = DtD =



1 −1 0 0 · · · 0 0 0

−1 2 −1 0 · · · 0 0 0

0 −1 2 −1 · · · 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 0 · · · −1 2 −1

0 0 0 0 · · · 0 −1 1


n×n

그리고 A와 A2의대각원소의합그리고 zTA2z는다음과같이얻을수있다.

tr(A) = 2(n− 1),

tr(A2) = 6n− 2,

Az = [(z1 − z2), (z2 − z1)− (z3 − z2), . . . , (zn−1 − zn−2)− (zn − zn−1), (zn − zn−1)]
t ,

zTA2z = 2
n∑

i=2

(zi − zi−1)
2 − 2

n−1∑
i=2

(zi − zi−1)(zi+1 − zi).

따라서

Var
(
σ̂2
R

)
=

4σ2zTA2z + 2σ4tr(A2)

tr(A)2

= 2σ2

{
n∑

i=2

(zi − zi−1)
2 −

n−1∑
i=2

(zi − zi−1)(zi+1 − zi)

}
(n− 1)2

+ σ4 (6n− 2)

2(n− 1)2
.

행렬형태의증명은 Park(2012)을참조하라.

(iii) (i)과 (ii)에의해서쉽게증명이된다.

정리 2.2의 증명

(i) 정리 2.1의증명과유사하여생략한다.

(ii) 정리 2.1과 s = z + d에의해서다음과같이증명된다.

Var
(
σ̂2
O

)
=

{
4σ2stA2s+ 2σ4tr(A2)

}
tr(A)2

=

{
4σ2ztA2z + 4σ2dtA2z + 4σ2ztA2d+ 4σ2dtA2d+ 2σ4tr(A2)

}
tr(A)2

= Var
(
σ̂2
R

)
+ 4σ2

(
dtA2z + ztA2d+ dTA2d

)
tr(A)2

= 2σ2

{
n∑

i=2

(zi − zi−1)
2 −

n−1∑
i=2

(zi − zi−1)(zi+1 − zi)

}
(n− 1)2

+ σ4 (6n− 2)

2(n− 1)2

+ 2σ2

n∑
i=2

(di − di−1)(zi − zi−1)

(n− 1)2
+ σ2

n−1∑
i=2

di−1(zi+1 − zi)

(n− 1)2
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+ σ2

n−1∑
i=2

di [(zi − zi−1)− (zi+1 − zi)]

(n− 1)2
− σ2

n−1∑
i=2

di+1(zi − zi−1)

(n− 1)2

+ 2σ2

{
n∑

i=2

(di − di−1)
2 −

n−1∑
i=2

(di − di−1)(di+1 − di)

}
(n− 1)2

.

여기서

Ad = [(d1 − d2), (d2 − d1)− (d3 − d2), . . . , (dn−1 − dn−2)− (dn − dn−1), (dn − dn−1)]
t

dtA2z = 2
n∑

i=2

(di − di−1)(zi − zi−1)−
n−1∑
i=2

[(di − di−1)(zi+1 − zi) + (di+1 − di)(zi − zi−1)]

= 2

n∑
i=2

(di − di−1)(zi − zi−1) +

n−1∑
i=2

di−1(zi+1 − zi)

+

n−1∑
i=2

di [(zi − zi−1)− (zi+1 − zi)]−
n−1∑
i=2

di+1(zi − zi+1).

(iii) (i)과 (ii)에의해서쉽게증명이된다.
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요 약

이상치가 존재하는 회귀모형에서 이상치를 탐색하거나 로버스트 추정량에 대한 연구는 매우 중요하다. 이러한 연구
는 leave-one-out를 이용하여 회귀계수를 추정하고 잔차를 이용하여 오차 분산을 추정하여 이상치를 탐색하는데 있
다. 본 연구는 회귀모형에서 회귀계수를 추정하지 않고 오차 분산을 추정할 수 있는 Rice 추정량의 적용을 소개한

것이다. 특히, 단순회귀모형에서 이상치의 유무에 따라 Rice 추정량의 통계적 성질을 비교하고 이상치 탐색에 있어
어떤장점이있는지를탐색한연구이다.

주요용어: 최소제곱법, leave-one-out, 이상치, Rice 추정량, 단순회귀모형.
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