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수학적 모델
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ABSTRACT

A cantilevered piezoelectric energy harvester(PEH) and an auxiliary mass-spring unit can be in-
tegrated into a novel two-degrees-of-freedom PEH where its lowest eigenmode is not an in-phase 
modes but an out-of-phase mode. This typical behavior was shown to enhance output power consid-
erably compared with its stand-alone counterpart. The objective of this study is to newly develop a 
continuum-based mathematical model suitable for efficient analysis of the mode-sequence reversed 
PEH. Once such a mathematical model is available, various physical behaviors can be analytically 
investigated for better designs. After a new mathematical model is developed, its validity is checked 
by using ANSYS results, in terms of resonant frequency, open-circuit voltage, and output power with 
a specified external resistance.

* 

1. 서  론

에너지 수확(energy harvesting)(1)이란 주변에 항

상 존재하지만 쓸모없이 버려지는 진동, 열, 빛, 풍

력 에너지 등을 유용한 전기에너지로 변환하는 기술

을 의미한다. 특히, 에너지 변환 효율이 높은 압전 

물질을 이용하여, 일상생활에서 얻기 쉬우면서도 에

너지 밀도가 높은 진동 에너지를 효과적으로 수확하

고자 하는 연구가 매우 활발히 진행되어 왔다(2). 저

주파수 대역의 일반적인 주변 진동 환경을 고려하여 

초기 대부분의 압전 진동 에너지 수확 장치는 저역 

공진주파수 특성을 갖는 단순한 외팔보 구조를 취하

였다. 따라서, 외팔보 구조의 압전 진동 에너지 수

확 장치에 대한 다양한 수학적 모델의 정립 및 이를 

통한 압전 진동 에너지 수확 특성의 파악이 초기 연

구의 대부분을 차지하고 있다(2~6). 
그러나, 단순 외팔보 구조로는 여전히 부족한 발
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생 전력의 양 및 가진 주파수 의존성 등의 문제를 

효과적으로 해결할 수 없다. 따라서, 발생 전력 양

의 증가를 위해 압전 소자의 개발(7), 구조 변경 및 

최적화(8,9), 전력 관리 회로 개선(10) 등에 대한 노력

이 진행되어 왔다. 또한, 의미있는 양의 전력을 추

출할 수 있는 동작 주파수 범위를 넓히기 위해 배열

구성, 고유진동수 조정법, 주파수 고역 변환 및 

비선형 진동 등이 이용되고 있다(11). 최근에는 Fig. 
1(a)에 보인 바와 같이 외팔보 형태의 압전 진동 에

너지 수확 장치에 질량-스프링 계를 부가하여 고유 

진동수 분리 현상을 이용, 보다 넓은 가진주파수 대

역에서 전기 출력을 얻기 위한 연구 결과가 보고되

었다(12~14). 그러나, 이러한 구조에서는 분리된 고유 

진동수 사이의 주파수 대역에서 의미 있는 전기 출

력량을 얻기 위해 부가된 질량이 비현실적으로 매우 

커야 하는 단점이 있다. 이와는 달리, Fig. 1(b)에 나

타낸 진동 에너지 수확 장치는(15) 고유진동수가 일

치하는 탄성 보와 에너지 수확 보가 서로 반대 방향

으로 부착된 구조로서, Fig. 1(a)와 같은 구조물의 

고유진동 모드 순서가 전환되어 발생하며(Fig. 2 참

조) 이로 인해 목적 가진주파수 근처에서의 발생 전

력이 매우 향상된다. Wu 등(16)은 비슷한 구조의 압

전 진동 에너지 수확 장치에 대해 유한요소 해석 및 

실험에 의한 연구를 진행한 바 있다. 그러나, 아직

까지 Fig. 1(b)와 같은 구조에 대한 수학적 모델이 

개발되지 않아 설계 변수 별 전기 출력 특성에 대한  

(a) Typical two-degrees-of-freedom PEH

Clamped to a base

PZT

(b) Mode-sequence reversed PEH

Fig. 1 Two configurations of two-degrees-of-freedom 
PEHs

연구가 진행된 바 없다. 
수학적 모델은 에너지 수확 장치의 초기 설계와 

평가에 있어서 매우 중요한 도구이다. 외팔보 진동 

에너지 수확 장치의 전기-역학적 특성에 대한 연구

는 그 동안 1 자유도계 집중 질량 모델(2,5), 가정 모

드법 기반 모델(2,4~6), 연속체 기반 모델(2~4,6) 및 유한

요소 모델(17)을 통해 수행되어 왔다. 특히, Erturk(2,3)

에 의해 정립된 단일 외팔보 진동 에너지 수확 장 

장치에 대한 오일러-베르누이 보 기반의 연속체 모

델은 다른 수학적 모델보다 정확하면서도 각 설계 

변수에 따른 성능의 변화를 효과적으로 확인 할 수 

있다. 또한, Ou 등(14)은 끝단 질량을 포함한 두 외

팔보가 일자로 연결된 형태의 2자유도계 진동 에너

지 수확 장치에 대해 연속체 기반의 수학적 모델을 

유도한 바 있다.

Fig. 2 Mode sequence characteristics for different 
connection types between two beams

(a) Equivalent beam model

(b) Cross section

Fig. 3 Geometric properties of the mode-sequence re-
versed PEH with a bimorph beam 2 whose 
electrodes are connected in parallel 
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이 연구에서는 앞서의 연구 결과를 토대로 Fig. 
1(b)의 모드 순서 전환된 2자유도계 압전 진동 에

너지 수확 장치에 대해 연속체 기반의 수학적 모

델을 처음으로 유도하였으며, 상용 유한요소 해석 

소프트웨어의 결과와 비교하여 그 타당성을 검증

하였다. 

2. 수학적 모델의 유도 

2.1 자유진동 운동방정식 및 고유모드 

Fig. 1(b)의 모드 전환된 진동 에너지 수확 장치의

고유 모드를 구하기 위해 Fig. 3의 등가 외팔보 모

델을 고려하였다. 출력 전류 증대를 위해 두 번째 

보의 상/하면에 부착된 압전 재료의 전극은 상호 병

렬 연결된 것으로 가정하였다. 시간 t일 때 n번째 

보에 대한 관성 좌표계 xn에서의 변위를 wn이라고 

하면, 각각의 보에 대한 자유 진동의 운동 방정식은 

Hamilton의 원리에 의해 다음과 같이 구할 수 있다.

2 4

2 4

( , ) ( , )( ) 0 ( 1,  2)n n n n
n n

w x t w x tm EI n
t x

∂ ∂
+ = =

∂ ∂
(1)

위 식에서 ( )n
EI  및 nm 는 각각 n번째 보의 (등

가)굽힘 강성과 단위 길이당 질량을 나타낸다. 또한, 
경계에서의 기하학적 조건과 Hamilton 원리로부터 

유도된 힘 평형에 관한 경계 조건은 다음과 같다. 

1 1

1 1 2 1 1 2

(0, ) 0,  (0, ) 0
( , ) (0, ),  ( , ) (0, )

w t w t
w L t w t w L t w t

′= =
′ ′= = −

(3)

,2 2 2 2 2 2

,2 2 2 2 2 2

,1 1 1 1 1 1 2 2

,1 1 1 1 1 1 2 2

( , ) ( ) ( , ) 0
( , ) ( ) ( , ) 0
( , ) ( ) ( , ) ( ) (0, ) 0

( , ) ( ) ( , ) ( ) (0, ) 0

t

t

t

t

M w L t EI w L t
J w L t EI w L t
M w L t EI w L t EI w t
J w L t EI w L t EI w t

′′′− =

′ ′′+ =

′′′ ′′′− + =

′ ′′ ′′+ + =

(4)

위 식에서 tM 및 tJ 는 끝단 질량의 크기 및 질

량 관성모멘트를 나타낸다. 특히, 식 (3)의 마지막 

조건은 첫 번째 모드에서 2개의 보들이 서로 역 위

상 관계인 것을 나타낸다.
따라서, 2개 보의 변위 ( , )n nw x t (n=1,2)를 각각 

시간에 대한 함수 ( )n tη 와 고유모드 함수 ( )n nxφ 의 

곱으로 전개 후 식 (1)에 대입하면 다음과 같은 고

유모드 함수를 구할 수 있다. 

1, 2,

3, 4,

( ) sin( ) cos( )
sinh( ) cosh( )

n n n n n n n n

n n n n n n

x a x a x
a x a x

φ β β

β β

= +

+ +
(5)

위 식에서 ( )4 2( )n n nm EIβ ω= 이며, ω 는 각 고

유진동수(rad/s)를 나타낸다. 모드 전환된 진동 에너

지 수확 장치는 2개의 보로 구성되어 있으므로 식 

(5)에서 8개의 계수를 결정해야 한다. 이를 구하기 

위해 식 (3)과 (4)의 경계 조건 8개를 식 (5)에 대입

하면 다음과 같은 행렬식을 얻게 된다.

⋅ =K a 0 (6)

위 식에 대한 열벡터 a 를 얻기 위해 K 행렬은 

비정칙 행렬이 되어야 하며, 이를 통해 r번째 고유 

모드에 대한 고유진동수 rω 을 구할 수 있다. 계수 

열벡터 a 는 다음과 같은 정규 직교성을 이용하여 

구한다.

1 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2
0 0

1 1 ,1 1 1 1 1 ,1 1 1

2 2 ,2 2 2 2 2 ,2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

L L

r s r s

r t s r t s

r t s r t s rs

x m x dx x m x dx

L M L L J L

L M L L J L

φ φ φ φ

φ φ φ φ

φ φ φ φ δ

+

′ ′+ +

′ ′+ + =

∫ ∫

(7)

위 식에서 rsδ 는 크로네커 델타이다. 

2.2 전기-역학 연성방정식의 유도 

모드 전환된 진동 에너지 수확 장치의 기저가 다

음과 같이 가속도 진폭 A0,주파수 ω 인 조화 가진

을 한다고 가정한다.

0( ) j t
bw t A e ω= (8)

따라서, 식 (1)에 나타낸 자유진동 운동방정식에 외

부 가진에 의한 항을 추가하여 첫 번째 보에 대한 운

동방정식은 기저에 대한 상대 변위 1 ,1b relw w w= + 를 

대입하여 다음과 같이 정리할 수 있다.

1 ,1 1 1 ,1 1

1 ,1 1 1

( )   ( , ) ( , )

( ) ( )
rel rel

b t

EI w x t m w x t

w t m M x Lδ

′′′′ +

⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦
(9)

그러나, 두 번째 보에는 압전 물질이 존재하기 때

문에 외부 가진 뿐만 아니라 전기적 가진에 의한 영
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향도 고려해야 한다. 따라서, 우선 식 (9)와 동일한 

형태의 두 번째 보에 대한 운동방정식을 굽힘 모멘

트 M이 존재하는 식으로 변환해야 하며, 이를 응력

에 대한 압전 연성 구성방정식을 이용하면 다음과 

같이 새롭게 정의할 수 있다(2,3). 

[ ]
2 2 2 2

2 2 2

( , ) ( ) ( , )
( ) ( ) ( )

M x t EI w x t
v t H x H x Lθ

′′= −

+ − −
(10)

위 식에서 v는 전압을 나타내며, 단위 계단 함수 

H를 사용하여 미분 후에도 전압 항이 사라지지 않

도록 하였다. 또한, θ 는 상하 압전 물질의 전극 간

의 연결이 병렬인 경우 다음과 같이 표현된다.

2 2
31 2

2 4
s s

p
p

e b h hh
h

θ
⎡ ⎤⎛ ⎞= + −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

(11)

식 (11)에서 31e 은 압전 응력 상수(piezoelectric 
stress constant)를 나타낸다(2,6).

따라서, 두 번째 보에 대한 운동방정식은 식 (10)
에 나타낸 굽힘 모멘트를 이용하여 다음과 같이 구

할 수 있다.

[ ]
2 ,2 2 2 ,2 2

2 2 2

2 ,2 2 2

( )  ( , ) ( , )

                   ( ) ( ) ( )

                ( ) ( )

rel rel

b t

EI w x t m w x t

v t x x L

w t m M x L

θ δ δ

δ

′′′′ +

′ ′− − −

⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦

(12)

Table 1 Geometrical and Material properties of the 
mode-sequence reversed 2-dof PEH

 Beam 1
Beam 2

PZT Substrate
Length(mm) 60   50   50   
Width(mm) 10   10   10   

Thickness(mm) 1.19   0.13   0.30   

Mass density 
(kg/m3) 2700   7800   2700   

Elastic modulus 
(GPa) 69   62   69   

e31(C/m2) - -19.8   -

33
Sε (nF/m) - 27.3   -

Tip mass(g) 12   2 
Damping ratio,  0.015

그리고, 식 (9) 및 (12)의 상대 변위 ,1relw  및 

,2relw 를 각각 정규화된 모드를 이용하여 전개하고, 
새로운 좌표계 2 1x x L= − 을 도입하면, 다음과 같이 

1개의 역학적 연성방정식을 얻을 수 있다.

2( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )r r r r r r r r bt t t v t F w tη ζ ω η ω η α+ + − =

(13)

위 식에서 rζ 은 r번째 모드에서의 감쇠 비이며 

rα 은 다음과 같이 표현된다.

{ }2 2 2( ) (0)r r rLα θ φ φ′ ′= − (14)

또한, 식 (13)의 기저 가진에 의한 항 rF 은 다음

과 같다.

{
}

1

1 2

1

1 1 ,1 1 10

2 2 1 ,2 2 2

( ) ( )

( ) ( )

L

r r t r
L L

r t rL

F m x dx M L

m x L dx M L

φ φ

φ φ
+

= − +

+ − +
∫
∫

(15)

전기적 연성방정식은 압전 연성방정식의 전기적 

변위(electric displacement)를 가우스 법칙에 대입하

여 다음과 같이 유도할 수 있다(2,3).

1

( )( ) ( ) 0p r r
rl

v tC v t t
R

α η
∞

=

+ + =∑ (16)

pC 는 병렬 연결된 압전 층의 전기용량을 의미하

며 다음과 같다.

33 2 22 S
p pC b L hε= (17)

위 식에서 33
Sε 는 일정 변형률에서의 유전율 

(permittivity)을 의미한다. 

Table 2 Comparison of resonant frequencies from the 
proposed mathematical model and ANSYS

 
Proposed ANSYS

scf (Hz) ocf (Hz) scf (Hz) ocf (Hz)
1st mode

(out-of-phase) 45.9 48.8 46.0 48.4

2nd mode
(in-phase) 51.9 52.6 52.3 53.0
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따라서, 식 (13) 및 (16)에 나타낸 2개의 전기-역학 

연성 방정식을 서로 연립하여 다음과 같이 출력 전

압에 대한 주파수 응답 함수를 구할 수 있다.

2 2
1

2

2 2
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2( )
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2

r r
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3. 유한요소 해석을 통한 검증

앞에서 유도한 모드 순서 전환된 진동 에너지 

수확 장치에 대한 수학적 모델을 검증하기 위해 

상용유한요소 해석 소프트웨어로서 ANSYS를 이

용하였다. 검증에 사용된 모델의 기하학적 치수 및 

재료의 물성치를 Table 1에 나타내었다. 보 및 끝

단 질량은 각각 알루미늄 및 황동으로 이루어졌고, 
압전 물질은 Piezo Systems사의 PSI-5H4E를 사용

하였다. 단일 외팔보에 대한 연속체 기반의 수학적 

모델에 이를 적용하여 Fig. 3에 나타낸 보의 고유

진동수를 구하면, beam 1의 경우 52.0 Hz, beam 2
의 경우 폐회로( scf ) 및 개회로( ocf ) 상태에서 각

각 48.9 Hz 및 52.1 Hz로 계산되었다. 폐회로 상태

란 출력 단자가 외부 전기적 부하 없이 연결되어 

전기적 에너지 변환이 없는 상태이며, 개회로 상태

란 출력 단자 사이에 가상의 무한대 저항이 연결

되어, 변환된 전기 에너지가 압전 물질에 저장되어 

있는 상태이다. 
먼저 beam 1 및 beam 2로 구성된 Fig. 3의 진동 

에너지 수확 장치에 대해 제안된 수학적 모델을 이

용하여 폐회로 및 개회로 상태일 때의 고유진동수에 

대한 결과를 Table 2에 비교하였다. 그리고, 식 (5)에 

나타낸 고유모드를 식 (7)의 정규 직교성을 이용하여 

구하고 그 결과를 Fig. 4에 나타내었다. 단, 그림에서

는 Fig. 3(a)에 나타낸 좌표계 x에 대하여 표현하였

음을 유의하기 바란다. 그러나, 언급한대로 고유모드

가 2개의 질량에 대해 각각 역 위상, 정 위상의 순

서로 발생되었음을 확인할 수 있다. Fig. 5에는 개

회로 상태의 출력 전압에 대한 주파수 응답을 나타

내었다. 모두 ANSYS를 이용한 유한요소 해석 결과

와 제안된 수학적 모델의 결과가 거의 일치함을 

Fig. 4 Mass-normalized mode shapes of the mode-se-
quence reversed PEH   

Fig. 5 Open-circuit voltage response from the pro-
posed model, ANSYS, and a stand-alone PEH 
only of beam 2

확인할 수 있다. 개회로 출력 전압의 최대값으로서 

ANSYS를 이용한 결과는 개회로 고유진동수 53 Hz
에서 5.72 V/(m/s2)이었으며, 앞서 제안된 수학적 모

델에 의해서는 개회로 고유진동수 52.6 Hz에서 5.55
V/(m/s2)의 출력 전압을 얻을 수 있었다. 이는 개

회로 출력 전압에 있어서 약 3.1 %의 오차에 해당

한다.
Fig. 6은 100 kΩ의 외부 저항 Rl이 출력 단자에 

연결되었을 때 발생하는 전압 및 전력의 주파수 응

답을 나타낸다. 발생 전력은 식 (18)에 의해 계산된 

출력 전압의 크기를 Vout이라고 할 때, 2 / 2out lV R 에 

의해 계산되었다. ANSYS 해석에 의하면 2번째 모

드(역 위상)의 개회로 공진주파수인 53 Hz에서 출력 

전압이 4.63 V/(m/s2)로서 최대 107.1 μW/(m/s2)2의 

전력이 발생되었다. 그리고, 이 연구에서 제안한 수

학적 모델을 이용한 최대 전력은 공진주파수 52.6 
Hz에서 104.2 μW/(m/s2)2로 계산되었으며, 이때의 

출력 전압은 4.56 V/(m/s2)이었다. 두 전력 값의 상

대 오차는 2.8 %에 해당한다. 또한, 구성 요소인 

beam 2가 단일 진동 에너지 수확 외팔보로 사용될 

경우 최대 발생 전력은 52.1 Hz에서 34.9 μW/(m/s2)2

(이때의 출력 전압은 2.64 V/(m/s2))로서 이는 Fig. 3에 
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(a) Output voltage

(b) Output power

Fig. 6 Electrical outputs from the proposed model, 
ANSYS, and a stand-alone PEH only of 
beam 2 when they are connected with the 
external resistance of 100 kΩ

나타낸 진동 에너지 수확 장치의 구성을 적용할 경

우 발생 전력이 상당히 향상될 수 있음을 확인할 수 

있다.

4. 결  론

이 연구에서는 끝단 질량이 있는 2개의 외팔보

가 서로 반대 방향으로 부착된 2자유도계 진동에

너지 수확장치에 대한 수학적 모델을 처음으로 유

도하였다. 적용된 연속체 기반의 수학적 모델은 

상당히 정확할 뿐 아니라 관련된 설계 변수에 따

른 성능 변화를 파악하기에 유용한 모델이다. 유

도된 수학적 모델의 타당성은 모델에 의한 해석 

결과와 상용 유한요소 해석 소프트웨어 ANSYS의 

결과가 거의 동일하다는 것을 보임으로써 검증하

였다. 이를 이용하면 각 보의 길이, 끝단 질량의 

크기 등 설계 변수와 발생 전력의 크기 및 전력 

발생 주파수 대역폭과의 관계에 대한 폭넓은 연구

가 가능하다. 따라서, 제안된 수학적 모델은 앞으로 

모드 전환된 진동에너지 수확 장치의 설계와 평가

에 유용하게 활용될 수 있을 것이다. 
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