
Journal of the Korean Data & http://dx.doi.org/10.7465/jkdi.2013.24.3.533
Information Science Society 한국데이터정보과학회지

2013, 24(3), 533–541

라소를 이용한 간편한 주성분분석

박철용1

1계명대학교 통계학과

접수 2013년 4월 19일, 수정 2013년 5월 7일, 게재확정 2013년 5월 12일

요 약

이 연구에서는 라소를 이용한 간편한 주성분분석을 제안한다. 이 방법은 다음의 두 단계로 구성되

어 있다. 먼저 주성분분석에 의해 주성분을 구한다. 다음으로 각 주성분을 반응변수로 하고 원자료를

설명변수로 하는 라소 회귀모형에 의한 회귀계수 추정량을 구한다. 이 회귀계수 추정량에 기반한 새

로운 주성분을 사용한다. 이 방법은 라소 회귀분석의 성질에 의해 회귀계수 추정량이 보다 쉽게 0이

될 수 있기 때문에 해석이 쉬운 장점이 있다. 왜냐하면 주성분을 반응변수로 하고 원자료를 설명변수

로 하는 회귀모형의 회귀계수가 고유벡터가 되기 때문이다. 라소 회귀모형을 위한 R 패키지를 이용

하여모의생성된자료와실제자료에이방법을적용하여유용성을보였다.

주요용어: 라소, 주성분분석, 회귀모형.

1. 머리말

Tibshirani (1996)에 의해 회귀계수 (regression coefficient)에 L1 벌점 (penalty)을 부과하는 Lasso

(least absolute shrinkage and selection operator) 기법이 소개되었다. Tibshirani (1996)에 의하면

Lasso 회귀 (Lasso regression)는 최소제곱법 (least squares method)에 의한 회귀나 능형 회귀 (ridge

regression)와는 달리 회귀계수 추정값이 0인 모형이 보다 쉽게 선택되기 때문에 변수선택 (variable

selection)의 효과가 있다고 하였다. 따라서 Lasso 회귀는 능형 회귀의 장점인 예측정확도 (prediction

accuracy)와 변수선택의 장점인 해석력 (interpretation)을 어느 정도 겸비할 수 있는 장점이 있다고 알

려져있다.

Tibrashini (1996)에 의해 회귀모형에 대한 Lasso 방법이 소개된 이후 여러 분야에서 Lasso 방법이

사용되고 있다. 예를 들어 일반화선형모형 (generalized linear model; Friedman 등, 2008; Park과

Kye, 2013)과 다변량분석 (multivariate analysis)의 일종인 선형판별분석 (linear discriminant analy-

sis)에대한연구 (Whitten과 Tibshirani, 2011) 등이있었다.

이 연구는 주성분분석 (principal component analysis)에 의한 주성분 (principal component)의 계

수에 L1 벌점을 가하면 해석력과 예측정확도가 동시에 만족되는 새로운 주성분 결과가 나오지 않을까

하는 호기심에서 출발하였다. 실제로 반응변수 (response variable)를 주성분으로 하고 설명변수 (ex-

planatory variable)를 원자료로 했을 때 회귀계수 추정량은 해당되는 고유벡터 (eigenvector)가 되는

것을 쉽게 보일 수 있다. 따라서 반응변수를 주성분으로 하고 설명변수를 원자료를 하는 Lasso 회귀를

통해회귀계수추정량을구하면 Lasso 회귀추정량의장점을누릴수있음을알수있다.

이 연구의 장점으로는 다음과 같은 것을 생각해 볼 수 있을 것이다. 먼저 Lasso 회귀를 실행하는 기

존의 프로그램만 있으면 간단히 실행할 수 있다는 것이다. 다음으로 반응변수를 주성분으로 하고 설명
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변수를 원자료로 했을 때 회귀계수 추정량이 해당되는 고유벡터가 되는 것을 쉽게 보일 수 있기 때문에,

이 논문으로서 이론적인 내용이 충분히 갖춰진 간편한 방법이라는 점이다. 이 간편한 방법을 실제 자료

(real data)와모의생성된자료 (simulated data)에적용하고유용성을살펴보도록하고자한다.

이 논문은 다음과 같이 구성되어 있다. 2절에서는 Lasso 로지스틱 회귀와 주성분분석에 대해 간략히

설명하고 제안된 방법인 Lasso를 이용한 간편한 주성분분석에 대해 설명한다. 3절에서는 제안된 방법

을 모의생성된 자료와 실제 자료에 적용하고 유용성을 살펴본다. 4절의 결론 및 논의에서는 이 연구의

결과들을요약하고추후연구과제를정리한다.

2. Lasso를 이용한 주성분분석

2.1. Lasso 회귀

통상적으로 회귀분석 (regression analysis)에서 회귀계수 (regression coefficient)의 추정량을 구하기

위해서 잔차 (residual)의 제곱합을 최소로 하는 최소제곱법 (least squares method)을 사용한다. 그러

나설명변수 (explanatory variables)의개수가증가하면설명변수들사이의강한상관관계로인한다중

공선성 (multicollinearity)이존재할수있기때문에최소제곱회귀계수추정량의분산이커져추정회귀

식의 예측정확도가 떨어지는 문제점이 발생할 수 있다. 또한 설명변수의 개수가 증가하면 변수에 대한

해석력이 떨어진다. 다시 말해, 많은 설명변수 중 어떤 변수가 중요한 역할을 하는지에 대한 판단이 어

려워진다.

Lasso 회귀 (Lasso regression)는 능형 회귀 (ridge regression)의 장점인 회귀계수 축소를 통해 예측

정확도 (prediction accuracy)를 높이고, 동시에 영향력이 적은 회귀계수 값을 쉽게 0으로 만드는 변수

선택 (variable selection)의 기능이 있어 해석력 (interpretability)을 높여준다. 따라서 Lasso 회귀는

능형회귀의예측정확도와변수선택의해석력을모두갖출수있는분석방법으로알려져있다.

Lasso 회귀의추정량은다음의식 (2.1)과같이구할수있다.

argminβ1,··· ,βp

{
n∑

i=1

(Yi − β0 −
p∑

j=1

βjxij)
2 + λ

p∑
j=1

|βj |

}
. (2.1)

여기서 회귀계수 β1, · · · , βp의 값은 설명변수 xij의 척도 (scale)에 의존하기 때문에 회귀계수 값의 크

기가 그 변수의 영향력을 반영하지 못하기 때문에 xij에 표준화된 값을 사용한다. 또한 β0의 추정량은

항상 Ȳ가 되기 때문에 β0에 대한 추정은 관심 대상에서 제외되고 β1, · · · , βp에 대한 최소화 문제로 귀

착된다.

식 (2.1)을다음과같은제약조건이주어진최소화문제로표시할수있다 (Tibshirani, 1996).

argminβ1,··· ,βp

{
n∑

i=1

(Yi − β0 −
p∑

j=1

βjxij)
2

}
subject to

p∑
j=1

|βj | ≤ t. (2.2)

위의 식 (2.2)의 제약조건인 t (≥ 0)는 회귀계수 값에 대하여 축소 정도를 조절하는 조절모수 (tuning

parameter)이다. 이 조절모수 t값이 줄어들면 중요하지 않은 변수의 회귀계수 값은 축소되면서 순서대

로 0으로만들어져변수선택이되는효과가생긴다. 조절모수 t값이충분히커지면회귀계수값에대한

제약이없어지므로최소제곱부분만남아 Lasso 회귀추정량이최소제곱추정량이된다.

2.2. 주성분분석

주성분분석 (principal component analysis)은 (평균이 0인) 연속형 확률변수 X1, · · · , Xp의 분산을

최대한 설명하는 선형결합 (linear combination)을 사용하여 차원축소 (dimension reduction)하는 통
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계적 방법이다. 이 문제는 X1, · · · , Xp의 표본공분산행렬을 S라 했을 때 이 행렬의 고유값-고유벡터

짝 (eigenvalue-eigenvector pairs) (λi, ei), i = 1, . . . , p에 의해 수학적 해법이 존재한다 (여기서 λ1 ≥
· · · ≥ λp로 정렬되어 있다고 가정한다). 구체적으로 다음의 결과가 성립한다 (Johnson과 Wichern,

1992).

max
l ̸=0

lTSl

lT l
= λ1 이며 argmaxl̸=0

lTS‘l

lT l
= e1.

e1, . . . , ek (k = 1, . . . , p− 1)에직교인 l에대해

max
l̸=0

lTSl

lT l
= λk+1이며 argmaxl ̸=0

lTS‘l

lT l
= ek+1.

그런데 l ̸= 0에대해 u = l/
√

lT l이라놓으면길이 |u|2 ≡
√

uTu가 1이되며또한 lTSl/lT l = uSu를

만족한다. 따라서 첫 번째 주성분 (first principal component) Y1 = eT1 X는 X의 (길이가 1인) 선형

결합 중 최대의 표본분산인 λ1을 설명한다. 또한 k + 1번째 주성분 ((k + 1)-th principal component)

Yk+1 = eTK+1X는 앞에서 구한 e1, · · · , ek에 직교인 X의 (길이가 1인) 선형결합 중 최대의 표본분산인

λk+1을설명한다.

2.3. Lasso를 이용한 간편한 주성분분석

이 연구에서 제안하는 Lasso를 이용한 간편한 주성분분석을 요약하면 다음과 같다. 우선 주성분분

석에 의해 주성분 벡터 y
1
, . . . , y

p
를 구한다. 다음으로 이 주성분벡터를 반응변수로 하고 (표준화된)

X1, · · · , Xp를 설명변수로 하는 Lasso 회귀에 의해 얻어지는 회귀계수 추정량을 얻는다. 이 회귀계수

추정량을길이가 1이되도록치환한후고유벡터대신에사용하여새로운주성분을만든다.

상기절차를사용할수있는근거가되는핵심적인정리는다음과같다.

정리 2.1 표본공분산행렬 S의고유값-고유벡터짝을 (λi, ei), i = 1, . . . , p라고하자. 이때 n× p인자

료행렬 X에대해 y
i
= Xei를 i-번째주성분벡터라고하면다음이성립한다.

argminβ

{
|y

i
−Xβ|22

}
= ei.

증명: 다중회귀모형 (multiple regression model) y
i
= Xβ + ϵ의회귀계수 β의최소제곱추정량 (least

squares estimator)은다음과같다.

β̂
i
= (XTX)−1XT y

i
= (XTX)−1XTXei = ei.

이것으로간단히정리가증명된다. �

따라서이연구에서사용하고자하는 Lasso를이용한주성분분석은다음과같이구할수있다.

β̃
∗
i
= argminβ

{
|y

i
−Xβ|22 + λ∗

1|β|1
}
. (2.3)

여기서 |β|1 ≡
∑p

i=1 |βi|와 |β|2 ≡
√∑p

i=1 β
2
i 각각 β의 L1과 L2 노름 (norm)이다. 그러나 상기 추정

량은 길이가 1인 조건을 만족하지 못하기 때문에 길이가 1이 되도록 조정한 β̃
i
= β̃

∗
i
/|β̃∗|2를 사용하게

된다. 따라서 Lasso 회귀의 성질에 의해 추정량 β̃는 원래의 고유벡터 β̂
i
= ei보다 0의 값을 많이 가질

것이기때문에주성분의해석이용이하게된다.



536 Cheolyong Park

3. 적용 예제

이 절에서는 하나의 실제 자료 (real data)와 하나의 모의생성된 자료 (simulated data)에 앞에서 제

안한 Lasso를 이용한 간편한 주성분분석을 적용한다. 자료분석에는 R을 사용하였으며 Lasso 회귀를

위해 R 패키지인 lars나 elasticnet을사용할수있으나보다일반적인 elasticnet을이용하였다.

3.1. 10종 경기 자료

실제 적용 예로 사용된 자료는 R 패키지인 FactoMinerR에 있는 decathlon 자료이다. 이 자료는

2004년 올림픽과 2004 Decastar의 41명 선수의 기록이다. 원래 13개 변수가 있으나 경기 기록에 해당

되는다음의자료가사용되었다.

Table 3.1 Variables used in decathlon data

Variable name Explanation Unit

100m 100 meters seconds

Long.jump Long jump meters

Shot.put Shot put meters

High.jump High jump meters

400m 400 meters seconds

110m.hurdle 110 meters hurdles seconds

Discus Discus throw meters

Pole.vault Pole vault meters

Javeline Javelin throw meters

1500m 1500 meters seconds

10개 경기의 기록이기 때문에 원변수 대신에 표준화된 변수를 사용하는 것이 적절하다고 판단되어 표

준화된 변수를 사용하였다. 그리고 달리기 경기인 100m, 400m, 110m.hurdle, 1500m는 다른 경기와

달리값이작은것이기록이좋은것이라표준화과정에 -1을곱해모든변수들의값이크면기록이좋은

것으로변환하였다.

먼저고유값 (eigenvalue)을구하였더니 0.327, 0.174, 0.140, 0.106, 0.068, 0.060, 0.045, 0.040, 0.021,

0.018이 나왔다. 평균 분산인 1보다 큰 분산을 설명하는 주성분이 4개이기 때문에 이 기준에 의해 4개

의주성분만관심을가지고살펴보도록한다.

네개의큰고유값인 0.327, 0.174, 0.140, 0.106에해당되는고유벡터 (eigenvector)는 Table 3.2와같

다.

Table 3.2 Eigenvectors corresponding to four largest eigenvalues

Variable name PC1 PC2 PC3 PC4

100m -0.4283 -0.1420 0.1556 -0.0368

Long.jump -0.4102 -0.2621 0.1537 -0.0990

Shot.put -0.3441 0.4539 -0.0197 -0.1854

High.jump -0.3162 0.2658 -0.2189 0.1319

400m -0.3757 -0.4320 -0.1109 0.0285

110m.hurdle -0.4126 -0.1736 0.0782 0.2829

Discus -0.3054 0.4600 0.0362 0.2526

Pole.vault -0.0278 -0.1368 0.5836 -0.5365

Javeline -0.1532 0.2405 -0.3287 -0.6929

1500m -0.0321 -0.3598 -0.6599 -0.1567
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다른 통계패키지와는 달리 R에서는 첫 고유벡터의 값이 모두 음수로 나타나 있어 특이하다. elastic-

net패키지에서 Lasso회귀를실행하는함수인 enet에는 LARS-EN알고리즘 (Zhou와 Hastie, 2005)을

사용하기 때문에 10단계에 걸쳐 하나씩 0이 되는 변수가 추가되는 과정을 부가적으로 쉽게 구할 수 있

다. 이 장점을 이용하면 각 주성분별로 계수가 0인 변수의 개수인 희박성 (sparsity)에 따른 누적 설명

분산비율 (CPEV; cumulative proportion of explained variance)을시각적으로살펴보면서적절한희

박성을 선택할 수 있다. 이 논문에서는 Shen과 Huang (2008)에 의해 제안된 CPEV를 사용하였다. 네

개의 주성분을 각각 반응변수로 하고 10개의 표준화된 경기 성적을 설명변수로 하는 Lasso 회귀의 희박

성과누적설명분산비율을그림으로나타낸것이 Figure 3.1이다.
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Figure 3.1 CPEV versus sparsity for the four principal components

위의 그림에서 보면 첫 번째 주성분에서는 2개 변수까지 0을 놓더라도 CPEV가 거의 변동이 없기 때

문에 희박성을 2로 선택하였고, 두 번째 주성분에서는 희박성을 1로 하더라도 CPEV가 다소 떨어지는

관계로 희박성을 0으로 선택하였다. 세 번째와 네 번째 주성분에서는 희박성을 각각 2와 1로 선택하였

다.

이렇게 희박성을 2, 0, 2, 1로 선택하였을 때 해당되는 계수벡터 β̃
i
, i = 1, 2, 3, 4는 다음 Table 3.3과

같다.

Table 3.3을 보면 각 계수벡터의 0인 변수의 숫자가 정확히 2, 0, 2, 1로 나와 있음을 알 수 있다.

세 번째와 네 번째의 계수벡터에서 절대값이 0.1도 되지 않는 것이 추가로 2개 변수씩 발견되고 있으

나 누적 설명 분산비율이 떨어져 추가적인 희박성을 확보하기는 힘든 상태이다. 이렇게 선택된 계수벡

터에 의한 CPEV는 0.3263, 0.5000, 0.6395, 0.7450로 나타나 원래 주성분의 CPEV인 0.3272, 0.5009,

0.6414, 0.7471에비해아주미약하게값이작아져있는것을알수있다.
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Table 3.3 Coefficients vectors for the new principal components with sparsity 2, 0, 2, 1

Variable name β̃
1

β̃
2

β̃
3

β̃
4

100m -0.4190 -0.1420 0.1298 -0.0240

Long.jump -0.4170 -0.2621 0.1320 -0.0803

Shot.put -0.3593 0.4539 0.0000 -0.1699

High.jump -0.3091 0.2658 -0.2051 0.1203

400m -0.3926 -0.4320 -0.0510 0.0000

110m.hurdle -0.4127 -0.1736 0.0653 0.2789

Discus -0.2819 0.4600 0.0000 0.2498

Pole.vault 0.0000 -0.1368 0.5723 -0.5389

Javeline -0.1485 0.2405 -0.3141 -0.7072

1500m 0.0000 -0.3598 -0.7005 -0.1374

3.2. 모의생성된 자료

이 예제는 Zou 등 (2006)에 사용된 모의생성된 자료 형태를 사용하였다. 구체적인 변수생성 형태는

다음과같다.

Xi = V1 + ϵi, i = 1, 2, 3, 4

Xi = V2 + ϵi, i = 5, 6, 7, 8

Xi = V3 + ϵi, i = 9, 10

여기서

V1 ∼ N(0, 290), V2 ∼ N(0, 300), V3 = −0.3V1 + 0.925V2 + ϵ,

이며 ϵ, ϵi (i = 1, 2, . . . , 10)은표준정규분포에서의확률표본이다.

표본크기를 5000으로 하여 모의생성 자료를 만들고 원변수에 대한 주성분분석을 실시하였다. 그 결

과 고유값은 1804.49, 1187.74, 2.34, 1.06, 1.05, 1.03, 0.99, 0.99, 0.97, 0.94가 나와 2개의 주성분이면

충분하다는명확한결과가나왔다. 처음두개의고유값에대응되는고유벡터는 Table 3.4와같다.

Table 3.4 Eigenvectors corresponding to two largest eigenvalues

Variable name PC1 PC2

X1 0.1049 -0.4808

X2 0.1045 -0.4810

X3 0.1044 -0.4808

X4 0.1050 -0.4816

X5 -0.3987 -0.1357

X6 -0.3989 -0.1356

X7 -0.3986 -0.1358

X8 -0.3984 -0.1358

X9 -0.4002 0.0188

X10 -0.4003 0.0187

실제 자료분석에서와 마찬가지로 두 주성분에 대해서 적절한 희박성을 탐색하는 그림을 그렸더니

Figure 3.2와같았다.
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Figure 3.2 CPEV versus sparsity for the two principal components

따라서 두 주성분에 대한 희박성은 0과 2가 선택되었다. 첫 번째 주성분에 대해서 하나의 변수의 계

수만 0이 되어도 CPEV (누적 설명분산 비율)가 너무 떨어져 희박성이 0으로 선택되었다. 이런 현상

은 하나의 변수에 대한 계수만 0으로 만들어도 처음 네 개의 변수 Xi (i = 1, 2, 3, 4)에 대한 계수가 동

시에 0에 가깝게 되고 또한 그 아래 네 개의 변수 Xi (i = 5, 6, 7, 8)에 대한 계수도 -0.1 정도가 되어

나머지 두 개의 변수 X9, X10으로만 설명되기 때문에 발생하였다. 두 번째 주성분에 대해서는 희박성

2까지 CPEV가 거의 변동이 없어 희박성 2가 선택되었다. 이렇게 선택된 희박성에 대응되는 계수벡터

β̃
i
, i = 1, 2는 Table 3.5와같다.

Table 3.5 Coefficients vectors for the new principal components with sparsity 0, 2

Variable name β̃
1

β̃
2

X1 0.1049 -0.4824

X2 0.1045 -0.4842

X3 0.1044 -0.4832

X4 0.1050 -0.4846

X5 -0.3987 -0.1271

X6 -0.3989 -0.1268

X7 -0.3986 -0.1271

X8 -0.3984 -0.1270

X9 -0.4002 0.0000

X10 -0.4003 0.0000

Table 3.5의 계수벡터에 대한 CPEV는 0.6012, 0.9965가 나와 원래의 두 개의 주성분에 대한

CPEV인 0.6012, 0.9969와거의차이가없었다.

4. 결론 및 추후 연구과제

이 연구에서는 Lasso를 이용한 간편한 주성분분석 (principal component analysis)을 제안하였다.

이 방법은 두 단계로 구성되어 있다. 먼저 주성분분석에 의해 주성분 (principal component)을 구한
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다. 다음으로 각 주성분을 반응변수 (response variable)로 하고 원자료를 설명변수 (explanatory vari-

able)로 하는 Lasso 회귀에 의한 회귀계수 추정량을 구한다. 이 회귀계수 추정량에 기반한 새로운 주성

분을 새로운 주성분으로 사용하였다. 이렇게 할 수 있는 근거가 되는 사실은 주성분을 반응변수로 하고

원자료를설명변수로했을때회귀계수추정량이해당되는고유벡터 (eigenvector)가되기때문이다.

R 패키지인 elastic net에 있는 enet 함수를 이용하여 10종 경기 자료와 모의생성 자료에 대해 적용

하여보았다. enet 함수에서제공하는 0인회귀계수의숫자인희박성 (sparsity)에대응되는회귀계수를

이용하여 Shen과 Huang (2008)의 CPEV (누적 설명분산 비율)을 계산하여 각 주성분별로 적절한 희

박성을 선택하였다. 그 결과 원래 주성분분석에 대응되는 CPEV와 거의 차이가 없으면서도 약간의 희

박성이확보되는것을확인할수있었다.

이연구의추후연구로서다음을생각해볼수있을것이다. 식 (2.3)에서주어진추정량대신에

β̃
∗
i
= argminβ

{
|y

i
−Xβ|22 + λ∗

1|β|1 + λ∗
2|β|22

}
방식을 사용하는 것이다. 식 (2.3)에 λ∗

2|β|22가 추가된 것으로 elastic net 패키지의 enet 함수를 이용하

면 추정량을 구할 수 있다. λ∗
2 > 0를 사용할 때의 장점으로는 p > n인 경우에도 적용가능하며 또한 상

관이 높은 변수가 동시에 선택되는 효과가 있는 것으로 알려져 있다 (Zou 등, 2006). 따라서 이러한 추

정방법을통해 Lasso를이용한간편한주성분분석이적용될수있는범위를확장할수있으리라생각된

다.
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Abstract

In this study, a simple principal component analysis using Lasso is proposed. This

method consists of two steps. The first step is to compute principal components by

the principal component analysis. The second step is to regress each principal compo-

nent on the original data matrix by Lasso regression method. Each of new principal

components is computed as the linear combination of original data matrix using the

scaled estimated Lasso regression coefficient as the coefficients of the combination. This

method leads to easily interpretable principal components with more 0 coefficients by

the properties of Lasso regression models. This is because the estimator of the re-

gression of each principal component on the original data matrix is the corresponding

eigenvector. This method is applied to real and simulated data sets with the help of

an R package for Lasso regression and its usefulness is demonstrated.
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