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문제해결 과정에서 나타난 고등학생들의 수학적 추론 특성1)

강윤수2)ㆍ김민주3)

본 연구의 목적은 문제해결 과정에서 나타나는 학생들의 추론 특성을 알아보는 것이다.

이를 위해, 다섯 명의 고등학생들을 연구참여자로 선정하여 이들에게 다양한 전략적 접근이

가능한 개방형 과제를 부과한 후, 그들의 문제해결 과정을 관찰하였다. 문제해결 과정을 그

들이 작성한 답안지와 연계하여 분석함으로써 다음을 확인하였다.

첫째, 학생들은 과제를 접할 때 문제이해 없이 성급하게 계산을 시도하는 경향이 있다.

둘째, 학생들은 스스로 선택한 전략의 결과에 대해 수학적 근거를 고려하여 정당화하 기

보다 정답을 구했는지에 대해 더 관심이 많다.

셋째, 문제해결에 필요한 두 가지 이상의 조건을 동시에 고려하지 못하는 경향이 있다.

넷째, 학생들은 과제와 관련된 선행지식을 활용하는데 능숙하지 못하다.

다섯째, 학생들은 지나친 일반화로 문제해결에 어려움을 겪을 수 있다.

주요용어: 문제해결, 추론, 고등학생들의 추론 특성

Ⅰ. 서론

‘추론’은 사전적으로는 ‘어떤 판단을 근거로 다른 판단을 이끌어 내는 일련의 사고 과정’이

라는 의미를 가지고 있다. 그렇다면 ‘수학적 추론’은 ‘수학적 상황에서 어떤 수학적 사실이나

판단을 근거로 다른 수학적 주장이나 판단을 이끌어 내는 일련의 수학적 사고 과정’이라고

규정할 수 있다. 여기서 ‘수학적’이라는 것은 기호, 명제, 법칙 등 수학에서 용인되는 여러

가지 요소들을 활용하여 표현하고 의사소통하는 것을 말한다.

최근 들어, 수학교육에서는 문제해결과 함께 수학적 추론이 강조되고 있다. 2011년에 고시

한 우리나라 수학과 교육과정(교과부, 2011)에서도 수학적 추론 능력을 신장시키기 위한 교

수․학습 방법으로 다음을 강조하였다.

첫째, 귀납, 유추 등을 통해 학생 스스로 수학적 사실을 추측하고, 이를 정당화할 수 있게

1) 이 논문은 2011년 순천대학교 학술연구비 공모과제로 연구되었음.
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한다.

둘째, 수학적 사실이나 명제를 분석하고, 수학적 관계를 조직하고 종합하며, 학생 자신의

사고 과정을 반성하게 한다.

셋째, 수학적 추론을 통해 합리적으로 사고하는 능력을 키우고, 일상생활에서 자신의 의견

을 정당화할 때 적절한 근거에 기초하여 논지를 전개할 수 있게 한다.

NCTM(2000)도 10개의 규준 중 하나로 ‘추론과 증명’ 규준을 설정하고 학교수학의 모든

프로그램들이 학생들로 하여금 이와 관련된 능력을 신장할 수 있도록 해야 한다는 것을 강

조했다. 즉, 학생들은 ‘추론과 증명’을 수학의 가장 중요한 측면 중의 하나로 인식하고, 수학

적 추론을 생성하고 조사할 수 있으며, 수학적 주장과 증명을 발전시키고 평가할 수 있고

다양한 추론 유형과 증명 방법을 선택하고 사용할 수 있어야 한다고 주장했다. 특히, 학생들

은 그들의 주장이나 추측을 스스로 평가하거나 형식적인 수학적 논증과정에서 귀납적 혹은

연역적 추론을 사용하는 연습을 통해 그들의 추론 기술을 다듬고 확장시켜야 한다고 했다.

한편, 수학교육의 주요 목표는 어떻게 하면 학생들을 훌륭한 문제해결자가 되도록 할 것인

가 하는 것이다. Hiebert(2003)는 문제해결 관련 개혁운동과 연구가 시작된 이후로 수 십년

의 세월이 지났지만, 아직도 학생들은 여전히 기계적으로 사고한다고 지적했다. 기계적 학습

과 관련된 제 측면을 분석하기 위한 분석틀을 제시한 연구들이 있는데, 대표적으로는 기계

적 학습과 관계적 학습을 구분한 Skemp(1978), 대상에 대한 이해와 과정 사이의 상호작용

분석(Asiala et al, 1996; Tall, 2004), 이해의 수준을 구분한 연구(Pirie and Kieren, 1994) 등

이 그것이다. 또한, 비정형적 문제 해결 능력과 같은 특정한 능력의 틀 구조에 대한 연구

(Schoenfeld, 1985)도 있고 수학적 증명을 다루는 과정에서 학생들이 겪는 어려움을 다룬 연

구(Hanna and Jahhke, 1996: Hoyles, 1997)도 있다. 증명이 수학적 추론의 핵심적인 유형이

기는 하지만 추론 자체와 동일시 될 수 없으며 수학적 추론은 증명을 포함한 광의의 의미로

해석되어야 한다. Ball & Bass(2003)는 ‘수학적 추론은 단순한 기능 그 이상의 것이다’라고

했지만 명확한 개념 규정을 제시하지 않았으며, Yackel & Hanna(2003)는 ‘추론’이라는 용어

가 ‘정확히 정의되지 않은 채로 그 의미가 일반적으로 합의된 것처럼 암암리에 가정하면서

수학교육자들에 의해 광범위하게 사용되고 있다’고 지적하였다. 이 논문에서는 수학적 추론

을 ‘문제해결 과정에서 어떤 주장을 이끌어내거나 결론을 도출하기 위해 채택된 일련의 사

고 과정’이라는 의미로 사용하고자 한다. 따라서 그것이 반드시 형식적 논리에 근거할 필요

가 없으며 증명으로 제한되지도 않고 심지어는 추론자(연구참여자)에게 모종의 의미가 있다

면 반드시 옳은 주장일 필요도 없다.

우리가 가르치는 학생들이 훌륭한 문제해결자가 되기를 바라는 수학교육자로서 우리는 학

생들이 문제해결에 성공하고 실패하는 이유가 무엇인지에 대해 관심이 많다. 이에 대한 궁

금증을 해소하기 위해 우리는 지속적으로 학생들의 문제해결 과정을 미시적으로 관찰해 왔

다. 특히, 정형화되어 있는 또는 문제해결 방법이 정해져 있는 과제보다는 다양한 전략적 접

근이 가능한 개방형 과제를 해결하는 과정에서 학생들은 어떤 어려움을 겪으며 또 어떤 추

론 특성을 나타내는지를 관찰하고자 했다. 이 연구에서는 그러한 과정에서 학생들로부터 수
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자원

(resource)

주어진 문제를 해결하는데 필요한 개인의 지식

․ 해당 영역에 관련된 직관과 비형식적 지식

․ 사실, 명제적 지식

․ 알고리즘 절차, 기계적인 비알고리즘 절차

집한 자료를 분석하여 확인한 문제해결 과정에서 나타난 학생들의 추론 특성을 소개하려고

한다. 이를 위해, 우리는 다양한 접근이 가능한 개방형 과제를 제작하여 수학에 대한 흥미가

높고 학업성적이 우수한 자율형사립고 학생과 특목고 학생 등 모두 다섯 명의 고등학생들에

게 제시하여 그들의 해결과정을 관찰함으로써 고등학생들의 추론 특성을 파악하고자 하였

다.

II. 문제해결과 수학적 추론

1. 수학적 문제해결

  NCTM(1989)은 문제해결을 ‘즉시 적용할 수 있는 방법이 알려져 있지 않은 경우 적절한

수단을 통해 방법을 찾는 것이며, 어려움을 이기고 방법을 찾는 것이며, 장애를 극복하는 방

법을 찾는 것이며, 쉽게 얻을 수 없는 원하는 목표에 도달하는 것’으로 규정하였다. 이는 문

제란 ‘즉각적인 해법이 떠오르지 않아 어려움을 겪는 경우’라는 것을 전제로 하고 있다.

Polya(1957)는 학생 시절에 수학과 물리에 대하여 조금이라도 더 잘 이해하려고 책도 읽

고 제시된 해답과 사실을 받아들이려고 노력해 보았지만 계속되는 의문은 “해답은 맞고 정

확한 듯 보인다. 그러나 어떻게 해서 그러한 풀이를 고안할 수 있는 것일까? ... 나라면 어떻

게 해야 그러한 것들을 스스로 발견하거나 발명할 수 있을 것인가?”였다. 자신에게 배우는

학생들이 그와 유사한 의문을 갖고 스스로 호기심을 충족시키기 위해 노력하고 있다고 생각

하여 풀이에 대한 동기와 절차를 다른 사람들에게 설명해 줄 의도로 ‘How to solve

it?(1957)’이라는 책을 쓰게 되었다고 한다. 이 책에서 그는 문제해결 과정을 문제의 이해,

계획 작성, 실행, 반성 등 네 단계로 나누고 각 단계에서 학생들에게 유용한 질문과 권고를

제시하고 있다.

한편, Schoenfeld(1985)는 문제해결의 성패와 관련된 지식과 행위 요인으로 Polya(1971)가

제시한 자원(resource), 발견술(heuristics) 외에도 통제력(control), 신념체계(belief system)

와 같은 정의적 요인을 추가하였다. 이 내용을 정리하면 다음과 같다(강옥기 외, 2012, 재인

용)

<표 0> 문제해결 관련 요인
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발견술

(heuristics)

비표준적인 문제해결에서 진전을 이루기 위한 전략과 기술

․ 어림 규칙 ․ 그림 그리기 ․ 관련 문제 활용

․ 거꾸로 풀기 ․ 문제의 재형식화 ․ 시험과 검증

통제력

(control)

자원과 전략의 선별과 채택에 관한 전체적인 결정

․ 계획 ․모니터링과 평가

․ 의사결정 ․ 의식적인 메타인지적 행위

신념체계

(belief system)

개인의 수학관, 개인적 행위를 결정하는 요인

․ 자신에 대한 신념 ․ 환경에 대한 신념

․ 주제에 대한 신념 ․ 수학에 대한 신념

2. 수학적 추론 구조과 유형

1) 수학적 추론 구조

문제해결이란 다음 네 단계를 수행하는 것으로 설명될 수 있다(Lithner, 2008).

(1) 문제에 직면하는 것. 이것은 즉각적으로 해결방법이 떠오르지 않은 상태를 말하는 것으
로 ‘문제 상황’이라고 표현될 수 있다.

(2) ‘전략 선택’ 단계. 여기서 ‘전략’이라는 것은 부분적인 절차에서부터 일반적인 접근방법까
지를 포함하는 의미하며, ‘선택’이라는 것은 선택, 회상, 구성, 발견, 추측 등을 모두 포함
하는 넓은 의미로 사용된다.

(3) ‘전략 적용’ 단계. 이는 왜 이 전략이 주어진 문제를 해결했다고 볼 수 있는가?와 같은
타당성을 입증(예측 논증)하는 단계이다.

(4) ‘결론’.

2) 수학적 추론 유형4)

(1) 모방적 추론

모방에 의한 추론은 교재에 수록된 문제해결 과정을 모방하는 것인데, 이런 주제를 연구

한 많은 선행연구에서는 크게 두 가지 형태의 모방적 추론을 언급했는데, 그것은 바로 기억

에 의한 추론과 알고리즘에 의한 추론이다.

4) 여기서는 Lithner(2000b, 2002, 2003, 2004, 2008)와 Bergqvist et al.(2007)가 언급한 추론 유

형을 중심으로 살펴볼 것임.
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기억에 의존한 추론(Memorised reasoning, MR): MR은 다음 조건을 만족할 때이다.

▷ 전략선택은 완벽한 답을 기억해냈을 때 전략선택이 확인된다.

▷ 전략적용 단계에서는 기억해 낸 문제해결 과정을 쓴다.

이 형태의 추론은 모든 문제 형태에서 부분적으로 나타날 수 있지만, 수학적 사실이나 수

학적 정의를 묻는 문제 형태에 특히 유용하게 적용될 수 있는 추론이다. 대학 수준의 시험

에서 ‘미적분학의 기본정리를 쓰고 증명하시오’와 같은 문제가 출제되었을 때 만점을 맞은

150명 학생들 중 50% 이상의 학생들이 두 페이지에 달하는 교과서 증명과 일치하는 답안을

작성하였다. 하지만 그들에게 이 과정의 일부를 설명하게 했을 때, 대부분의 학생들이 제대

로 설명하지 못했다고 한다(Lithner, 2008).

알고리즘5) 추론(Algorithmic reasoning, AR): AR은 다음 조건을 만족할 때이다.

▷ 전략선택은 문제해결 알고리즘을 기억해 내는 것이다. 예측 논증(전략 적용 단계)은 다른

형태로 나타날 수 있지만, 새로운 해법을 창안할 필요는 없다.

▷ 전략적용의 나머지 부분은 부주의로 인한 실수만 없다면 답을 얻을 수 있는, 추론하는

사람에게 명백한 부분만 남게 된다.

여기서 언급한 ‘알고리즘’은 나눗셈 알고리즘처럼 명시적으로 가르쳐질 수 있는 일련의 절

차로서보다 더 넓은 의미로 사용된다. 이렇게 보는 관점은 개념적으로 어려운 부분은 알고

리즘에 의해 처리되고 학습효과를 제한하는 쉬운 부분만 학생들 몫이 될 수 있기 때문이다.

예를 들어, 일곱 살 아동에게도 학습에 의해 간단한 다항식함수의 도함수를 구하게 할 수

있다. 물론, 이 아동들이 다항식함수의 도함수 개념을 이해할 수 없는 것은 명백하지만, 그

들이 도함수 알고리즘을 활용하여 도함수를 구할 수 있다. 따라서, AR은 절차에 대한 완벽

한 이해뿐만 아니라 부분적으로 이해한 상태에서도 수행될 수 있다.

AR에서의 어려움은 적절한 알고리즘을 확인할 수 있는가이다. Lithner(2000a)는 겉으로

드러난 표면적 성질만을 고려하여 수학적으로 안정적이지 못한 바탕에서 수행한 AR을 익숙

한 AR(Familiar AR), 제한적 AR(Delimiting AR), 안내된 AR(Guided AR) 등으로 세분화하

여 설명하였다.

(2) 그럴듯한 추론 및 창의적 추론

몇몇 연구자들은 ‘수학적 추론’을 엄격한 증명과 동일한 개념으로 보는 반면(Duval 2002;

Harel 2006), 다른 연구자들(NCTM 2000; Ball and Bass 2003)은 덜 엄격한 추론까지 포함

5) 여기서 알고리즘은 주어진 문제에 대한 확실한 결과를 얻을 수 있는 유한번의 실행 과정을 의미함

(Brousseau, 1997).  
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시켜야 한다고 주장한다. 학교수학에서 다루는 과제들은 수학자, 공학자, 경제학자 등이 다

루는 것과 구별된다. 학교수학에서는 논리적 엄밀성이 상당히 결여된 추론을 사용하도록 허

용하고 격려한다. 이미 언급한 것처럼, 이 연구에서는 좀 더 넓은 의미로 수학적 추론의 개

념을 사용한다. Polya(1954)는 “엄격한 추론에서 중요한 것은 추측과 증명을 구분하는 것이

다. [...] 그럴듯한 추론에서 중요한 것은 추측에서 또 다른 추측을 구분하고 덜 합리적인 추

측에서 더 합리적인 추측을 구분해 내는 것이다.”라고 했다. 증명에서 추론의 가치는 정확성

에 있지만, 그럴듯한 추론은 논리적으로 엄격할 필요가 없으며 그럴듯한 논증에 의해 구성

되는 것을 필요로 한다.

추론 구조의 ‘전략 선택’과 ‘전략 적용’ 단계의 논증들에서 다음과 같은 특징이 나타나면

이러한 추론을 ‘그럴듯한(혹은 진짜) 추론(Plausible reasoning, PR)’이라고 부른다

(Lithner, 2003).

▷ 추론에 포함된 요소들의 본질적인 수학적 특성들에 기반해서 논증을 전개한다.

▷ 이 추론에서의 논증은 사실을 향해가기는 하지만 반드시 옳거나 완벽할 필요는 없다.

예를 들어, 미적분학의 최대값 구하는 문제의 해결과정에서 다음과 같은 (형식적으로 완

전하지 않은) PR을 생각해 볼 수 있다: “다항식 함수의 그래프를 언덕과 골짜기로 이해하

면, 최대값은 언덕의 꼭대기에 존재한다. 기울기는 미분계수에 의해 구해질 수 있으니, 이런

문제는 ′   인 값을 조사함으로써 해결될 수 있다.” Lithner(2003)는 PR을 다음과 같

이 세분화하였다.

전반적 혹은 부분적인 그럴듯한 추론(Global and Local Plausible Reasoning, GPR

and LPR): 수학적 추론이 다음 조건 중 최소한 하나 이상 만족하면 GPR이라고 분류할 수

있다.

▷ 전략 선택이 문제에 포함된 구성요소의 본질적인 수학적 특성을 분석하여 이루어진다.

해법의 아이디어는 PR에 의해 구성되고 뒷받침된다.

▷ 전략을 적용하는 단계가 주로 PR에 의해 뒷받침된다.

만일, 사전에 이와 비슷한 문제를 경험하지 못했다면 다음과 같은 문제는 전반적인 그럴

듯한 추론(GPR)을 필요로 한다.

lim
→

 

  일 때, lim
→
를 구하시오.

이 문제의 조건을 이해하기 위해서는 극한의 정의를 활용하여 가 로 가까이 갈 때
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는 에 한없이 가까이 간다는 사실을 확인해야 한다. 이것은  가  

에 가까이 간다는 것을 의미하여, 곧 가    에 가까이 가는 것을 의미한다. 그

런데  는 에 한없이 가까이 가므로 lim
→
  가 된다.

국소적으로 그럴듯한 추론(Local Plausible Reasoning, LPR): LPR이란 다음을 만족할

때이다.

▷ 전략 선택이 교재에 이미 나와 있는 예제, 정리, 법칙 혹은 다른 상황과 관련된 표면적

유사성을 확인함으로써 이루어진다. 하지만 다른 부분은 매우 국소적인 부분에 국한되며,

발견한 문제해결 절차가 모방적인지를 결정하는데 PR이 부분적으로만 사용된다.

▷ 전략을 적용하는 단계는 대부분 모방에 의한 것이지만 해결과정의 몇 부분은 생산적인

PR에 의해 수행된다.

수학적 추론 중에서는 PR이 수학적이고 비교적 안정적인 논증에 의해 뒷받침되는 전략

선택과 전략 적용이 진행된다는 측면에서 질이 높은 추론이라고 할 수 있다. 이런 형태의

추론은 비정형화된 문제를 잘 풀도록 하거나 정형화된 문제를 풀 때 잘못된 부분을 잘 찾을

수 있도록 해준다.

한편, 다음 조건을 모두 만족하면 ‘창의적 수학적 추론(Creative mathematically

founded reasoning, CMR)’이라고 한다.

▷ 참신성. (추론자에게) 새로운 추론 과정이 만들어지거나 잊었던 것을 다시 만들어 내는

것.

▷ 그럴듯함. 전략선택과 전략 적용 단계가 왜 맞고 그럴듯한 것인지를 뒷받침할 논증이 존

재하는지의 여부.

▷ 수학적 토대. 논증이 추론에 포함된 수학적 요소들의 본질적 특성과 잘 연결되어 있어야

한다.

문제해결의 입장에서 볼 때, CMR이라고 해서 반드시 어려운 문제인 것은 아니다. 대부분

의 연구에서 CMR은 찾아보기 어려우며 AR이 대부분이다. Palm et al.(2005)는 공식적인 국

가수준의 시험은 CMR을 요구하는 문제 비율이 높은 반면 교사들이 출제한 문제의 경우는

매우 드물다고 했다. 또한, Boesen et al.(2005)는 간단한 CMR을 요구하는 문제는 CMR이

광범위하고 성공적으로 사용되지만 어려운 CMR 문제의 경우는 거의 성공적이지 못하거나

제한된 AR이 대부분 사용되었음을 확인하였다.
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Ⅲ. 연구 방법

1. 연구방법

본 연구는 문제해결 과정에서 나타난 학생들의 추론 특성을 분석하는데 그 목적이 있으므

로, 학생들의 문제해결 과정을 주의 깊게 관찰해야 한다. 따라서 소수의 학생들을 연구참여

자로 선정하여 그들에게 다양한 전략적 접근이 가능한 개방형 과제를 부과하여 자기주도적

으로 해결하도록 유도하고 그 과정에서 수집된 자료를 분석하여 결론을 도출하려고 한다.

이처럼 소수의 연구참여자들을 미시적으로 관찰하고 기록한 후에 그 결과를 분석하여 결론

을 이끌어내기 위해서는 비디오, 오디오, 문서 자료 등을 수집하여 세밀하게 분석해야 한다.

이러한 연구 목적과 의도에는 질적연구의 한 형태인 사례연구 방법이 적합할 것으로 판단되

는 바, 이 연구에서는 사례연구 방법에서 많이 활용하는 자료수집과 분석 방법을 활용하고

자 한다.

2. 연구참여자

이 연구를 위해 모두 다섯 명의 고등학생들을 연구참여자로 선정하였다. 이들 중 네 명은

지방의 G시에 소재한 자립형 사립고 2학년 학생들이고 나머지 한 명은 J과학고 1학년 학생

이다. 자립형 사립고 학생들은 연구자 중 한 명이 진행한 R&E 프로그램에 참여하여 수월성

교육을 받은 학생들로 해당 학교에서 학업성적이 매우 뛰어난 학생들이며 의대, 공대, 자연

대 등으로 진학하기를 희망해 수학에 관심이 많다. 특목고에 다니는 학생도 중학교 재학 시

절에 대학교부설 과학영재교육원에서 기초과정부터 사사과정까지 3년 정도의 영재교육을 이

수하고 특목고에 진학한 학생으로 대학에서 수학을 전공하기를 희망한다. 또한, 그들의 부모

들은 대개 4,50대로 그들의 학습 환경에 관심이 많은 것으로 조사되어 가정에서도 좋은 학

습 환경을 갖고 있음을 알 수 있었다.

한편, 연구 목적과 연구에서 수집된 자료를 활용하여 논문을 작성하는 과정 등을 이 학생

들에게 설명한 후에 참여 여부를 물었다. 그 결과, 학생들 모두 이에 동의하였다. 이하의 내

용에서 다섯 명의 연구참여자들은 각각 ‘A학생’, ‘B학생’, ‘C학생’, ‘D학생’, ‘E학생’ 등과 같은

가명을 사용하기로 한다.

3. 과제

본 연구의 목적은 문제해결 과정에서 나타난 학생들의 추론 특성을 알아보는 것이므로 학
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문 제 가능한 전략

※ 5, 6, 7, 8 네 개의 수를 한 번씩만 사용하여 주어진 조건에 맞는 식을 만들어 보세요.

□
□
□

□

1. 결과가 가장 작은

양수가 되는 식

예상 답: 


 



A1(S1)7): 분모에 큰 수(작은 수), 분자에 작은 수(큰

수)를 넣어 식을 만든다.

A1(S2)8): 는 이 개 더해져 있는 것이며

   의 두 분모  중에서 만일

가 더 큰 수(작은 수)라면 보다 를 더

크게(작게) 해야 식의 결과가 작게(크게) 된

다.

A1(S3): 통분했을 때 분모는 크고(작고), 분자는 작게

(크게) 되는 식을 만든다.

2. 결과가 가장 큰

양수가 되는 식

예상 답: 

 


□
□
□

□

3. 결과가 가장 작은

양수가 되는 식

예상 답: 

 


S1(S1)9): 통분했을 때, 분모는 크고(작고) 분자는 작

게 (크게)되는 식을 만든다.

S1(S2):   일 때, 이 가장 작은

(큰) 양수가 되도록  를 결정한다.

S1(S3): 네 수로 만들 수 있는 가장 큰 분수를 만들

고 나머지 수로 만들 수 있는 가장 작은 분

수를 만들어 뺄셈식을 만든다.

4. 결과가 가장 큰

양수가 되는 식

예상 답: 


 



생들에게 부과할 과제를 제작하는데 다음과 같은 기준을 마련하였다.

첫째, 문제를 해결하는데 충분한 정형화된 알고리즘이 존재하지 않을 것.

둘째, 다양한 해결 경로를 찾을 수 있는 과제.

셋째, 직접 계산이 가능하지만 전략적 접근으로 더 쉽게 해결할 수 있는 과제.

넷째, 학생들의 추론이 수학적 성질에 근거를 두고 있는지를 쉽게 확인할 수 있는 과제.

이러한 기준에 의해 ‘식의 값이 최소 혹은 최대가 되는 분수의 가감식’이라는 과제를 자체

제작하였다. 과제에 포함된 문제와 그 문제를 해결하는데 활용 가능한 전략6)을 정리하면 다

음과 같다.

<표 1> 과제와 문제해결 전략

6) 모든 경우의 수를 고려하여 비교하는 경우는 추론에 바탕을 둔 것이라고 보기 어려워 제외함. 

7) A1(S1)은 한 자리 덧셈식(Addition 1)에서 첫 번째 전략(Strategy 1)을 의미함. 
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※ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8을 한 번씩만 사용하여 네 개의 두 자리 정수를 만들어 주어진 조

건에 맞는 식을 만들어 보세요.

□
□
□

□

5. 결과가 가장 작은

양수가 되는 식

예상 답: 




A2(S1): 크기순으로 나열할 때  인 네 자연

수로 만들 수 있는 가장 큰(가장 작은) 두

개의 두 자리 자연수는  와 (와

)이다.

6. 결과가 가장 큰

양수가 되는 식

예상 답: 




□
□
□

□

7. 결과가 가장 작은

양수가 되는 식

예상 답: 

 


S2(S1):   을 통분할 때, 분자가 되는

이 가장 작은(큰) 양수가 되도록

네 수를 배치한다.

S2(S2): S2(S1)에서 의 크기가 가장 작은

(큰) 경우를 찾기 위해서는 십의 자리에

5,6,7,8 (또는 8,7,1,2)을 배치하여

(6*)(7*)-(8*)(5*) (또는 (8*)(7*)-(1*)(2*))이

가장 작게(크게) 되도록 1,2,3,4 (또는 5,6,3,4)

를 일의 자리에 배치하여 6*/8* - 5*/7* (또

는 8*/1* - 2*/7*)와 같은 식을 완성한다.

8. 결과가 가장 큰

양수가 되는 식

예상 답: 

 


4. 자료 수집 방법

이 연구에서는 연구참여자들에게 준비된 과제를 부과하여 해결하도록 요구한 후에 추론의

근거를 확인하거나 힌트를 주기 위한 목적으로만 연구자가 개입했을 뿐 전체적으로는 연구

참여자들이 자기주도적으로 문제를 해결하게 했다. 연구참여자들은 한 명 또는 두 명씩 시

간을 정해 과제에 포함된 8개의 하위문제를 한 번에 해결하도록 했는데, 팀 별로 5분 정도

의 휴식시간을 포함해 1시간 30분에서 2시간 정도가 소요되었다.

8) A1(S3)은 문제해결 시작단계의 전략이고, 이 전략은 그 다음 단계의 전략이므로 구분할 필요가 있

음.

9) A1(S3)와 S1(S1)는 겉으로는 같지만 분자의 크기를 결정할 때 다른 접근이 필요해서 구분함.
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그들의 문제해결 과정을 기록하기 위해 비디오, 오디오 기법 등이 활용되었으며, 이 과정

에서 수집된 자료들은 그들이 작성한 답안지와 비교하면서 반복해서 분석되었으며 주요 부

분을 녹취록으로 작성하여 연구참여자들의 추론 특성을 분석하는데 활용하였다.

Ⅳ. 결과 분석

이 연구에 참여한 다섯 명의 연구참여자들이 주어진 과제를 해결하는 과정을 비디오, 오

디오 기법을 활용하여 기록한 후에 그들이 작성한 답안지와 연계하여 분석하였다. 우리는

학생들이 정답을 찾아내는지의 여부에 초점을 두지 않고 문제를 해결하는 과정에서 그들이

어떤 방식으로 추론하고 어떤 어려움을 겪는지, 또 그러한 어려움의 원인이 무엇인지를 확

인하는데 관심을 집중하였다. 각 연구참여자 관련 자료를 독립적으로 분석한 후에 그 결과

를 종합하여 비교,분석하는 방식으로 정리한 결과는 다음과 같다.

1. 한 자리 분수 덧셈(1～2번) 답안 분석

최소값의 덧셈 분수식에 대해서는 ‘E학생’을 제외한 연구참여자 모두 A1(S1)전략을 활용

하여 두 개의 식    을 추정하였고, 두 식을 통분하고 결과 값을 비교하여

결론을 이끌어 내었다. 하지만 ‘A학생’은 첫 번째 전략을 선택하여 결론을 도출한 이후, ‘문

제3’을 풀이하다가 다시 ‘문제1’로 돌아와   일 때  이 가장 작은 양

수가 되도록  를 결정하기 위해 분모는 가능한 크게 하되 분자를 작게 만들 수 있는

경우들을 다음과 같이 나열한 후 (5×6+7×8=86, 5×7+6×8=83, 5×8+6×7=82) 계산된 값을 비

교해서 식을 결정하였다. 이는 A1(S3)과 비슷한 전략으로 구한 값의 타당성을 높여 학생

스스로 풀이를 설명하는데 자신감을 갖게 한 계기가 되었다. 또한 ‘문제5’를 풀이한 후, ‘문

제1’로 돌아와 처음 추정했던     식을 직접 통분하여 계산하지 않고서

도10) 두 식의 크기 비교가 가능함을 발견하고 A1(S2)전략을 사용하여  이 가장

작은 양수가 됨을 설명하였다. 이처럼 ‘A학생’은 다른 문제를 풀이하는 과정에서 자신이 이

전에 인지하지 못했던 전략들을 ‘문제1’에 활용하면서 수학적 성질에 근거한 좀 더 명확한

추론을 할 수 있게 되었다.

한편, ‘E학생’은 다른 학생들과 마찬가지로 A1(S1)을 부분적으로 활용하였지만 문제를

10) 두 분수를 각 단위()의 합으로 이해하여 단위가 작은 쪽의 분자를 크게해서 식의 값을 

작게함.
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받자마자   이라는 식을 쓰고 ‘결과가 작기 위해서는 각각의 분모가 분자보다 커야

한다 ,   ’고 썼다. 그런 다음, ‘  라고 해도 일반성을 잃지 않으므로 

중 가 가장 크다고 가정해도 된다’고 하면서     라 놓고 각각의

경우에 나올 수 있는 세 식   ,   ,   의 값을 직접 계산하여 비교

함으로써  의 경우가 가장 작은 값을 갖는 식이 된다고 결론내렸다.

최대값 덧셈 분수식에 대해서도 A, B, C, D 네 학생은 A1(S1)전략을 활용하여 두 개의

식    을 추정한 후 직접 계산하여 비교하는 방식으로 결론을 도출하였다.

이 과정에서 ‘C학생’은 잠깐 동안 반비례함수 그래프를 그려서 관련성을 탐색했으나 이내

직접 계산에 의한 결과 비교 방식을 고수하였다.

특히, E학생의 경우 기본적으로 A1(S1)전략을 사용하였지만, ‘문제1’과 마찬가지로

      라고 쓰고 ‘ 라고 해도 일반성을 잃지 않으므로  중

가 가장 작다고 가정해도 된다’고 하면서     이라고 놓았다. 그런

다음, ‘통분을 해서 살펴보았을 때 분자가 최대가 되고 분모가 최소가 되면 되므로 c=6 이

라고 유추할 수 있다’고 썼다. 이로부터    ,       ,

     와 같이 계산하여  이 가장 큰 식이라는 결과를 이

끌어내었다.

2. 한 자리 분수 뺄셈(3～4번) 답안 분석

최소값의 뺄셈 분수식에 대해서 ‘A학생’은 S1(S2) 전략을 활용하여 나열된 수를 두 개씩

묶어 (30,56),(35,48),(40,42)와 같이 표현한 후에   가 가장 작은 값을 직접 계산하

여 확인하였다. 이렇게 얻어진 값을 바탕으로 S1(S1)전략에 따라 가장 큰 두 수 7, 8을 분

모로 한    이 가장 작은 양수가 되는 식이라고 했다. 이 학생은 두 전략을

적절하게 사용하여 문제를 해결했지만, 분수식의 값을 비교하는 과정에서는 무조건 통분하

여 직접 계산하는 방법을 고수하였다. ‘B학생’은 처음에는  과  의 값을 비

교하다가  의 값이 더 작다는 것을 확인한 다음에는  과  의 값을

직접 계산하여 비교함으로써  의 값이 최소가 된다는 것을 확인하였다.

한편, ‘C학생’은 뺄셈의 결과가 가장 작기 위해서는 ‘두 값이 거의 비슷해야 함’이라고 추

측함으로서 S1(S1) 전략을 생각할 가능성이 줄어들었다. 그래서 이 전략의 일부인 ‘두 분모

의 곱이 큰 수’를 생각해냈음에도 더 이상 진전시키지 못하고 여러 식의 값을 계산하여 비

교함으로써 모든 경우의 수를 검토하는 방식을 선택하였다[그림1].
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[그림 1] ‘C학생’의 ‘문제3’ 풀이 과정

‘D학생’은 구체적인 수학적 근거를 생각해 보기보다는 5,6,7,8로 만들 수 있는 식들을

  ,   ,  과 같이 나열하여 직접 계산을 통해 그 크기를 비교하였다.

때문에 풀이 과정에서도 다른 식이 떠오르면 계산해 보고 더 작은 값이 나오면 다시 수정해

나가는 과정만을 되풀이 하였다. 또한 답을 수정해 나가는 과정에서도 다른 전략을 찾기 보

다는
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와 같이 계산 방법만을 바꿔나갔다.

‘E학생’은     라고 썼다가 지운 다음에     라고

썼다. 그런 다음에는 앞 문제에서와 같이, ‘앞에서 논리를 전개한 방식으로 가 최대가 되

어야 한다. 나 의 순서가 바뀌어도 되므로  라고 할 수 있다. 따라서

  이다’라고 썼다. 이로부터 다음과 같은 계산을 하여  가 가장 작은

값을 갖는다고 결론내렸다.
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최대값의 뺄셈 분수식에 대해, ‘A학생’은 S1(S1)과 S1(S2) 전략을 적절하게 사용해서 통

분 했을 때 분자가 크게 나온 경우를 먼저 결정하고 나열된 수 중 가장 작은 두 수를 분모

로 선택하여    이 가장 큰 값을 가진다고 결론내렸다. 하지만 나름대로의

수학적 근거를 제시하고도 답에 대한 확신을 갖지 못했으며, 나올 수 있는 다른 경우들을

직접 통분하고 계산기를 이용해 식의 값을 찾아보기도 했다.

다른 문제에서와 마찬가지로 ‘B학생’은 처음에는  의 값을 계산했으나  

의 값이 더 작게 된다는 것을 확인하고는  의 값을 직접 계산하여 그 결과를 비교

하였다. 하지만,  의 경우는  를 계산할 때와 분자가 같기 때문에 통분한

분모를 비교하여 대소비교가 가능하다. 그런데도 이 학생은 직접 계산하여 그 값을 비교하였

다.

이에 반해, ‘C학생’과 ‘D학생’은 최소의 뺄셈 분수식을 위해서는 ‘두 값이 거의 비슷해야

함’이라고 생각한 ‘문제3’의 경우와 마찬가지로 최대의 뺄셈 분수식을 만들려면 ‘차이가 가장

많이 나는’ 식을 만들어야 한다고 생각했다. 하지만 ‘C학생’의 경우 네 수(5,6,7,8)로 만들 수

있는 큰 분수인 과 을 먼저 생각하고 나머지 수로 가장 작은 분수를 만들려고 시도

하였다. 그런 다음, 세 식(      )을 직접 계산하여 그 결과를 비교

한 반면, ‘D학생’은              과 같이 몇

개의 식을 통분하여 그 크기를 비교하였다. 그 과정에서 S1(S1)전략을 일부 활용했지만 실

제로 제한된 몇 가지 경우에 대해서만 대상들을 비교했기 때문에 결과에 대한 확신을 갖지

못했다.

한편, ‘E학생’은     라고 쓰고 ‘가 최소가 되고  가 최대가

되어야 한다.  의 순서가 바뀌어도 상관 없으므로   라 할 수 있다. 따라서

  이다’라고 놓고     라 썼다. 하지만, 여기서 더 이상 진전

시키지 못하고 시간을 보내다가 × × × ×       이라고 계산

하고는  이 최대가 된다고 결론지었다. 이 때, 연구자가 ‘왜 분모가 반드시 이

되어야 한다고 생각하는지’, ‘통분했을 때 결과가 어떻게 되는지’ 등을 질문하자 다 지우고

‘ 가 최대가 되어야 하므로   ×   ×여야 한다. 분모는 최소가 되어야 하

므로      이고  일 때 최대가 된다’고 결론지었다.

3. 두 자리 분수 덧셈(5～6번) 답안 분석

최소 덧셈 분수식에 대해, ‘A학생’은 A1(S1)전략에 따라 분모는 (86, 75)와 (85, 76), 분자는

(13, 24)와 (14, 23)로 가정 한 후 A1(S3)전략을 활용해 통분 했을 때 가장 작은 분자를 갖

는 경우를 계산기를 이용해 확인하여  일 때 가장 작은 양수가 된다고 결론내

렸다.

‘B학생’도 먼저 A1(S1) 전략을 활용하여 분모의 쌍으로 (87, 65)를 먼저 정하여 (13, 24),
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(14, 23), (23, 14)등을 분자의 조합으로 생각하다가 (85, 76)이 분모의 조합으로 더 적합하다

고 생각하고 분자의 쌍으로 (23, 14), (24, 13) 등의 조합을 생각하였다. 그런 다음, 산술평균

과 기하평균의 관계를 활용하기 위해   ≥ ○○ 과 같은 식을 생각했으나 더

이상 발전시키지 못하고 다시 (86,75)와 (85,76) 중에서 어느 것이 분모의 조합으로 적합한지

를 조사하였다. 다만, 이 때에는 앞에서와 달리 직접 계산해서 비교하지 않고 →와

→인 경우에 어떤 변화가 생기는지를 확인하여   이 결과가 가장 작

은 식이 된다고 결론지었다.

‘C학생’은 두 수의 합이 최소가 되는 식을 만들어야 한다는 점에 착안하여 산술평균과 기

하평균의 관계를 이용하고자 했으나 더 이상 진행시키지 못하고, A1(S1) 전략을 활용하여

분모는 (86, 75)와 (85, 76)의 두 가지 경우를 가정하고 각각의 곱을 계산하여 전자의 곱이

더 크다는 것을 확인하였다. 그런 다음, 통분했을 때 분자가 가장 작아야 한다는 점에 착안

하여 A1(S3)전략에 따라 ‘×   ×   가장 작은 수’가 될 수 있는 두 분자를 결정

하였다. 여기서 이 학생은 ×   ×이고 ×  ×  이 되는 것을

쉽게 확인할 수 있어서 직접 계산할 필요 없이 크기 비교가 가능한데도 직접 계산하여 그

결과를 비교하였다. 그리고 ‘×   ×   가장 작은 수’가 될 수 있는 두 분자를 결

정하기 위해 직접 계산했는데 이는 A1(S2) 전략을 활용하면 두 분자가  과  

의 조합 중에서 어느 것이 되는지를 알 수 있다.

‘D학생’은 A1(S1) 전략을 활용하여   ,    와 같이 각 자리

10의 자리수를 먼저 결정한 후 나머지 숫자를 일의 자리에 대입하여 나열한 식의 값을 계산

기를 이용해 구한 다음, 그 크기를 비교하였다. 하지만 이 학생은 구체적인 근거 없이 큰 맥

락에서 세운 전략에 의존하여 본인이 구한 식에 대한 확신을 갖지 못했다. 이를 위해 좀 더

수학적 근거를 갖고 구체화 및 정교화 과정이 필요하지만 학생은

            과 같은 계산을

통해 최소 분수식을 결정하였다.

최대 덧셈 분수식에 대해, A,B,C,D학생은 A1(S3)전략을 활용했지만, 결론을 이끌어내는

방법에서는 차이를 보였다.

‘A학생’은 십의자리 숫자를 먼저 선택하고 나머지 숫자를 일의자리에 배치한 후 통분했을

때 분자가 크게 되는 경우를 찾아, ×  ×  가 가장 적합하다고 생각했다.

하지만 이 방법 또한 구체적인 수학적 근거를 갖고 있지 않기 때문에 학생 스스로 답을 신

뢰하지 못했다. 이후로도 이 학생은 구한 답이 정답인지에 대해서만 궁금해 했으며, 구체적

인 수학적 근거를 생각해 보기보다는 친구가 구한 결과와 비교해보면서 자신의 답을 정당화

하였다. ‘B학생’의 경우는, 처음부터 A1(S3) 전략을 활용하였지만, (13,24)로 분모를 정해놓

고 분자의 조합으로 (85,76)과 (86,75) 중에서 어느 것이 적합한지를 조사하였다. 그런 다음,

분모로 (14,23)이 더 적당하다고 판단하였지만 확신을 갖지는 못했다. 그래서 다음과 같은

계산을 하여 결과를 도출하였다.
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‘E학생’의 답안 설명 추론 구조11)

문제를 받자마자 ‘  라 놓으면      

여야 한다(00:40-경과시간)’고 가정했다. 이전의 문제

와 마찬가지로 ‘일반성을 잃지 않고   라 하자.

그러면 a,b,c,d 중 a가 최대가 된다(01:10)’고 썼다.

이런 접근 방법은 문제가 구체적으로 주어졌음에도

일반적으로 해결하고자 하는 그의 추론 특성을 잘

드러내준다. 그런 다음, ‘분모인 가 최대가 되면서

PS: 1～8로 최소값을 갖는

두 자리 자연수 분수 덧

셈식을 만들어라.

SC1:       (A1(S1))

전략을 선택.

SC2:   라고 가정하면

 중 가 최대가



→

×


> 

→

×


이는     × ×이므로 작아지고 커지

는 값을 비교하여   → 일 때, 줄어드는 값이 더 크다는 것을 계

산한 결과이다.

‘C학생’은 처음부터 A1(S3) 전략을 활용하여  과  의 조합 중 어느 경우가

분모로 적합한지를 결정하기 위해 직접 곱셈을 하여  의 경우를 선택하였다. 그런 다

음, 13×7*+24×8*와 같은 식을 생각하였다. 빈 칸에 5와 6을 어떻게 배치할지를 결정하기 위

해 13×76+24×85 와 13×75+24×86을 비교했는데 다른 문제에서와 달리 직접 계산하지 않고

두 번째 식에서 첫 번째 식으로 바뀌면 ‘+13-24’의 효과가 생기는 것을 확인하여 두 번째

식의 값이 더 크다고 판단하였다. 그러면 원하는 식이  가 되는데도 여기서 결

론을 내지 않고 다시   와 같은 식을 생각한 다음 빈 칸에 3,4,5,6을 배치한 네

가지 경우 모두를 직접 계산하여 비교함으로써  의 값이 가장 크다는 것을 확

인하였다. 여기서도 이 학생이 A1(S2)전략을 활용했다면 네 가지 식의 경우를 직접 계산할

필요가 없게 된다.

‘D학생’은 ‘문제5’에서와 같은 전략으로 분모 10의 자리에 1,2를, 분자 10의 자리에 8, 7을

대입하고 나머지 숫자를 일의 자리에 대입하였다. 따라서 분모는 (13, 24)과 (14, 23), 분자는

(86, 75)과 (87, 65)가 가능하다고 판단하여 이로부터 만들 수 있는 네 가지 식을 직접 계산

하여 비교함으로써 결론을 도출하였다.

한편, ‘E학생’의 경우는 다른 학생들과 달리 모든 문제를 일반적인 형태로 바꾸어 증명이

포함된 문제해결을 시도하였다. 다른 학생들과 다른 이러한 ‘E학생’의 추론 특성을 좀 더 자

세히 소개하기 위해 그의 문제해결 과정(5～6번 문제 공통)에서 주요한 단계를 그대로 묘사

하면 다음과 같다.
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 는 최소가 되어야 한다. 따라서 는 최대가

되면서 는 최소가 되어야 한다(02:07)’고 썼다.

그는 이로부터 ‘와 의 구성요소는 이고

와 의 구성요소는 이 되어야 하므로

    이고    

이다(04:04).’라고 한 후에 ‘는 고정하고 를

결정하자’고 쓰고는 다음과 같이 계산하였다.

‘    ∵ 이므로

  이다(05:40).

    ∵   이므로

  이고  일 때, 최소가

된다(07:00)’고 결론내렸다.

된다.

SC3: 가 최대,  는

최소가 되어야 한다

(A1(S3)).

SC4:

    

이고

   

이다. [하지만, 이것은

   라는 임의적

가정을 전제로 한 것임].

SC5: 는 고정하고 

를 결정하자. [이 전략에

는   라고 가정할 수

있다는 설명이 필요함].

연구자: 분자(와 )가 바뀐 경우는 어떻게 되지?

E학생: 의 경우가 두 가지가 있으므로 이것을

고정하고 조건에 맞는 를 찾으면

의 경우가 해당되요.

[연구자는   를 가정해도

되는 이유를 묻고 있으나 ‘E

학생’은 자기 해법에 근거해

서 답변하려고 함].

[표 3] ‘E학생’의 5~6번 문제해결 과정 설명

4. 두 자리 분수 뺄셈(7～8번) 답안 분석

‘B학생’은 이 문제에 대해 전략적으로 접근하지 않았다. 다만, 분모는 7*, 8* 이고 분자는

5*, 6* 가 될 것이라고 추정하고 각각의 경우를 직접 비교하는 방식으로 최소 분수식을 찾

기 위해 노력하였다. 이 학생이 고려한 식들을 순서대로 나열하면 다음과 같다.



 


, 

 


, 

 


, 

 


, 

 


, 

 


, 

 


, 

 


그런 다음, 통분했을 때 분자인 (6*)(7*)-(8*)(5*)가 가장 작게 되려면 1,2,3,4를 일의 자리

11) Lithner(2003)는 다음과 같은 분석틀을 활용하여 대학생들의 문제해결 과정을 분석하였다. 

   추론 구조: 문제상황(PS), 전략 선택(SC), 전략 적용(SI), 결론(C)

   추론 특성: 그럴듯한 추론(PR), 전반적 PR(GPR)과 부분적 PR(LPR), 유사성 확인(IS)

   구성 요소: 대상(O), 변환(T), 절차(P), 개념(C)

   구성요소의 성질이 수학적인가? 아닌가? 혹은 본질적인가? 표면적인가?
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에 어떻게 배치할 것인지를 고민하여  가 가장 작은 값을 갖는 식이 된다고 결

론내렸다. ‘문제8’에 대해서도 처음에는 특별한 전략 없이,  나  를

비교하더니 다시  와  의 경우를 검토하였다. 하지만, 만족스러운

결과가 나오지 않자 S1(S3)전략으로 바꿔 1～8까지의 자연수로 만들 수 있는 가장 큰 수

(87)와 가장 작은 수(12)로 피감수()를 만들고 감수로  ,  ,  ,  등

을 생각하여 비교함으로써  가 최대 분수식이 된다고 판단하였다. 하지만, 연구

자가 통분했을 때 분자가 가장 크게 되도록 하려면 어떻게 해야 하는지(S2(S1)전략)를 생각

해보라는 힌트를 주자  을 생각해냈다.

‘C학생’은 최소 뺄셈 분수식에 대해, 처음에는 ‘가장 비슷한 두 분수’를 찾으면 된다고 생

각하고 가 0.5이므로 나머지 수로 최대한 0.5에 가까운 수를 만들면 된다고 생각했다.

그래서   와   의 크기를 비교한 후에  와 같은 식을

만들었다. 여기서 연구자가 ‘이 식의 값이 가장 작다는 것을 어떻게 보장하느냐’고 질문하자,

  과 같은 식이 통분했을 때 분자의 크기가 가장 작게 된다고 판단하고 1,2,3,4

를 빈 자리에 배치한 네 경우의 식의 값을 직접 계산, 비교하여  인 경우가 가

장 작은 값을 갖게 된다고 결론지었다. 최대 뺄셈 분수식에 대해서는 ‘가장 큰 값을 갖는 분

수를 먼저 생각하고 나머지 숫자로 가장 작은 값을 갖는 분수를 만들어 빼주면 된

다’(S1(S3))고 생각하고    와 같은 식을 생각하였다. 그런 다음, 3,4,5,6을 어디

에 배치하면 그 값이 가장 크게 되는지를 생각하여   와 같은 식을 완성하였

다.

한편, 최소․최대 뺄셈 분수식에 대해 ‘E학생’의 경우는 비록 성공하지는 못했지만 다른

학생들과 달리 다양한 방법을 시도하였다. 또한, 그의 답안은 과도한 일반화 시도가 문제해

결에 어떤 영향을 미치는지를 보여줄 수 있어서 그의 사고과정을 자세히 분석할 필요가 있

다고 판단된다. 다음은 ‘E학생’이 이 문제들의 해결과정에서 시도한 방법과 연구자의 개입으

로 문제를 해결한 장면이다.

[    을 써놓고,] 일단, 일반성을 잃지 않고   라고 할 수 있다(썼다

가 지운 내용)(02:00)   라고 하자. 그러면 최소가 되기 위해서는(02:34) 또한, 분모가

최대가 되어야 하므로(03:40)   (03:50). 의 원소가 정해져 있다고 하고 이것이

최소가 되도록 빼면 되는 방법에 대해 알아보자(05:10). 일단, 일반성을 잃지 않고   라

고 하면(05:20).   라고 할 수 있다.  가 최소가 되기 위해서는   여야 함을 알

수 있다. 분모()가 최대가 되어야 하므로       이고    

   . 앞에서 한 방식으로 최소값을 구해보면(08:50)

연구자:  는 작아야 하는 대신에 분모는 커야 하니까 를 그렇게 잡으면 안되겠지!!

학생E: [이텔릭체 부분을 지움](09:40)
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가 커야 하므로 의 원소도 커야 한다.               

(i)   인 경우 ⇔   인 경우,   이고   이어야 한다.   (13:00)

(ii)   인 경우 ⇔   인 경우,   이고   이어야 한다.       (15:00)

[이후로도 3분 40초 정도 다른 방법을 시도함]

연구자: OK! 그대로 놔두고 다음 문제가 거의 비슷한 전략으로 풀 수 있으니까 먼저 해

봐!(18:40) 1～8로 두 자리 정수를 만드니까 결과가 가장 큰 식을 만들려면 통분해

서 분모는 작고 분자를 커야 되지?! 십의 자리에 어떤 숫자가 와야 하는지를 생각

해보고 그 다음에 일의 자리를 결정해봐!

E학생: [    에서 는 작고  는 커지는 방향으로 만든다.

:□□  :□□ :□□ :□□](19:50)

연구자: 나 자리가 가능한 커야 하겠지?!(21:35)

E학생: [‘가 최소가 되어야 하므로 :□, :□ 이고  :□와 :□의 일의 자리에는

과 가 들어가야 한다’고 기록함](26:00)

E학생: [: :□ :□ :□, × ×     ×  (실제

로는 ‘  ’이 되어야 함)이므로  일 때 최대]

연구자: 75와 86이 바뀌면 어떻게 되지? 분자는 같지만...

E학생: [         ,  ]

Ⅴ. 결론

‘추론’은 수학교육에서 매우 중요한 키워드이다. 수학의 주요한 네 측면을 언급할 때도 개

념적, 알고리즘적, 문제해결적 측면과 더불어 추론적 측면을 강조한다. 더구나 나머지 세 영

역이 추론과 매우 밀접하게 연결되기 때문에 추론은 수학교육에서 가장 중요한 영역일 수밖

에 없다. 특히, NCTM이 ‘1980년대 수학교육은 문제해결 중심이 되어야 한다’고 권고한 이

후로 수학교육에서 문제해결 교육이 부각되면서 추론의 중요성이 더욱 더 강조되었다. 다시

말해서, 학습자의 문제해결 능력을 키우기 위해서는 그들의 추론 과정을 분석하는 것이 필

수적이다. 이는 명제적 지식보다는 방법적 지식 중심, 결과보다는 과정을 중시하는 현대 수

학교육의 흐름을 감안할 때, 당연한 접근 방법이다.

이런 점을 감안하여, 본 연구에서는 문제해결 과정에서 나타나는 학생들의 추론 특성을

알아보고자 했다. 이를 위해, 다섯 명의 고등학생들을 연구참여자로 선정하여 이들에게 다양

한 전략적 접근이 가능한 개방형 과제를 부과한 후, 그들의 문제해결 과정을 관찰하였다. 연

구참여자들은 스스로 생각한 해결 전략을 마음껏 시도할 수 있었으며, 결과에 대한 수학적

근거를 요구하거나 전혀 해결의 실마리를 찾지 못할 때 힌트를 주는 것을 제외하고는 연구
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자의 개입을 최소화하려고 노력했다. 연구참여자들의 문제해결 전 과정은 비디오, 오디오 기

법을 활용하여 모두 기록되었으며 그들이 작성한 답안지와 연계하여 분석함으로써 다음을

확인하였다.

우선, 학생들은 과제를 접할 때 성급하게 계산을 시도하는 경향이 있다. 이는 ‘E학생’을

제외한 모든 연구참여자들에게서 공통적으로 나타난 현상으로 쉬운 문제를 어렵게 해결하는

요인이 되었다. 예를 들어, ‘문제1,2’의 경우 최소 혹은 최대 분수식을 만들기 위해서는 분모

에 어떤 수가 들어가야 하는지가 자명하며 ‘단위의 합’으로서의 분수의 의미를 생각하면 구

체적인 계산과정이 필요하지 않은데도 학생들은 계산에 집중하는 모습을 보여주었다.

둘째, 학생들은 스스로 선택한 전략의 결과에 대해 수학적 근거를 고려하여 정당화하기보

다 정답을 구했는지에 대해 더 관심이 많다. 이런 특성 때문에 학생들은 일관된 전략을 적

용하지 못하고 여러 방법을 반복적으로 시도하는 비효율적인 모습을 보여주었다.

셋째, 학생들은 문제해결에 필요한 두 가지 이상의 조건을 동시에 고려하지 못하는 경향

이 있다. 예를 들어, 최소 뺄셈 분수식의 경우 통분했을 때 분자가 작고 분모는 커야하는데

도 분자의 경우만 고려하여 문제해결에 실패한 경우가 이에 해당된다.

넷째, 학생들은 과제와 관련된 선행지식을 활용하는데 능숙하지 못하다. 예를 들어, 분배

법칙을 활용하면 ×   ×이고 ×  ×  이므로 계산하지 않고도

비교가능하고  와   중 어느 것이 더 크게 되는지는 자명한데도 두 식을

통분하여 크기를 비교하였다. 이런 특성은 차이만 있을 뿐 모든 연구참여자들에게서 발견되

었다.

다섯째, 학생들은 지나친 일반화로 문제해결에 어려움을 겪을 수 있다. ‘E학생’은 다른 연

구참여자들과 달리 문제해결 초기부터 증명 추론에 집중하였다. 모든 문제가 구체적인 수로

주어졌음에도 풀이를 시작하자마자 문자로 바꾸어 일반화된 식으로 조건에 맞는 식을 찾으

려고 했다. 구체적인 것에서 일반적인 것으로 진행되는 보통의 경우와 달리 이 학생은 일반

적인 식에서 구체적인 식으로 나아가는 추론 특성을 보여주었다. 이런 특성으로 인해 ‘E학

생’은 쉽게 해결할 수 있는 문제를 어렵게 해결하고 ‘문제7’은 아예 답을 구하지 못했다.

여섯째, 문제해결 과정에서 학생들은 대부분 모방적 추론에 의지한다. 주어진 과제를 해결

하는데 필요한 일반적인 해법 혹은 공식이 없어 창의적인 추론이 가능하나 모든 연구참여자

들에게서 창의적인 수학적 추론(CMR)은 나타나지 않았다. 뿐만 아니라, 연구참여자들은 스

스로 선택한 전략에 대해 명확한 수학적 근거를 제시하지 못해 그럴듯한 추론(PR)을 사용

했다고 보기도 어려웠다.

문제해결 능력은 각 문제 유형에 대한 해법을 숙달시키는 것보다 다양한 전략을 활용한

탐구과정에서 증진될 가능성이 더 높다. 또한, 정보적 지식에 의한 결과중심적 학습보다 방

법적 지식에 의한 과정중심적 학습에 의해 학생들의 탐구력이 더 증진된다고 볼 수 있다.

이런 입장에서 보면, 학생들의 문제해결 과정을 미시적으로 관찰하여 분석함으로써 그들이

문제해결 과정에서 어떤 어려움을 겪는지, 그들의 학습 특성은 무엇인지를 지속적으로 살펴

교수-학습에 적극 활용할 필요가 있다.
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High School Students' Reasoning Characteristics

in Problem Solving

Kang, Yun Soo12)․Kim, Min Ju13)

Abstract

The purpose of this paper is to investigate high school students' reasoning

characteristics in problem solving. To do this, we selected five high school

students as participants and presented them some open problems which allow

diverse solving approaches, and recorded their problem solving process. Through

analyzing their problem solving process relate to their solution, we found the

followings:

First, students quickly try to calculate without understanding the given

problem.

Second, students concern whether their solution is right or not rather than

consider mathematical warrants for the results of their strategies.

Third, students have difficulties to consider more than two conditions at the

same time necessary to solve problem.

Forth, students are not familiar to use precedence knowledge relate to given

tasks.

Fifth, students could have difficulties in problem solving because of easy

generalization.

Key Words : Problem Solving, Reasoning, High School Students' Reasoning

Characteristics
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