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초기 비틀림 각과 단면 테이퍼 그리고 집중질량을 갖는 

회전하는 블레이드의 진동해석
Vibration Analysis of a Rotating Blade Considering Pre-twist Angle, Cross 

Section Taper and a Concentrated Mass
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ABSTRACT

Equations of motion of a rotating blade considering pre-twist angle, cross section taper and a con-
centrated mass are derived using the hybrid deformation variable modeling method. For the modeling 
of a concentrated mass which is located at an arbitrary position of the blade, a Dirac delta function 
is employed for the mass density function. The final equations for the vibration analysis are trans-
formed into a dimensionless form using several dimensionless parameters. The effects of the di-
mensionless parameters on the vibration characteristics of the rotating blade are investigated through 
numerical analysis.

* 

1. 서  론

헬리콥터, 터빈발전기, 풍력발전기 등은 에너지 

변환을 위해 블레이드 형태의 구조를 사용한다. 이

러한 블레이드들은 회전운동을 일으키며 작동 하는

데 회전운동에 의해 야기되는 관성력은 시스템 강성

변화를 초래해 진동특성을 현격히 변화시킨다. 진동

특성은 구조물의 구조성능과 큰 연관성을 가지므로 

진동특성을 정확히 예측하는 것은 구조설계의 핵심

적 사항이라고 할 수 있다. 따라서 블레이드의 구조

설계를 위해서는 정확한 모델링을 통한 진동특성 변

화를 예측하는 방법이 요구된다.
회전하는 외팔보의 진동특성 연구는 1920년대에 

Southwell에 의해 시작되었다. 그는 Rayleigh en-
ergy평형이론에 근거하여 회전운동에 따른 외팔보의 

고유진동수 변화를 계산할 수 있는 모델을 제시하였

다(1). 그 후 Schilhansl은 회전하는 외팔보의 편미분

방정식을 유도하고 Ritz 방법을 이용하여 Southwell
방정식의 계수들을 구하였다(2). 1970년대에는 전산

기의 사용으로 운동방정식을 고유치 문제로 변환시

켜 고유진동수를 구하는 수치적 방법들이 연구되었

다(3,4). 이러한 수치적 방법들은 여러 가지 형태의 

보에 관한 해석을 가능하게 하였다. 그 중, Hoa는 

끝단질량을 가진 회전 외팔보의 해석방법(5), Kuo
는 보 단면의 변화까지 고려한 해석방법을 연구하

였다(6). 이후 Kane은 외팔보의 운동방정식 유도를 

위한 새로운 방법을 제시하였고(7), Yoo는 복합변형
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변수라는 개념을 도입하여 Kane이 제시한 방법을 

더욱 간명하게 발전시켰다(8). 최근에는 Yoo가 제시

한 방법을 사용하여 다양한 형상을 갖는 외팔보에 

관한 연구가 이루어져 왔다. 그 중에는 집중질량을 

가지는 외팔보(9), 초기 비틀림 각을 가지는 외팔보
(10), 단편 테이퍼를 가지는 멀티 패킷 블레이드 시스

템(11) 등이 있다.
앞선 연구에서 보여주듯이 회전 블레이드는 그 

목적에 따라 초기 비틀림 각, 단면 테이퍼, 집중질

량 등이 고려된 형상의 구조를 가진다. 이러한 형상

들은 각각 블레이드의 진동특성에 영향을 미친다. 
그러나 기존의 연구 중에는 초기 비틀림 각, 단면 

테이퍼, 집중질량을 복합적으로 고려한 모델에 관한 

연구는 수행되지 않았다. 따라서 이 연구의 목적은 

초기 비틀림 각, 단면 테이퍼, 집중질량이 동시 고

려된 회전하는 블레이드 모델을 제안하고 제안된 모

델을 이용하여 각 파라미터(parameter)들의 변화에 

따른 시스템의 진동특성 변화를 조사하는 것이다.

Concentrated mass

Fig. 1 Configuration of a pre-twisted tapered blade 
having a concentrated mass 

Fig. 2 Deformation of the neutral axis of a beam 
having a concentrated mass 

2. 진동방정식 유도

2.1 운동방정식 

이 장에서는 초기 비틀림 각, 단면 테이퍼, 집중

질량을 갖는 회전하는 블레이드의 운동방정식 유도

과정을 소개한다. Fig. 1은 초기 비틀림 각, 단면 테

이퍼, 집중질량을 가지는 블레이드의 형상을 나타낸

다. 321 ˆ,ˆ,ˆ aaa 는 기준틀(reference frame) A에 부착

된 서로 수직인 단위 벡터들이며, 2â 와 2b̂ 가 이루

는 각 0θ 는 초기 비틀림 각을 나타낸다. Fig. 2는 

회전 블레이드의 회전에 의한 변형 시 형상을 보여

주며, 탄성변위의 의미와 기준 좌표계를 나타낸다. 

탄성축 상에 위치한 질점 0P 이 변형 후 P 의 위치

로 움직일 때, 그 변위를 u 라고 나타내고 321 ˆ,ˆ,ˆ aaa

방향 성분은 각각 321 ,, uuu 로 표현한다. 여기서 s
는 변형 후 보의 늘어난 길이를 나타낸다. 연속체 

방정식을 근사화하기 위해 가상모드(assumed mode)
를 이용하여 32 ,, uus 를 다음과 같이 근사화한다. 
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여기서, iii 321 ,, φφφ 는 32 ,, uus 를 나타내기 위한 가

상모드(assumed mode)들이며 iii qqq 321 ,, 는 일반좌

표, 321 ,, μμμ 는 일반좌표의 개수이다. 기준틀 A의 

각속도와 점 O 의 속도를 각각 
Aω 와 

Ov 로 표시하

고 이들을 스칼라 변수들을 사용해 단위벡터 

321 ˆ,ˆ,ˆ aaa 에 관해서 표현하면 다음과 같다.

3= aA Ωω (4)

2arv O Ω= (5)

여기서, P 점의 속도 
Pv 는 다음과 같이 구해진다.
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식 (6)의 1u 은 근사화를 위해 s 와 2u 로 나타내

고, 참고문헌 (8)의 근사화된 관계식을 이용한다.
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Kane 방법을 이용한 운동방정식의 형태는 다음과 

같다.

0)(
0

=
∂
∂

+⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∫
i

pL

i

p

q
Udx

dt
d

q
x υυρ (8)

여기서 L과 )(xρ 는 블레이드 길이와 단위길이당 

질량을 의미한다. 그런데 Fig. 3과 같이 블레이드가 

테이퍼진 단면을 가질 경우 단위길이당 단면적이 일

정하게 변화한다. 따라서 )(xρ 는 다음과 같이 나타

낼 수 있다.
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식 (9)의 0ρ 는 보의 밀도이고, 0A 는 고정단에서

의 단면적이며 α 와 β 는 아래와 같이 각각 자유단

과 고정단의 두께와 폭의 비로 표현한다.

Fig. 3 A blade with a tapered cross section
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식 (8)의 U는 블레이드의 인장 및 굽힘 변형들에 

의한 탄성에너지로 다음과 같이 나타낼 수 있다.
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여기서 E 는 탄성계수이고 )(xA 는 단면적이다. 또

한 )(),( 32 xIxI 는 면적관성모멘트, )(23 xI 는 면적 

관성적으로 
*
2

I 와 
*
3

I 로 나타낼 수 있다. 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=

L
x

L
xhbxA )1(1)1(1)( 00 βα (12)

)2cos(
2

)()(
2

)()()(
*
3

*
2

*
3

*
2

2 θ
xIxIxIxIxI −

+
+

= (13)

)2cos(
2

)()(
2

)()()(
*
3

*
2

*
3

*
2

3 θ
xIxIxIxIxI −

−
+

= (14)

)2sin(
2

)()()(
*
3

*
2

23 θ
xIxIxI −

= (15)

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+==

L
x

L
xbhbhxI xx )1(1)1(1

1212
)(

33
00

3
*
2 βα

(16)

33
00

3
*
3 )1(1)1(1

1212
)( ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+==

L
x

L
xhbhbxI xx βα

(17)

x
L
0θθ = (18)

여기서, θ 는 블레이드 임의 단면에서 비틀림 각을 

나타내며 자유단에서 0θθ = 이다. 위 과정을 종합하

여 운동방정식을 구하면 다음과 같다.
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식 (19)는 블레이드의 인장방향, 식 (20)은 면내굽

힘방향, 식 (21)은 면외굽힘방향 운동방정식을 각각 

나타낸다. 여기에 등장하는 행렬 요소들은 다음과 

같다.
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임의 위치에 집중질량을 고려하기 위해 단위길이

당 질량을 나타내는 함수 )(xρ 를 블레이드의 임의 

지점 dx = 에서 충격함수(Dirac’s delta function)로 

가정한다. 방정식에서 )(xρ 와 관련된 식 (22)~(24), 
식 (29)를 다시 정리하면 다음과 같다.
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여기서, m 은 집중질량의 크기를 나타낸다.
블레이드의 인장방향 고유진동수들과 굽힘방향 

고유진동수들은 일반적으로 차이가 크므로 이들의 

연성효과를 무시하고 집중질량을 고려한 항들을 식  

(19~21)에 대입하면 운동방정식은 다음과 같다.
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2.2 무차원 진동방정식

보편적인 해석결과를 얻기 위해 무차원 변수들을 

이용하여 방정식을 무차원화 하기 위해서 무차원 변

수들을 다음과 같이 정의한다.
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3

*
2

I
I

≡κ (40,41)

L
m
ρ

η ≡ ,  
L
d

≡χ (42,43)

식 (36)에서 T 는 다음과 같은 변수이다. 

*
3

4
00

EI
LAT ρ

= (44)

식 (41)을 이용하면, 식 (13)~(15)는 다음과 같다.

( ) ( ) )2cos(1
2
11

2
1

0*
3

2 ξθκκ −++=
I
I

(45)

( ) ( ) )2cos(1
2
11

2
1

0*
3

3 ξθκκ −−+=
I
I

(46)

( ) )2sin(1
2
1

0*
3

23 ξθκ −=
I
I

(47)

이상의 관계식들을 이용하여 식 (34)와 (35)를 무

차원화된 방정식으로 나타내면 다음과 같다.
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여기서 나타내는 행렬은 다음과 같다.
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여기서 )(ξψ aj 는 )(xajφ 와 동일한 함수 값을 가진

다. 식 (48)과 (49)에서 j2ϑ 과 j3ϑ 로 구성된 col-
umn Vector를 ϑ 라 하고 시간에 대한 조화함수로 

가정하면 다음과 같다. 

Θϑ ωτje= (57)

여기서, ω는 고유진동수에 변수 T 를 곱한 무차원 

고유진동수이며 Θ 는 모드형상을 나타내는 모드벡

터이다. 식 (57)을 이용하면 식 (48)과 (49)는 다음과 

같이 표현할 수 있다.
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ΘΘω KM =2 (58)

식 (58)에서 M 과 K 는 대칭 정방행렬들로 그 요

소들은 다음과 같다.
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2322
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여기서 요소행렬의 구성은 다음과 같다.
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3. 수치해석

10개의 외팔보의 굽힘방향 고유모드함수들을 가

상모드(assumed mode)들로 사용하여 수치해석을 수

행하였다. Table 1은 유도된 운동방정식들의 정확성

Table 1 Comparison of natural frequencies obtained 
by the proposed method and reference (12)

)0,1,0,1,1,5.0,( 0 ====== δκθχηβα

 1st. 2nd. 3rd.

0=γ
Ref.(12) 1.187 13.080 38.405

Present 1.187 13.092 38.498

10=γ
Ref.(12) 10.268 51.069 104.301

Present 10.497 51.764 106.112

과 신뢰성을 검증하기 위해 블레이드가 테이퍼진 단

면, 집중질량을 가진 경우에 대하여 참고문헌 (12)
와 고유진동수를 비교하였다. 이 결과들은 무차원 

회전 각속도 =γ 0과 10일 때 무차원 세 번째 고유

진동수까지 비교한 값이며 최대 2.2 % 오차를 보이

Table 2 Comparison of natural frequencies obtained 
by the proposed method and ANSYS

)1.0,25.0,30,1,1,5.0,( 0 ====== δκθχηβα
 1st. 2nd. 3rd.

0=γ
ANSYS 0.597 1.161 6.711

Present 0.597 1.162 6.718

1=γ
ANSYS 1.298 1.393 8.926

Present 1.296 1.395 8.928

5=γ
ANSYS 2.862 5.508 27.095

Present 2.863 5.507 27.102

10=γ
ANSYS 4.614 10.768 50.975

Present 4.616 10.771 51.015

(a) First natural frequencies of blade )0( =γ

(b) First natural frequencies of blade )5( =γ

(c) First natural frequencies of blade )10( =γ

Fig. 4 Variation of first natural frequencies versus a 
concentrated mass location ratio with different 
taper ratio )1,04.0,30,1( 0 ==== δκθη
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고 있다. Table 2는 초기비틀림 각, 테이퍼진 단면, 
집중질량 조건들을 가지는 블레이드의 무차원 고유

진동수를 상용구조해석 프로그램인 ANSYS를 사용

하여 얻은 수치해석 결과와 비교하였다. 이 결과는 

최대 0.1 % 이내의 오차를 보인다. 이상의 결과 비

교는 이 연구에서 제시된 모델링 방법의 정확성과 

신뢰성을 잘 보여준다고 판단된다.
Fig. 4는 집중질량의 위치와 테이퍼비 변화에 따

른 무차원 첫 번째 고유진동수 값을 나타내고 있다. 
Fig. 4(a)는 회전을 하지 않는 경우이며, 집중질량의 

위치가 고정단에서 자유단쪽으로 이동할수록 질량증

가효과로 인해 고유진동수는 감소하게 된다. Fig.
4(b)와 (c)는 회전하는 경우이며, 폭 비()보다 두께 

비() 변화가 고유진동수에 더 많은 영향을 미친다. 
또한 집중질량이 자유단 쪽으로 이동하면 고유진동

수는 테이퍼 비와 관계없이 비슷해짐을 알 수 있다. 
또한 집중질량의 위치가 고정단에서 자유단 쪽으로 

이동하면 고유진동수는 증가하다가 감소하게 된다. 
이는 일정 지점까지는 집중질량에 의한 강성증가 효

과가 질량증가 효과보다 더 크지만 그 이후에는 다

시 질량증가 효과가 강성증가 효과보다 커지기 때문

이다. 
Fig. 5는 집중질량의 질량 비와 회전각속도 변화

에 따른 고유진동수가 가장 큰 값을 가지게 되는 집

중 질량의 위치를 contour plot으로 나타낸다. X축

은 무차원 회전각속도이며 Y축은 집중질량의 질량 

비를 나타낸다. 또한 색은 무차원 첫 번째 고유진동

수가 최대값이 되는 집중질량 위치를 나타낸다. 집중

질량 위치는 집중질량의 질량 비보다 회전각속도에 

Fig. 5 Contour plot of a concentrated mass location 
ratio )1,1,1,04.0,30( 0 ===== βαδκθ

의한 영향을 많이 받고 χ <0.4구간 내에 존재하게 

된다. 일정 회전각속도 이상에서는 전체적으로 집중

질량 위치가 0.3~0.4 사이에 있음을 알 수 있다.
Fig. 6(a)는 테이퍼비 를 변화시킨 경우이며, 

가 작아지면 회전각속도에 관계없이 전체적으로 

집중질량의 위치가 감소함을 알 수 있다. Fig. 6(b)
는 테이퍼 비 가 작아질수록 집중질량 위치는 

회전각속도에 의한 영향을 더 많이 받게 된다. 
Fig. 6(c)는 초기비틀림 각을 변화시킨 경우며, 초

기비틀림 각에 의한 집중질량 위치 변화는 거의 

없음을 보여준다.  

(a) Effect of the thickness taper ratio on a 
concentrated mass location 

ratio )1,04.0,30( 0 === δκθ

(b) Effect of the breadth taper ratio on a 
concentrated mass location 

ratio )1,04.0,30( 0 === δκθ

(c) Effect of  twist angle on a concentrated mass 
location ratio )1,04.0,1,1( ==== δκβα

Fig. 6 Contour plot of a concentrated mass location 
ratio versus parameters
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Fig. 7 Contour plot of the maximum dimensionless 
first natural frequency ,04.0,30( 0 === δκθ

)1,1,1 == βα

(a) Effect of the thickness taper ratio on the 
dimensionless first natural 

frequency )1,04.0,30( 0 === δκθ

(b) Effect of the breadth taper ratio on the 
dimensionless first natural 

frequency )1,04.0,30( 0 === δκθ

(c) Effect of  twist angle on the dimensionless first 
natural frequency )1,04.0,1,1( ==== δκβα

Fig. 8 Contour plot of the dimensionless first natural 
frequency versus parameters 

Fig. 7은 집중질량의 질량 비와 회전각속도 변화

에 따른 첫 번째 무차원 최대 고유진동수를 contour 
plot으로 나타낸 그림이다. X축은 무차원 회전각속

도이며 Y축은 집중질량의 질량비이다. 색은 첫 번

째 무차원 최대 고유진동수의 값을 나타낸다. 집중

질량의 질량비가 증가하고 회전각속도가 증가할수록 

최대 고유진동수도 증가하게 되며 이 값은 집중질량

의 질량비 보다 회전각속도에 의한 영향을 더 많이 

받는 것을 알 수 있다. 
Fig. 8(a)와 (b)는 테이퍼비  , 를 변화시킨 경

우이며,  , 가 작아질수록 고유진동수는 증가함을 

보여준다. Fig. 8(c)는 초기 비틀림 각을 변화시킨 

경우이며, 초기 비틀림 각에 의한 구조강성 변화가 

작기 때문에 고유진동수의 변화에 미치는 영향도 작

게 나타남을 알 수 있다. 

4. 결  론

이 논문에서는 임의의 지점에 집중질량과 단면 

테이퍼, 초기 비틀림 각을 갖는 회전블레이드의 

진동특성을 예측하기 위한 모델링 방법을 제시하

였으며 이를 이용하여 수치해석을 수행하였다. 해

석결과의 정확성은 수치해석 결과를 참고문헌과 

ANSYS의 무차원 고유진동수를 비교해 규명하였

다. 수치해석 결과는 초기 비틀림 각, 집중질량, 
테이퍼 비를 고려했을 때 회전각속도와 집중질량 

위치 변화에 따른 무차원 첫 번째 고유진동수 변

화를 예측해 보았다. 또한 회전각속도와 집중질량

의 질량비의 변화에 따른 최대 고유진동수와 그때

의 집중질량의 위치를 contour plot으로 나타내었

다. 이 논문에서 사용된 모델링 방법은 회전 블레

이드 진동해석 시 쉽게 적용 가능하고 응용될 수 

있으리라 판단된다.
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