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일반화된 부분강절을 갖는 뼈대구조물의 안정성 및 P-∆ 해석

민병철*

Min, Byoung Cheol*

Stability and P-∆ Analysis of Generalized Frames with Movable 

Semi-Rigid Joints

ABSTRACT

For stability design and P –∆ analysis of steel frames with semi-rigid connections, the explicit form of the exact tangential stiffness 

matrix of a generalized semi-rigid frame element having rotational and translational connections is firstly derived using the stability 

functions. And its elastic and geometric stiffness matrix is consistently obtained by Taylor series expansion. Next depending on 

connection types of semi-rigidity, the corresponding tangential stiffness matrices are degenerated based on penalty method and static 

condensation technique. And then numerical procedures for determination of effective buckling lengths of generalized semi-rigid 

frames members and P –∆ and shortly addressed. Finally three numerical examples are presented to demonstrate the validity and 

accuracy of the proposed method. Particularly the minimum braced frames and coupled buckling modes of the corresponding frames 

are investigated.

Keywords : Semi-rigid, Frame, Buckling, Stability function, Tangent stiffness matrix, Elastic and geometric stiffness matrix

초 록

부재간의 연결조건에 따른 다양하고 복잡한 강구조물의 P –∆ 해석 및 좌굴 거동특성을 파악하기 위하여, 본 연구에서는 부재의 연결이 회전 및 

이동스프링으로 구성된 부분강절(semi-rigid) 뼈대요소의 일반화된 접선강도 행렬을 유도하였고 이로부터 다시 Taylor 전개를 적용하여 탄성

강도 행렬과 기하학적 강도행렬을 일반화된 형태로 제시하였다. 이를 위하여, 보-기둥부재의 좌굴조건을 만족시키는 처짐함수로부터 안정함수

(stability function)를 유도하였고, 횡변위(sway)를 고려한 힘-변위관계와 적합조건을 고려하여 엄밀한 부분강절 뼈대요소의 접선강도행렬을 

제시하였다. 다양한 수치해석 예제에 대해 타 연구자의 해석 결과 및 본 연구의 선형 및 비선형 해석이론을 통한 좌굴해석 결과를 비교하여 본 연

구의 타당성과 부분강절 뼈대구조물의 좌굴거동 특성을 제시하였다.

검색어 : 부분강절, 뼈대구조, 좌굴, 안정함수, 접선강도행렬, 탄성 및 기하학적 강도행렬

1. 서 론

일반적으로 뼈대구조의  및 안정성 해석은 부재의 연결을 강절(rigid) 또는 활절(pinned)로 취급하고 있으나 실제 뼈대 구조물의 

부재 간 연결은 부분강절 상태이므로 본 연구에서는 부재 연결부에 회전 및 병진 스프링을 도입하여 구조적 거동이 보다 실제에 가깝도록 

이론화하였고 전체적인 시스템 좌굴강도를 파악할 수 있는 엄밀한 접선강도 이론을 제시하였다. 또한 penalty method를 이용한 

고유벡터(eigen vector)를 산정하여 좌굴형상을 파악할 수 있도록 하였다. 이 분야에 대한 현재까지의 많은 연구자들은 부재의 연결에
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Fig. 1. Nodal displacements and forces of a rigid-rigid frame 
element under an axial force

대해 회전만을 제한된 조건하에서 고려하였으며 이를 요약하면 

다음과 같다.

Bridge와 Fraser(1987)는 유효좌굴길이 계산을 위한 반복계산

법을 제안하였고 Kato(1998)는 부분강절로 연결된 그물망 돔구조

의 탄성좌굴 및 소성힌지 조건하에서의 좌굴해석을 수행하였으며 

Chen과 Lui(1987, 1991)는 횡변위(sway)가 없는 부분강절 뼈대구

조의 -factor를 설계에 고려하도록 도표를 제시하였다. Goto 

(1993) 다양한 연결모델을 고려하여 부분강절 뼈대구조의 후좌굴 

해석을 수행하였고 Banarjee와 Williams(1994)는 다양한 단면을 

갖는 부분강절 뼈대구조의 좌굴강도에 대하여 전단변형효과를 분

석하였으며 Essa(1997)은 브레이싱이 없는 다층 뼈대구조에서 

기둥의 유효좌굴길이 산정을 위한 설계방법을 제안하였다. Kishi 

(1997, 1998)는 부분강절 뼈대구조에 대하여 보의 축력을 무시하고 

횡방향 지지 및 비지지에 대한 제한적인 엄밀해를 유도하였고 

Sekulovic와 Salatic(2001)은 부분강절 뼈대구조의 비선형 해석을 

통해 대칭형 부분강절 구조의 좌굴하중을 제시하였으며 Li와 Mativo 

(2003)는 회전스프링 및 절점에 대한 병진스프링을 갖는 부분강절 

뼈대구조의 근사해석방법을 제시하였다. 진만식(2004)은 평면프

레임의 좌굴하중 및 유효좌굴계수를 산정하였고 Raftoyannis 

(2005)는 연립미분방정식을 이용하여 횡방향 지지 및 비지지 조건

을 갖는 라멘의 안정성해석을 수행하였으며 Mageirou와 Gantes 

(2006)는 다양한 형태의 부분강절 및 경계조건에 대하여 등가의 

부분강절 상수를 유도하고 이를 다시 개별 부재에 적용함으로써 

다층구조에 대한 근사적 해석과 유효좌굴길이를 산정하였다. 이러

한 연구 결과 미국의 설계기준 LRFD(1999) 및 유럽 설계기준 

Eurocode3(2004)에도 부분강절 설계를 위한 실용 도표가 채택되

어 설계에 적용하는 단계에 이르고 있다. 그러나 설계기준에 제시된 

제안식은 건물의 내측부 즉, 보와 연결된 양쪽 기둥의 회전각이 

동일하고 보에 발생하는 축력이 없어야 하는 제한적 범위 내에서만 

적용 가능하며 다양한 비대칭성을 갖는 구조물 차원의 시스템 

좌굴에 대해서는 적용의 한계가 있는 것으로 판단된다. 결국, 본 

연구에서는 현재까지 타 연구자들에 제시된 부분강절 이론의 단점

을 보완하고 일반화된 부분강절 해석이론을 제시하기 위하여, 안정

함수를 처짐함수로 적용하고 부재간 연결점에 회전 및 병진 스프링

을 부분강절로 고려하여 평면 뼈대구조의 접선강도행렬을 유도하

였으며 이를 다시 4차항 까지의 Taylor 전개를 통해 탄성 및 기하학

적 강도행렬로 분리 유도하였다. 제시된 해석이론을 토대로 포트란 

언어를 이용한 수치해석 프로그램을 개발하였으며 고유벡터를 이

용한 구조물의 좌굴형상을 제시하였고 일반화된 부분강절 뼈대구

조의 유효좌굴 길이를 산정하기 위한  및 시스템좌굴 해석을 

다양한 해석 예제를 통해 검토하였다.

2. 축력을 받는 부분강절 뼈대요소

Fig. 1은 양단이 강절로 연결된 평면뼈대구조의 임의 위치에서의 

축방향변위와 횡변위가 와 일 때 절점변위와 단면력을 나타

낸 것으로 , , , ,  그리고 은 각각 축방향 변위, 

횡변위, 회전변위, 축력, 전단력 그리고 휨모멘트를 의미한다. 부재

의 길이를 이라 하면, 절점 변위벡터 및 하중벡터는 다음과 같이 

정의된다.
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한편, 부재의 탄성계수, 단면2차모멘트 및 단면적을 각각 , 

, 로 정의하고, 부재의 축력 가 일정한 경우에 양단 고정된 

뼈대구조의 접선강도행렬 


를 Chen(1987)의 안정함수를 이용하

면 다음과 같이 정의된다.
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식(3)의 안정함수 는    를 이용하여 압축

인 경우에 다음과 같이 정의된다.

 



sin

,  


cos
, 

 


sincos
,  


sin
, 

  cos  sin                          (5)

또한, 접선강도행렬을 탄성강도행렬과 기하학적 강도행렬로 구

분하기 위하여 안정함수에 대해 Taylor series의 4째항까지 고려하

여 정리하면 다음과 같다.
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                         (6)

한편, 부재가 인장을 받는 경우 식(4)의 구성은 다음과 같고,
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,  


cosh
,   

 


coshsinh
,  


sinh
,

   cosh sinh                          (7)

   

식(6)과 같은 방법으로 식(7)을 정리하면 다음과 같이 얻어진다.

≅




,   ≅




,   ≅




,   ≅




  

                        (8)

식(1)과 식(2) 그리고 효과를 고려하면 식(4)는 다음과 

같은 두 개의 행렬 연산형태로 유도될 수 있다.
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여기서 안정함수 과 는 과 를 이용하여 다음과 같이 

나타낼 수 있다.





, 


         (10a,b)

또한, 식(6)과 식(8)을 고려하면 식(4)의 비선형 접선 강도 행렬 


는 탄성강도행렬 

 와 기하학적 강도행렬 
 로 다음과 같이 

분리될 수 있다.
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본 연구에서는 부분강절로 연결된 연결강성을 선형탄성 스프링

으로 가정하고 연결점의 수평, 수직 및 회전 강성에 대하여 각각 




, 


, 으로 정의하였으며 이를 요소 길이가 0이고 절점이 

2개인 연결강도행렬 로 나타내면 다음과 같다. 
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Fig. 2. Nodal displacements and forces of a semi-rigid frame 
element having only rotational springs at both ends

결국, 강절(rigid) 요소의 양단에 식(13)의 연결 구조를 갖는 4절점 

일반화된 부분강절 뼈대요소의 단면력-변위 관계는 강절() 

및 부분강절() 연결에 대하여 다음과 같이 얻어진다. 

여기서 
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3. 일반화된 부분강절 뼈대요소

대부분의 부분강절 연결은 2장에서 제시된 일반화된 부분강절요

소를 이용하여 효과적으로 모델링될 수 있다. 본 장에서는 식(12)에

서 제시된 일반화된 부분강절 요소에 대하여 양단 회전 스프링만 

적용한 경우, 양단 횡방향 병진 스프링을 적용한 경우 그리고 왼쪽 

단에 회전과 횡방향 병진 스프링이 적용된 경우로 분류하여 엄밀한 

접선강도행렬과 선형화된 해석이론을 제시하고자 한다.

3.1 양단 회전 스프링을 갖는 부분강절 뼈대요소     

Fig. 2와 같이 양단에 회전 스프링만을 갖는 부분강절 뼈대요소

는 식(14)에 대하여 수평 및 수직 스프링 값을 Penalty number로 

취급함으로서 소거될 수 있으며 결국 다음과 같은 적합 조건을 

얻는다.


  ,    ,      ,              (16)

또한, 2개의 회전 스프링은 단과 단에 대해 각각 
와 

로 

정의되며, 와 는 강절로 연결된 절점의 회전변위이고 와 

는 부분강절로 연결된 절점의 회전변위를 나타내며 식(14)로부

터 부분강절 뼈대요소 양단의 내부 모멘트 와 는 다음과 

같이 얻어진다.

 
 








 


















  

(17a)

 












 














  

  

(17b)
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결국, 부분강절 뼈대요소의 내부 회전각 와 는 다음과 같다.

 


 












 
  

   (18a)

 


 












 
  

   (18b)

여기서











 

 
     (19a)









, 
 






                              (19b,c)

식(18)을 식(14)에 대입하고 식(16)을 고려하면, 회전스프링으

로 연결된 부분강절 뼈대요소의 엄밀한 접선강도행렬이 다음과 

같이 얻어질 수 있다.


 



















 ․ ․ 
 ․ ․

  ․

 




․
  




 ․ ․




 


  

(20)

여기서


 










 


,     












, 












,









 

 


,









 

 


,











 (21a-f)

식(21)을 식(20)에 대입하고 선형화하면, 비선형 접선강도행렬

은 다음과 같이 탄성 강도행렬과 기하학적 강도행렬로 구분되어 

정리될 수 있다.


 ≅ 

  
                                 (22)

여기서


 











 ․ ․  ․ ․

 


․  





․ 



 ․ ․

 


 


, 
 











․ ․ ․ ․ ․ ․

 

․  





․ 




․ ․ ․

 


 


 (23a,b)

그리고

 ,  



 , 


























,


















































,     



























,






















,      



























     



















,      





































,



















,





















,     

























              (24)

식(22)에서 축력 는 ‘+’ 값이 압축인 요소 의 초기 축력

을 나타내며 식(23a)는 탄성 강도행렬로서 이전의 연구(민병철

(2011))에서 제시되었으며 식(23b)의 기하학적 강도행렬과 식(20)

의 접선강도행렬은 본 연구에서 새롭게 제시되었다.
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Fig. 3. Nodal displacements and forces of a semi-rigid frame 
element having only translational springs at both ends

3.2 양단 병진 스프링을 갖는 부분강절 뼈대요소

Fig. 3은 양단 와 에 각각 횡방향 병진스프링 
와 

를 

갖는 부분강절 뼈대요소를 나타낸다. 회전 및 수평 스프링이 무한한 

값으로 가정하여 식(14)에서 소거하면  다음과 같은 조건식을 얻을 

수 있다.


,   , 

 ,             (25)

내부 횡변위 와 를 소거하기 위하여 식(14) 다섯 번째와 

여덟 번째 방정식은 아래와 같이 고려된다.


 



























 






 

 (26a)

  


 


































 

(26b)

또한, 식(26)을 연립하여 풀면 요소의 양단의 횡방향 변위 와 

는 다음과 같이 얻어진다.

 



















 

  

(27a)

 



















 

  

(27b)

여기서











                          (28a)









, 







             (28b,c)

결국, 양단에 횡방향 병진 스프링을 갖는 부분강절 뼈대요소의 

엄밀한 접선강도행렬은 다음과 같이 유도된다.




 



















 ․ ․ 
 ․ ․

  ․
 




․

 



 ․ ․




 


   

(29)

여기서











, 









, 











,













                      (30a-d)

그리고 식(30)을 선형화 하면 다음과 같다.





 , 




































,











































,       





























































































(31a-e)
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Fig. 4. Nodal displacements and forces of a semi-rigid frame 
element having rotational and translational springs at 
both ends

3.3 좌측 단은 병진 및 회전 스프링을 갖고 우측 단은 

강절인 부분강절 뼈대요소

Fig. 4는 길이 인 뼈대요소가 좌측 단에 회전 스프링 
와 

횡방향 스프링 
를 갖고 우측 단은 강절로 연결된 경우에 대하여 

절점변위와 단면력을 나타낸 것이다. 우측 단의 회전 및 병진 스프링

을 무한한 값으로 취급하면 Penalty method를 통해 절점 변위 

성분을 다음과 같이 나타낼 수 있다.


,   ,   ,                    (32)

식(32)를 고려하면 식(14)에서 단의 전단력과 모멘트는 다음과 

같이 얻어진다.


 



























 






 

              (33a)

 







 



















 

         (33b)

식(30)의 연립방정식을 풀면 스프링이 고려된 횡변위 와 회전

각 가 다음과 같이 얻어진다.

 












 







 





  

(34a)

 



 

 








 
   (34b)          

여기서








                     (35a)











, 







                             (35b,c)

결국, 좌측 단은 횡방향 병진 및 회전 스프링을 갖고 우측단은 

강절인 부분강절 뼈대요소의 엄밀한 접선강도행렬은 다음과 같이 

얻어진다.




 



















 ․ ․ 
 ․ ․

  ․

 




․
 




 ․ ․

 

 


   

(36)

여기서

 










,  








,

 









,          

 









,              

 
















,    

 









 (37a-f)

식(36)을 탄성 강도행렬과 기하학적 강도행렬로 분리하기 위한 

선형화는 다음과 같이 정리된다.
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4. 일반화된 부분강절 뼈대요소의 안정성 및 
 해석

본 장에서는 3장에서 제시된 일반화된 부분강절요소를 이용하여 

시스템 좌굴 및 해석 기법을 소개하고 시스템 좌굴 하중을 

이용하여 구조물을 구성하는 각 부재의 유효좌굴 길이 산정방법을 

제시한다.

4.1 일반화된 부분강절 뼈대요소의 시스템좌굴해석 및 유

효좌굴길이

축력을 받는 부분강절 뼈대요소 의 접선강도행렬은 식(3)과 같은 

비선형과 식(11)과 같은 선형 형태로 나타낼 수 있으며 전체 구조물에 

대해 직접강도법을 적용하면 다음과 같이 일반화 될 수 있다.

  


 

≅ 





                    (39)

여기서











 ; 










 ; 










  (40a-c)

식(40)에서 


, 

 그리고 


는 각각 전체 구조계에 대한 

접선강도행렬, 탄성 강도행렬 그리고 기하학적 강도행렬을 나타내

며, 식(39)로부터 개별 부재의 유효좌굴길이를 산정하기 위하여 

전체 구조물이 하중벡터 

를 받는 경우에 대해 선형탄성해석을 

수행하고 개별 부재 에 발생하는 축력 

를 다음과 같이 산정한다.



 


                                   (41)

다음 단계로서 비선형 접선강도행렬과 선형화된 강도행렬을 

이용한 전체 구조계의 시스템 고유치(좌굴하중) 


을 식(42)와 

같이 각각 계산할 수 있다. 



  ; 


 


                 (42a,b)

식(42)에서 는 구조계 전체에 작용된 외력으로부터 결정되는 

좌굴 파라미터이고, 식(42a)는 안정함수를 이용한 비선형 상태의 

접선강도행렬로부터 Penalty method를 적용하여 엄밀한 시스템 

좌굴하중 


을 얻을 수 있으며 식(42b)는 탄성 및 기하학적 강도행

렬이 분리된 상태로서 선형 고유치 문제를 해결함으로서 시스템 

좌굴하중 


을 근사 값으로 얻을 수 있다. 결국, 전체시스템 고유치 




와 선형 탄성해석으로부터 얻어진 각 요소의 축력 

를 이용하

여 개별부재의 유효좌굴 길이 



를 다음과 같이 결정할 수 있다. 


















; 














             (43)

4.2 일반화된 부분강절 뼈대요소의  해석

본 연구에서 제시한 부분강절 뼈대 구조물의 해석을 위하

여, 작용 하중벡터 와 각 요소에 발생된 축력 

에 대해 선형 

탄성해석을 다음과 같이 수행한다.


 


                                       (44)

식(44)로부터 얻어진 각 부재의 축력 

를 이용하여 요소의 

접선강도행렬을 계산하고 식(45)와 같이 비선형 해석 또는 선형해

석을 기법을 적용하여 연립방정식을 해결한다.





≅ 





                          (45)

5. 수치해석예

본 연구에서는 식(42a)와 같이 안정함수로 구성된 비선형 접선강

도행렬을 이용한 해석프로그램(Method 1)과 식(42b)와 같이 접선

강도행렬을 선형화하여 탄성 및 기하학적 강도행렬로 분리하여 

얻어진 해석프로그램(Method 2)을 개발하였다. Method 1은 구조

물을 구성하는 각 부재에 한 개의 요소만을 적용해도 정확한 해를 

얻을 수 있는 장점이 있으며, Method 2는 각 부재를 여러 개의 

요소로 분할하여 모델링해야 정확한 해를 얻을 수 있으나 탄성과 

기하학적 강도행렬이 분리되어 있음에 따라 공학적 활용도는 보다 

우수하다고 판단된다. 본 장에서는 구조 부재의 연결부가 회전스프
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Fig. 5. Pinned and fixed columns with rotational and translational springs

Table 1. Buckling loads of semi-rigid columns




(kN·m/rad)






(kN/m)



Method 1 Method 2




(kN) 





(kN) 


Fig. 5(a)

0 0

∞ ∞

4240.1 0.69916 4240.3 0.69914

2100 10 6962.2 0.54562 6963.2 0.54558

6300 30 7770.8 0.51645 7772.3 0.51640

∞ ∞ 8290.5 0.5 8292.2 0.49995

Fig. 5(b)

0 0

∞ ∞

2072.6 1.0 2072.6 1.0

2100 10 3586.0 0.76024 3586.2 0.75917

6300 30 3980.6 0.72158 3980.8 0.72156

∞ ∞ 4240.1 0.69916 4240.3 0.69914

Fig. 5(c) ∞ ∞

0 0 2072.6 1.0 2072.6 1.0

2100 10 3750.1 0.74343 3750.5 0.74339

6300 30 6914.0 0.54751 6915.1 0.54747

∞ ∞ 8290.5 0.5 8292.2 0.5

Fig. 5(d) ∞ ∞

0 0 518.15 2.0 518.15 2.0

2100 10 2090.8 0.99563 2090.8 0.99563

6300 30 3687.2 0.74974 3687.3 0.74973

∞ ∞ 4240.1 0.69916 4240.3 0.69914

링 횡방향 병진 스프링 

와 


를 갖는 경우에 대해 각각 식(35b) 

또는 식(35c)의 

와 


로 정규화(normalized) 시키고 이들 파라

미터가 다양한 구조물의 시스템 좌굴에 미치는 영향을 조사하였다. 

5.1 회전 및 병진(횡방향) 스프링을 갖는 기둥

Fig. 5는 기둥의 하부가 고정 또는 활절 지지되고 상부는 회전 

또는 병진(횡방향) 스프링으로 연결된 표준형 단일 기둥을 나타낸 

것으로 회전 및 병진 스프링의 길이는 0이며 스프링의 한 쪽은 

기둥의 상부와 연결되고 다른 한 쪽은 고정지지 되어있다. 식(42)에 

나타낸 부재 당 하나의 요소만으로 정확한 해를 얻을 수 있는 

비선형 해석 기법 Method 1과 여러 개의 요소를 적용해야 하는 

선형 해석기법 Method 2의 수렴성을 검토하기 위하여, 스프링의 

강성을 식(35b,c)에 의해 정규화하고 

인 경우의 Fig. 5(b)

에 대하여 모델링 요소 수에 따른 좌굴하중을 산정하여 Fig. 6에 

나타내었다. 부재 당 5개 요소를 사용하는 경우 완전하게 수렴된 

것으로 판단됨에 따라 Method 2를 사용하는 경우 본 예제 이후의 

모든 수치해석은 부재 당 10개의 요소를 적용하였다.

Table 1은 스프링 강도에 따른 각 기둥의 좌굴하중 


과 식(43)

에 의해 얻어진 유효좌굴계수 

를 나타낸 것으로 Method 1와 

Method 2가 서로 잘 일치하였고 각 경계조건에 따른 좌굴특성을 

파악할 수 있다. 

Fig. 7(a)는 회전 및 병진 스프링 강도에 따른 기둥의 좌굴하중을 

나타낸 것으로 대부분의 기둥에서 스프링 강도 증가에 따라 좌굴강

도가 특정 값에 수렴하는 단조 증가 형태를 나타냈으나 Fig. 5(c)와 

같이 기둥 하부는 강절이고 상부가 병진(횡방향) 스프링으로 연결된 

경우에는 스프링 강도와 좌굴하중 간에 선형적 관계(Bi-linear)가 
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Fig. 6. Convergence for number of elements

(a) Buckling loads with various spring rigidities (b) Effective length factor with various spring rigidities

Fig. 7. Semi-rigid columns with various spring rigidities
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 (f) Sliding Top

Fig. 8. Angle frame with various springs and boundary conditions

존재함을 알 수 있다. 이러한 좌굴특성은 Fig. 7(b) 에서와 같이 

스프링 강성과 유효좌굴계수 관계에서도 곡선에서 직선으로 연결

되는 불연속 특성이 유사하게 나타남을 확인할 수 있다.  좌굴계수 



는 스프링 강성이 커질수록 Fig. 5(a)와 5(c)의 경계조건에서 

0.5에, Fig. 5(b)와 5(d)의 경계조건에서는 0.6992에 수렴됨을 

알 수 있다.

5.2 부분강절(회전 및 병진) 연결을 갖는 보-기둥 

Fig. 8은 보와 기둥의 길이, 재료 그리고 단면이 서로 동일하고 

지점이 고정지지 된 경우로서 두 부재의 연결 상태에 따른 좌굴 

거동 특성을 조사하였다. Fig. 8에서 (a)는 보와 기둥이 강절로 
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(a) Buckling loads with various spring rigidities (b) Effective length factor with various spring rigidities

Fig. 9. Semi-rigid angle frame with various spring rigidities

(a) Rigid Joint (b) Rotational Spring (c) Transverse Spring

(d) Pinned Joint (e) Combination 




 (f) Sliding Top

Fig. 10. Eigen vectors of semi-rigid angle frame

Table 2. Buckling loads and effective length factors of semi-rigid 
angle frame

Spring rigidities



(kN) 

(kN) 








Fig. 8(a) ∞ ∞ 673.24 0.99994 0.55487

Fig. 8(b) 10 ∞ 607.98 0.99989 0.58390

Fig. 8(c) ∞ 10 343.96 0.99990 0.77629

Fig. 8(d) 0 ∞ 424.26 0.99994 0.69916

Fig. 8(e) 10 10 322.83 0.99995 0.80128

Fig. 8(f) ∞ 0 165.17 0.99992 1.1202

연결되고 (b)는 회전스프링 (c)는 횡방향 병진 스프링 (d)는 활절 

(e)는 회전과 횡방향 병진 스프링이 함께 적용되었고 (f)는 두 

부재의 교점에서 기둥 상부의 횡변위는 자유로우나 부재간의 상대

적인 회전은 허용되지 않는 경우이다. Table 2에서 

는 시스템 

단위하중에 의한 기둥의 축력을 나타낸 것으로 유효좌굴계수 

는 

식(43)을 이용하여 얻어질 수 있으며 적용된 회전 및 횡방향 병진 

스프링은 각각 

kN·m/rad(


)와 


kN/m

(

)이고 다양한 해석조건에 대해 시스템 좌굴하중을 나타

내었다.
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Table 3. Buckling load of semi-rigid portal frame with various bracing area 


Bracing
Mageirou

(2006)

Present study



(cm

2
) log





 



System buckling 


(kN) Axial force of 

column 

(kN)



(column) Buckling mode

Method 1 Method 2

0 -∞ ∞ 14.77 14.767 14.767 1.0 7.7860

Sway mode
0.1 -1 2.2361 766.08 766.08 0.99999 1.0810

1.0 0 7.0711 7527.6 7527.6 0.99991 0.34486

1.1 0.041393 7.4162 8278.5 8278.5 0.99990 0.32885

1.2023 0.08 7.7533 8976.1 8976.2 0.99989 0.31581 Coupled mode

1.3 0.11394 8.0623 8981.7 8981.9 0.99988 0.31572

Non-sway

mode

10 1 22.361 8988.7 8988,8 0.99911 0.31572

100 2 70.711 9058.3 9058.4 0.99144 0.31572

106 6 7071.1 11227 11227 0.80045 0.31571

(a) System buckling loads of braced portal frame with various 
bracing area

(b) Effective buckling coefficients with various slenderness ratio of 
bracing

Fig. 12. Relations between the coefficients of bracing and the column effective length factor

Fig. 11. Braced portal frame with semi-rigid connections

Fig. 9는 Fig. 8에서의 회전 및 병진 스프링 강성을 변수로 

취하여 정규화된 스프링 강성의 크기 변화에 따른 좌굴하중을 

나타낸 것이다. Fig. 8(b) 및 Fig. 8(c)의 스프링 강성이 커짐에 

따라 Fig. 8(a)의 좌굴하중에 접근하였으나 반대로 스프링 강성이 

작아지는 경우 Fig. 8(b)는 Fig. 8(d)에, Fig. 8(c)는 Fig. 8(f)에 

수렴함을 알 수 있다.

Fig. 10에 제시된 좌굴모드는 Fig. 8에 대응하는 고유벡터(Eigen 

Vector)로서 Penalty Method를 이용하여 얻어졌으며 회전 및 

병진 스프링이 좌굴형상에 반영되어 있음을 확인할 수 있다. 

5.3 브레이싱된 부분강절 라멘

본 예제는 힌지 경계조건을 갖는 브레이싱 라멘에 대하여 수평부

재의 양단이 회전스프링 

에 의해 기둥과 연결되었고 브레이싱의 

단면적을 변화시킬 때 하중 에 의한 좌굴강도를 조사하였다. 

브레이싱의 양단은 활절 연결이며 기둥과 보는 각각 10m와 20m의 

길이를 갖고 동일한 재료를 적용하였으며 단면계수는 Fig. 11의 

우측과 같이 보(�), 기둥(�) 그리고 브레이싱(�)으로 구분하여 
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(a) 

 (b) 


≦cm 

br


(c) 

≅cm 

br
 (d) 


cm 

br


Fig. 13. Eigen vectors of braced portal frame with semi-rigid connections

나타내었다. 다양한 브레이싱 단면적을 갖는 경우에 대해 좌굴하

중과 기둥부재의 유효좌굴계수 

 그리고 좌굴모드를 Table 3

과 Fig. 12 및 Fig. 13에 제시하였으며 브레이싱이 없는 경우 

Mageirou(2006)의 결과와 서로 잘 일치하였다. Fig. 12에서 기둥

의 좌굴하중은 시스템 좌굴하중 


과 기둥의 축력 

의 곱으로 

얻어지며 브레이싱의 단면적을 증가시킴에 따라 초기에 좌굴강도

가 급격하게 증가하였으나 브레이싱 단면적 

가 cm를 넘어

서면 좌굴모드가 변경되어 불연속 단조증가 형태를 나타내게 된

다. 여기서 브레이싱의 단면적 증가는 전체 구조계에 작용한 하중

을 브레이싱이 나누어 부담하게 되어 기둥의 축력

를 감소시킴

에 따라 

cm

인 경우에 전체 구조계의 시스템좌굴하중이 

단조 증가하더라도 기둥만의 좌굴하중은 일정한 값(8981.3kN)을 

유지하게 된다. 또한 Fig. 12(b)로부터 브레이싱의 세장비가 증가함

에 따라 부분강절 라멘을 구성하는 기둥의 유효좌굴계수 

는 

단조 감소하였고 좌굴모드가 변화하는 

≅cm

(

) 

보다 브레이싱 단면적이 큰 경우에 

는 0.3157에 수렴함을 알 

수 있다. 브레이싱의 단면적이 매우 작은 경우(

≦cm

)는 

Fig. 13(a),(b)와 같이 횡변위 좌굴모드가 나타나고 

cm



인 경우에는 Fig. 13(d)와 같이 횡변위 좌굴모드가 방지되며  



≅cm

인 경우는 Fig. 13(c)와 같이 두 개 모드가 복합되어 

나타남을 알 수 있다. 본 예제의 해석 결과로부터 브레이싱의 단면적

이 극단적으로 작지 않다면 좌굴 거동에 있어서 브레이싱 고유의 

설치 목적인 가로 흔들이가 방지되는 것으로 판단된다. 

6. 결 론

현재까지 부분강절 뼈대구조의 정확한 좌굴거동을 파악하기 위

하여 수많은 연구가 진행되었으나 다양한 형태의 시스템 좌굴해석이 

가능한 일반화가 이루어지지 않았으며 비선형 형태의 접선 강도행렬

과 선형화된 탄성 및 기하학적 강도 행렬이 제시되지 못하였다. 

본 연구에서는 현재까지 타 연구자들에 의해 제시된 부분강절 이론

의 단점을 보완하고 일반화된 부분강절 뼈대구조의 좌굴해석 이론을 

제시하기 위하여, 안정함수를 처짐함수로 적용하고 부재간 연결부

에 탄성 회전 및 병진 스프링을 부분강절로 고려하여 엄밀한 평면 

뼈대구조의 접선강도행렬과 탄성 및 기하학적 강도행렬을 유도하였

으며 포트란을 이용한 수치해석 프로그램을 개발함으로서 부분강절 

구조물의 시스템 좌굴강도 및 유효좌굴길이에 대한 매개변수 연구를 

수행하였고 그 내용을 요약하면 다음과 같다.

(1) 안정함수(stability function)를 이용하여 회전 및 병진 스프링을 

갖는 일반화된 부분강절 뼈대구조의 엄밀한 접선강도행렬 

를 

제시함.

(2) 유도된 접선강도행렬에 대해 Taylor 전개를 적용하여 탄성 

및 기하학적 강도행렬을 각각 분리하여 제시함.

(3) 엄밀한 안정함수(식(4))가 이용되므로 직선부재 하나에 1개의 

요소만 모델링해도 정확한 수치해석결과를 얻을 수 있는 이론 

및 프로그램 개발함.



일반화된 부분강절을 갖는 뼈대구조물의 안정성 및 
 해석

      Journal of the Korean Society of Civil Engineers422

(4) Penalty method를 이용한 고유벡터(Eigen Vector)를 산정함

으로써 좌굴 형상을 파악할 수 있는 프로그램 개발함.

(5) 일반화된 부분강절 뼈대구조의 유효좌굴 길이를 산정하기 위한 

 및 시스템좌굴 해석 수행함.

(6) 양단 모두 부분강절인 경우뿐만 아니라 한 쪽 단만 부분강절인 

비대칭 구조에 대하여 접선강도행렬과 탄성 및 기하학적 강도행

렬을 유도함으로서 임의의 형상 및 다양한 연결조건을 갖는 

부분강절 뼈대 구조물의 좌굴해석 이론 제시함.
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