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- 기호설명 - 

 

)(ta , )(tb : 지점운동(지점의 변위) 

)(taɺ , )(tbɺ : 지점운동(지점의 속도) 

)(taɺɺ , )(tbɺɺ : 지점운동(지점의 가속도) 

)(xEI   : 굽힘강성 

),( txf   : 단위 길이당 외력 

I   : 단면 2차모멘트 

l   : 보요소의 길이 

L   : 보의 길이 

)(xm  : 단위길이당 질량 

),( txw  : 동적 변위 또는 상대 변위 

x  : 전체좌표계 

ix  : 절점 i의 전체좌표 

x̂   : 요소좌표계 

siy  : 절점 i의 준정적 변위 

),( txy  : 보의 횡방향 변위 또는 절대변위 

),( txys  : 준정적 변위 

α , β  : Rayleigh 댐핑 계수 

),( txφ  : 동적 각변위 

),( txθ   : 각변위 또는 절대 각변위 

),( txsθ   : 준정적 각변위 

Key Words: Support Motion(지점운동), Quasi-Static Decomposition Method(준정적 분해법), Moving Support 

Elements(동지점 요소), Support-Free Element(비지점 요소), Rayleigh-Damped Euler-Bernoulli 

Beam(Rayleigh 댐핑을 고려한 오일러-베르누이 보), Statically Determinate Beam(정정보), 

Dynamic Finite Element Analysis(동적 유한요소해석)  

초록: 지점운동을 받는 베르누이-오일러 보의 동적 유한요소해석을 위하여, 준정적 분해법을 사용하여 

유한요소 정식화 및 지점운동 묘사를 위한 보요소를 개발하였다. 이 보요소들은 전통적인 2 절점 

Hermitian 보 요소로서 기존의 모델링 방법을 그대로 따르면서 한 쪽 절점이 운동하는 지점과 일치하는 

경우 해당 요소만을 본 연구에서 제안하는 요소로 대체하여 사용할 수 있도록 수식화하였다. 이 요소의 

유용성과 정확성을 보이기 위해 지점운동을 받는 정정보들에 대해 수치실험을 실시하고 그 결과들을 이

론해와 비교함으로써 사용이 간편함과 동시에 정확도가 매우 높다는 사실을 보였다  

Abstract: A finite element formulation for a Rayleigh-damped Bernoulli-Euler beam subjected to support motions, 

which accompanies quasi-static rigid-body motion, is presented by using the quasi-static decomposition method. 

Moving support beam elements, one of whose nodes is coincident with the moving support, are developed to represent 

the effect of a moving support. Statically determinate beams subjected to support motions can be modeled successfully 

by using moving support elements. Examples of cantilever and simply-supported beams subjected to support motions 

are illustrated, and the numerical results are compared with the analytical solutions. The comparison shows good 

agreement.  
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1. 서 론 

건물이나 배관설비와 같이 지면 또는 벽에 부착

된 구조물들이 지점의 운동에 의해 가진 되는 경

우가 많다. 이 경우, 구조물은 구조물 자체에 직접

적으로 작용되는 외력에 의해 가진 되는 것이 아

니고 관성력이나 댐핑력과 같은 동적 저항력에 의

해 가진 된다. 이러한 동적 문제의 해는 모드 해

석을 채용하는 준정적 분해법을 사용하여 구한다. 

이 방법은 Mindlin과 Goodman(1)이 개발한 방법으

로, 그들은 경계조건이 시간의 함수로 주어지는 

보의 진동문제에 적용하였다. 준정적 분해법(quasi-

static decomposition method)은 경계조건으로부터 시

간의존성을 제거한 다음, 통상의 자유진동 또는 

강제진동의 문제로 변환시켜 기존의 고전적 방법

이나 수치적 방법을 통해 해를 구한다. 여러 학자

들은 이 방법을 사용하여 배관, 댐, 교량 등의 다

양한 문제의 해를 구하였다. Clough와 Penzien(2)은 

준정적 분해법을 집중질량 모델에 적용하여 스펙

트럼 응답해석을 하였으며, Chopra(3)도 다층 빌딩

의 집중질량 시스템에 대해 지진응답해석을 실시

하였다. Abel-Ghaffar과 Rood(4)는 금문교의 교탑 해

석에 적용하였으며, Yau(5)는 이동하는 진동체 및 

지점운동을 받는 현수교에 대한 동해석을 수행하

였다. Wang(7) 높은 빌딩을 외팔보로 모델링하여 

유한요소해석을 수행하였다. 위의 연구들은 주파

수 영역에서의 수치해석(2,3,6)에 의한 응답스펙트럼

해석에 관한 것들이거나, 시간 영역에서의 이론적 

또는 수치적 동해석에 의한 것(4,5,7)이다.  

유한요소법을 이용하는 대표적인 지진해석법에

는 주파수 영역에서 해석하는 응답 스펙트럼법과 

시간영역에서 해석하는 거대질량법 또는 준정적 

분해법을 이용한 동해석이 있다. 응답 스펙트럼법

은 오래 동안 사용되어온 방법으로서 상용 유한요

소 프로그램에 채용되어 널리 사용되고 있으나 비

선형 문제를 다루기 어려운 한계를 지니고 있다. 

한편 시간영역에서의 동해석은 비선형 문제를 다

룰 수 있어 여러 학자들이 비선형 문제에 주로 적

용하였다.  

시간 영역에서의 동해석에 사용되는 거대질량법(9,12,13)

은 프로그래밍이 간편하여 기존의 상용프로그램을 

수정하지 않고도 쉽게 적용할 수 있는 장점이 있

으나, 이론적 배경이 미흡하고, 특히 거대질량이 

너무 작거나 크면 동적 응답이 부정확해 질 수 있

다는 약점이 있다. 한편, 준정적 분해법을 이용한 

시간영역에서의 유한요소해석은 프로그래밍이 다

소 복잡하여 아직까지 상용프로그램에서의 사용이 

일반화되지 아니한 실정이다. 따라서 시간영역에

서의 동해석에 쉽게 적용할 수 있는 유한요소 해

석법에 대한 연구가 필요하다. 

이에 따라서 본 연구에서는 지지점운동에 의해 

가진 되는 보에 준정적 분해법을 적용하여, 사용

이 간편하면서 정확도가 높은 유한요소를 개발하

였다. 새로 개발된 요소의 성능을 검토하기 위해, 

지점운동에 의해 가진되는 정정보에 적용하여 시

간영역에서의 변위, 속도, 가속도, 굽힘모멘트와 

전단력 등의 응답을 구하여 이론해와 비교하였다. 

2. 유한요소 수식화 

2.1 Rayleigh 댐핑을 고려한 오일러-베르누이 보 

단순보의 이론(8)에 따르면 굽힘모멘트와 전단력

은 다음과 같이 표현되며(Fig. 1 참조) 
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보의 길이가 L인 균일 단면의 Rayleigh 댐핑을 

고려한 오일러-베르누이 보의 운동방정식(9)은 다 
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Fig. 1 (a) Bending of a beam; (b) Free-body diagram of 
a beam element of length dx  

 

),( txV

dx
x

txM
txM

∂

∂
+

),(
),(

),( txM

dxtxf ),(

dx  

),( txy

x

dx
x

txV
txV

∂

∂
+

),(
),(

),( txf

),( txy  

L

dx  

),( txy

x
x  



지점운동을 받는 정정보의 동해석을 위한 동지점 유한요소 개발 

 

 

557 

 

 

 

 

 

 

 
Fig. 2 A simply-supported beam subjected to support 

motions, )(ta  at 0=x  and )(tb  at Lx =  
 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 3 Cantilever subjected to a support motion 

 

음과 같다. 
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여기서 α 와 β 는 Rayleigh-damping 계수들이며, 

외력(Fig. 1(a)의 ),( txf )은 영으로 가정하였다. 

운동방정식의 초기조건을 다음과 같이 가정한다. 

)(|),( 00 xytxy t ==     (4) 

)(|),( 00 xytxy t
ɺɺ ==     (5) 

또한 Fig. 2 및 Fig. 3 과 같이 지점운동(support 

motion)을 받는 보의 경계조건은 다음과 같다. 

• 양단 단순지지보(Fig. 2): 

)(|),( 0 tatxy x == ; (non-homogeneous B.C.) (6) 

0|),( 0=′′ =xtxy     (7) 

)(|),( tbtxy Lx == ; (non-homogeneous B.C.) (8) 

0|),( =′′ =Lxtxy     (9) 

• 외팔보(Fig. 3): 

)(|),( 0 tatxy x == ; (non-homogeneous B.C.) (10) 

0|),( 0=′ =xtxy     (11) 

0|),( =′′ =Lxtxy     (12) 

0|),( =′′′ =Lxtxy     (13) 

위 식들에서 문자 위의 점(dot)은 시간에 관한 편

미분을, 상첨자로 쓴 빗금(prime)은 x 에 관한 편

미분을 의미한다. 

경계조건으로부터 시간의존성을 제거하기 위해 

준정적 분해법을 적용하면, 변위 ),( txy 는 준정적 

변위( ),( txys )와 동적 변위( ),( txw )의 합으로 가정

할 수 있다. 

),(),(),( txwtxytxy s +=    (14) 

위 식에 의해 

),(),(),( txtxtx s φθθ +=    (15) 

여기서 ),( txsθ 와 ),( txφ 는 각각 준정적 각변위와 

동적 각변위로서 다음과 같이 정의한다. 
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준정적 변위는 0
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EI s  및 주어진 경계

조건들을 만족시키는 변위이다. Fig. 2 및 Fig. 3과 

같은 정정보가 지점운동을 받는 경우, 준정적 변

위는 강체운동의 변위로서 다음과 같이 표현할 수 

있다. 

)()()()(),( 21 xLtbxLtatxys +=   (18) 

단 외팔보의 경우 )()( tatb = 이고, )(1 xL 과 )(2 xL

는 다음과 같다. 

LxxL /1)(1 −= , LxxL /)(2 =  )0( Lx ≤≤  (19) 

식 (14), (18) 및 (19)를 이용하여 운동방정식, 초

기조건 및 경계조건들을 동적변위 ),( txw 로 표현

하면 각각 다음과 같이 변환된다. 

• 운동방정식: 
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여기서  

),(2),(),( txymtxymtxg ss
ɺɺɺ α−−=  

{ } { } )()(2)()()(2)( 21 xLtbtbmxLtatam ɺɺɺɺɺɺ αα +−+−=
     (21) 

• 초기조건: 

{ })()0()()0()(|),( 2100 xLbxLaxytxw t +−==  (22) 
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xLbxLaxytxw

t
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=

 (23) 

• 양단 단순지지보의 경계조건:  

0|),( 0==xtxw     (24) 

0|),( 0 =′′ =xtxw     (25) 

0|),( ==Lxtxw     (26) 

0|),( =′′ =Lxtxw     (27) 

• 외팔보의 경계조건: 

0|),( 0 ==xtxw     (28) 

0|),( 0=′ =xtxw     (29) 

0|),( =′′ =Lxtxw     (30) 

0|),( =′′′ =Lxtxw     (31) 

여기서 시간의 함수로 주어지는 경계조건들(식

(6), (8), (10))이 시간의 함수가 아닌 경계조건으로 
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변환되었음을 유의할 필요가 있다.  

 

2.2 동적변위를 기본으로 하는 유한요소 방정식  

동적 변위( ),( txw )로 표현된 운동방정식 (20)과 

경계조건(식 (24)-(27) 및 식 (28)-(31))에 대응하는 

양단 단순지지보 및 외팔보를 그림으로 나타내면 

각각 Fig. 4(a) 및 Fig. 5와 같다. 

Fig. 4(a)의 보를 유한요소로 분할했을 때, 임의의 

요소(e)를 확대하여 Fig. 4(b)에 다시 그렸다. Fig. 

4(b)에서 l 은 요소(e)의 길이를, x̂ 는 요소좌표계를, 

iw , jw 는 절점 i 와 j 에서의 변위를, 그리고 iφ , 

jφ 는 각변위를 나타낸다. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a) Effective force model of the beam in Fig. 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(b) A beam element (e) of the effective force model 

 

Fig. 4 Effective force model of the beam in Fig. 2 and 
its typical element. 

 

 

 

 

 
Fig. 5 Effective force model of the cantilever in Fig. 3 

 

Fig. 4(a)에 표시한 분포하중 ),( txg 은 식 (21)의 

것으로 지점운동에 의해 보에 가해지는 관성력과 

댐핑력을 나타낸다. 이 저항력들을 요소좌표계를 

기준으로 다시 표현하면 다음과 같다. 

{ })ˆ()()ˆ()(),ˆ(ˆ 21 xLtyxLtymtxg sjsi
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{ })ˆ()()ˆ()(2 21 xLtyxLtym sjsi
ɺɺ +− α  (32) 

여기서 )(tysi , )(tysiɺ , )(tysiɺɺ 는 절점 i 에서의 준정

적 변위, 속도, 가속도로서 식 (18)로부터 다음과 

같이 계산된다. 
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)()()()()( 21 iisi xLtbxLtaty ɺɺɺɺɺɺ +=  

)()()()()( 21 jjsj xLtbxLtaty ɺɺɺɺɺɺ +=  

위 식들에서 ix , jx 는 각각 절점 i 와 j 의 전체

좌표계를 기준한 좌표 값들이다. 단, 외팔보의 경

우에는 위 식들에 )()( tatb = 를 사용하면 절점에서

의 준정적 변위, 속도, 가속도를 계산할 수 있다. 

변위( w )와 각변위( w′=φ )의 연속성을 보장하도

록 요소좌표계에서 ),ˆ( txw 의 변위함수를 다음과 

같이 가정한다. 

[ ]{ })(),ˆ( ewNtxw =    

 (34) 

여기서  
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이고, )4,3,2,1(),ˆ( =ixNi 는 Hermite 형상함수로

서, 다음과 같다. 
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위의 변위함수와 라그랑지 운동방정식을 이용하

여, 운동방정식 (20)과 식 (32)의 분포하중에 대응

하는 다음과 같은 오일러-베르누이 보 요소(e)의 

유한요소 방정식을 얻는다.(10,11) 
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식 (43)의 하중벡터는 분포하중(관성력과 댐핑력)

을 등가절점하중으로 변환한 것으로서, 식 (32)와 

식 (37)을 식 (43)에 대입하여 계산하면 다음과 같

다. 
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2.3 절대변위를 기본으로 하는 유한요소 방정식 

동적변위로 표현된 식 (38)의 유한요소방정식에 

동적변위에 관한 경계조건을 적용한 다음, 식 (14)

를 이용하면 절대변위( ),( txy )로 표현한 유한요소

방정식을 얻을 수 있다. 이러한 요소들은 동적변

위( ),( txw )의 경계조건을 적용하여 얻어지는 까닭

에 지지점의 조건(support condition)에 따라 다르다. 

본 연구에서는 이러한 요소들을 동지점 요소

(moving support element)라고 부른다.  

오일러-베르누이 보 요소(2 절점 요소)의 절점에 

부과되는 경계조건들의 조합에 따라서 여러 가지

의 동지점 요소를 개발할 수 있다. 그러나 통상적

으로 보를 유한요소로 모델링할 때 한 개의 요소

로 모델링하지 않는다는 점을 고려하여, (ⅰ) 두 

절점이 모두 지지점이 아닌 경우의 비지점 요소

(support-free element)와 (ⅱ) 요소의 한 절점이 단

순지점 또는 고정지점이고 다른 절점은 지지점이 

아닌 경우로 조합되는 네 가지의 경우(왼쪽 단순

지점—오른쪽 비지점; 왼쪽 비지점—오른쪽 단순

지점; 왼쪽 고정지점—오른쪽 비지점; 왼쪽 비지

점—오른쪽 고정지점)의 동지점 요소(moving 

support element)들을 개발한다. 

비지점 요소와 동지점요소를 유도하기 위해, Fig. 

4(a)와 같이 요소의 왼쪽 절점번호를 i 로, 오른쪽 

절점번호를 j로 각각 표기하기로 한다. 

 

● 비지점 요소(Support-free element) 

식 (14)와 (15)로부터 다음의 관계가 성립한다.  
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이다. 또한 식 (15)와 식 (16)으로부터 
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이므로 
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이다. 

식 (45)-(48)을 식 (38)에 적용하여 다음의 유한

요소 운동방정식을 얻는다. 
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위 식은 두 절점이 모두 지지점이 아닌 경우(비지

점)에 대한 요소방정식이다. 

식 (49)에서 { })(ˆ ef 는 이웃하는 요소에 의해 절

점에 작용하는 집중하중벡터이다. 본 논문에서는 

외력이 작용하지 않을 경우를 고려하고 있으므로 

요소방정식을 조립하여 전체방정식을 만들면 절점

에 작용하는 집중하중벡터는 영이 된다. 따라서 

간편성을 위해 이후로는 생략한다. 

 

● 「왼쪽 단순지점—오른쪽 비지점」 요소 

(Left-hinged element) 

만약 Fig. 4(a)의 왼쪽 절점 i 가 지점운동을 받

는 단순지점이고 오른쪽 절점 j 는 비지점(지점이 

아님)인 경우라면 0)( =twi 이므로 이를 식 (38)에 

적용하여 다음 식을 얻을 수 있다. 
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식 (14)와 (15)로부터 다음의 관계가 정의된다. 
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식 (51)과 식 (48)을 이용하여, 식 (50)을 절대변위, 

절대속도, 절대가속도로 표현하면 다음과 같다. 
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● 「왼쪽 비지점—오른쪽 단순지점」 요소 

(Right-hinged element) 

Fig. 4(a)의 왼쪽 절점 i 는 지점이 아니고(비지

점), 오른쪽 절점 j 가 지점운동을 받는 단순지점

일 경우, 0)( =tw j 이므로 이를 식(38)에 적용한 다

음, 식 (14), (15), (48)을 이용하여 절대변위로 표현

하면 다음의 운동방정식을 얻는다. 
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● 「왼쪽 고정지점—오른쪽 비지점」 요소 

(Left-fixed element) 

Fig. 4(a)의 왼쪽 절점 i 가 지점운동을 받는 고

정지점이고 오른쪽 절점 j는 지점이 아닌 경우라

면, 0)( =twi , 0)( =tiφ 이므로 이를 식 (38)에 적용

한 다음, 식(14), (15), (48)을 이용하여 절대변위로 

표현하면 다음의 운동 방정식을 얻는다. 
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● 「왼쪽 비지점—오른쪽 고정지점」 요소 

(Right-fixed element) 

Fig. 4(a)의 왼쪽 지점 i 가 지점이 아니고 오른

쪽 절점 j가 지점운동을 받는 고정지점일 경우라

면 0)( =tw j , 0)( =tjφ 이므로 이를 식 (38)에 적

용한 다음, 식 (14), (15), (48)을 이용하여 절대변위

로 표현하면 다음의 운동 방정식을 얻는다. 
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2.4 요소 분할과 전체 유한요소 운동방정식  

앞의 2.3 절에서 제시한 동지점 요소 및 비지점 

요소를 사용하여 지점운동을 받는 보를 Fig. 6 과 

같이 분할한 다음, 각 요소의 요소방정식을 더하

면 다음과 같은 형태의 전체방정식을 얻는다. 

[ ]{ } [ ] [ ]( ){ } [ ]{ } { })(2 tFyKyKMyM =+++ ɺɺɺɺ βα  (56) 

 

 

 

 

 

 

(a) Simply-supported beam subjected to support motions 
 

 

 

 

 

 

 

 

(b) Cantilever subjected to a support motion 
 

Fig. 6  Discretization of typical beams subjected to 
support motions. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (a) Overhanging beam subjected to support motions )(ta

and )(tb  

 

 

 

 

 

(b) Fixed-fixed beam subjected to the same support 

motions )(ta  at both ends 

 

 

 

 

 

 

 

(c) Hinged-fixed beam subjected to the same support 

motions )(ta  at both ends 

 
Fig. 7 Discretization of beams accompanying quasi-static 

rigid-body motion by support motions 
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여기서 [ ]M 은 전체 질량행렬이고, [ ]K 는 전체 강성
행렬이다. { }y , { }yɺ , { }yɺɺ 는 각각 전체 변위벡 터, 속
도벡터, 가속도벡터를 나타내는데, 이미 동적 변위에 

대한 경계조건을 적용한 요소를 사용하였기 때문에 

지점의 종류에 따른 해당 자유도는 제거된 상태이다. 

본 연구에서는 식 (56)에 시간 적분법의 하나인 

Newmark method(11)를 적용하여 시간영역에서의 응답

을 계산하였다. 이때 변위, 속도, 가속도뿐만 아니라 

굽힘모멘트 및 전단력 등에 대한 응답도 충분히 수렴

할 수 있도록 시간 간격( t∆ )을 설정하였다. 

동지점 요소들은 지점운동으로 인한 보의 준정적 

운동이 강체운동인 경우에는 모두 적용할 수 있기 때

문에 내민보(overhanging beam)나 준정적 강체운동를 

받는 연속보(continuous beam)에 대해서도 적용할 수 

있다. 이러한 보의 요소분할을 Fig. 7에 예시한다. 

3. 수치실험 

지점운동으로 가진 되는 보의 동해석을 위해 개

발된 요소들의 성능을 검토하기 위해 지점운동을 

받는 정정보에 대하여 유한요소해석을 실시하고 

그 결과를 이론해와 비교하였다. 

 

3.1 지점 가속도를 받는 외팔보 

외팔보(Fig. 8(a) 참조)에 대한 입력 데이터는 다

음과 같다. 

• mL 20=  

• 
271008.2 NmEI ×=  

• mkgm /4388.67=  

• 고정단에서의 지점 가속도: 








>

≤≤+−
=

0

00

0

0

0

0
2

)(

ttfor

ttforAt
t

A

taɺɺ  

여기서 2

0 /5.0 smA = . st 0.10 = 이다. 

• 초기조건: 0|),( 0==ttxy , 0|),( 0==ttxyɺ , 

0),(
0
=

=t
txθ , 0),(

0
=

=t
txθɺ . 

시간 간격( t∆ ) 및 요소개수(NEL)에 따른 정확도 및 

수렴성을 파악하기 위해 외팔보를 NEL=4, 10, 20, 30

개의 균등한 요소로 모델링하여 t∆ 의 변화에 따른 

유한요소해석결과들(전단력 분포)을 Fig. 8(b)에 비교하

였다. 전단력을 비교하는 이유는, 변위를 기본으로 하

는 유한요소해석에서 수치해의 정확도는 변위> 각변

위> 굽힘모멘트> 전단력 순으로 낮아지는데, 이는 변

위를 먼저 구하고 이를 차례로 x에 관한 미분 차수

를 높여가며 미분하는 형태를 취하기 때문이다. 따라

서 전단력이 정확하면 변위, 속도, 가속도 및 굽힘모

멘트도 충분히 정확하다고 할 수 있다. Fig. 8(b)를 보

면, 수치의 정확도는 요소개수(NEL)보다 시간 간격

( t∆ )에 더 민감함을 알 수 있다. 또한, NEL=20, 
410−=∆t 에서 외팔보의 수치해가 충분히 수렴하였음

을 알 수 있다. 따라서 Fig. 8(c)에서는 NEL=20, 
410−=∆t 일 때의 변위, 속도, 가속도의 시간응답이론

해와 비교하였다. 

다양한 수치실험 결과, 변위, 속도, 가속도의 시

간응답은 st 01.0=∆ 이면 충분히 수렴하는 경향을 

보이지만, 이때의 전단력은 약간의 오차를 보인다

는 사실이다. 이러한 오차는 시간간격을 감소시킴

으로써 정확한 해를 구할 수 있다. 

 

3.2 다지점 운동을 받는 내민보 

내민보(Fig. 9(a) 참조)에 대한 입력 데이터는 3.1

절의 외팔보와 동일하다. 전단력의 정확도를 보장

하는 수준의 st 410−=∆ 와 NEL=30 를 사용하여 내

민보에 대한 유한요소해석을 실시하였다. 그 결과

를 Fig. 9(b) 및 Fig. 9(c)에서 이론해와 비교하였다.  

 

3.3 다지점 운동을 받는 단순지지보 

지점운동 및 댐핑이 각기 다른 두 가지 경우의 단순

지지보에 대하여 유한요소해석을 실시하였다. 이때 보

는 전단력을 정확도를 높이기 위하여 st 310−=∆  및 

NEL=20개의 균등한 요소로 모델링하였다. 두 가지 보

의 공통 입력 데이터는 다음과 같다. 

• mL 60=  

• 
291045.2 NmEI ×=  

• mkgm /2400=  

• 왼쪽 단( 0=x )에서의 지점운동: 

( ) ( )ttSta Ω⋅−= sinexp)( 0 δ  at 0=x  

여기서 mS 01.00 = , 1.0=δ , srad /77.3=Ω  

• 오른쪽 단( Lx = )에서의 지점운동을 )(tb 라 하자.  

다음은 두 가지 보의 지점운동, 댐핑계수 및 초

기조건들이다. 
 

 
Fig. 8(a) A cantilever subjected to the acceleration time 

history at fixed end 

5.00 =A  
10 =t  

2/)( smtaɺɺ  
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),( txy  
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Fig. 8(b) Shear forces at st 5.0=  under variations 

of NEL and t∆ , where the analytic 
solutions are obtained by using 100 modes  

 

(i) 위상이 다른 지점운동의 경우(Fig. 11(a)):
 

)()( tatb −= , 
11381.0 −= sα , s0=β 이고, 초 

 

 

 

Fig. 8(c) The Responses at mx 10=  where the 

analytic solutions are obtained by using 

100 modes )20NEL,10( 4 ==∆ − st  
 

기조건은 다음과 같다. 

0|),( 0 ==ttxy , 







−Ω== x
L

Stxy t

2
1|),( 00

ɺ , 

0|),( 0 ==ttxθ , LStx t /2|),( 00 Ω−==θɺ
 

 

( ) Rayleigh ⅱ 댐핑을 고려한 경우(Fig. 12(a)): 

)()( tatb = , 11111.0 −= sα , s0072.0=β 이고, 초기

조건은 다음과 같다. 

0|),( 0 ==ttxy , Ω== 00|),( Stxy t
ɺ , 

0|),( 0 ==ttxθ , 0|),( 0==ttxθɺ  

위의 두 가지 모델들(Fig. 10(a), Fig. 11(a) 참조)에 

대한 mx 15= 에서의 수치해(시간영역에서의 변위, 
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solutions are obtained by using 20 modes 
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Fig. 10(a) A simply-supported beam subjected to the 
displacement time histories )(ta  and )(tb

at ends (
11381.0 −= sα  and s0=β ) 

 

 

 

 

Fig. 10(b) Responses at mx 15= , where the 

analytic solutions are obtained by using 
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Fig. 11(a) A simply-supported beam subjected to the 

displacement time histories )(ta and )(tb  

at ends ( 11111.0 −= sα and s0072.0=β ) 

 

 

 

Fig. 11(b) Responses at mx 15= , where the 

analytic solutions are obtained by using 

100 modes )20NEL,10( 3 ==∆ − st  

 

 

 

 

Fig. 11(c) Displacement, slope, moment and shear 
force at st 1= , where the analytic 

solutions are obtained by using 100 

modes )20NEL,10( 3 ==∆ − st  
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속도, 가속도 응답)를 Fig. 10(b) 및 Fig. 11(b)에서 각각

의 이론 응답과 비교하였으며; st 0.1= 일 때의 수치

해(변위, 기울기, 굽힘 모멘트 및 전단력 등의 분포)를 

Fig. 10(c) 및 Fig. 11(c)에서 각각의 이론해와 비교하였다. 

Fig. 10과 Fig. 11에서 보는 바와 같이, 동지점 요소를 사

용한 유한요소해석 결과는 이론해와 잘 일치하고 있다. 

4. 결론 

지지점의 운동을 받아 가진 되는 정정보의 동해

석을 위한 동지점 유한요소를 개발하였다. 이 요

소들은 전통적인 2 절점 Hermitian 보 요소로서 기

존의 모델링 방법을 그대로 따르면서 한 쪽 절점

이 운동하는 지지점과 일치하는 경우에 해당 요소

만을 본 연구에서 제안하는 요소로 대체하여 사용

할 수 있도록 수식화하였다 

이 요소들은 준정적 분해법을 보의 운동방정식

에 적용하여 동적변위(상대변위)에 관한 유한요소 

운동방정식으로 변환시킨 다음, 이 운동방정식에 

동적변위의 경계조건을 적용한 후, 다시 절대변위

에 관한 유한요소 운동방정식으로 변환시켜 동지

점 유한요소 및 비지점 유한요소를 얻었다. 이렇

게 얻은 요소들의 운동방정식은 절대변위를 기본

으로 하는 유한요소 방정식으로서 유도과정에서 

동적변위에 관한 경계조건을 적용하므로 지점의 

종류에 따라 요소의 형태가 다르다. 
본 연구에서는 단순지점, 고정지점, 그리고 자유

지점에 따른 동지점 요소를 개발하여 제시하였으

며, 이 요소들을 지점운동을 받는 정정보에 적용

하여 얻은 결과를 이론해와 비교함으로써 그 정확

도를 확인하였으며 동시에 사용법을 예시하였다. 
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