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불변 집합을 이용한 컨버터의 입력 제약 추종 제어

Input-constrained Tracking Control of a Converter
Model Using Invariant Sets

김 정 수*, 이 영 일
(Jung-Su Kim1 and Young Il Lee1)

1Seoul National University of Science and Technology

Abstract: This paper proposes an input-constrained reference tracking control of a converter model. To this end, first it is 
shown that the bilinear converter model can be equivalently represented by a linear uncertain model belonging to a polytopic 
set. Then, an input-constrained tracking control scheme for the linear uncertain model is designed based on recently proposed 
tracking control scheme. The control scheme yields not only a stabilizing control gain but also a feasible and invariant set for 
the converter model. Finally, simulation results show that the state trajectory always stays in the feasible and invariant set and 
that the output tracks the given reference while satisfying the input constraint.
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I. 서론

스마트 그리드와 신재생 에너지가 다음 세대 에너지 소

비 및 공급의 주요한 요소로 인식되고 있다. 전통적으로 각

분야에서 주요한 기술로 인식되었지만 이러한 상황 인식으

로 인해 더욱 주요한 기술로 재발견되고 있는 것이 DC/DC, 
AC/DC 컨버터로 대표되는 전력 변환 기술이다. 이로 인해

수년 전부터 전력 변환기 제어 설계에 고급 제어 기법을

적용하여 그 성능과 효율을 향상시키고자 하는 연구가 주

목을 받기 시작하였다. 본 논문에서는 DC/DC 컨버터 제어

를 위해 불변 집합을 이용한 입력 제약 출력 추종제어 기

법을 소개하고자 한다[1-4,12,13].
DC/DC 컨버터의 제어 문제에서는 제어 이론적 관점에서

크게 두 가지의 어려움이 존재한다. 첫 번째는 상태 공간

평균 모델로 모델링을 하는 경우 상태 변수와 입력에 해당

하는 듀티비(duty cycle)가 서로 곱해져 있어 선형 모델이

아닌 bilinear 모델이 되어 선형 제어 기법을 사용할 수가

없다. 또한 듀티비는 0과 1사이의 값만을 가지므로 원하는

출력을 얻기 위해 제어 입력인 듀티비는 0과 1 사이의 값

을 가지도록 결정되어야 한다. 따라서 제어 이론적 관점에

서 DC/DC 컨버터의 제어 문제는 bilinear 시스템의 출력을

원하는 값이 되게 하는 입력 제약 출력 추종(input 
constrained reference tracking) 문제이다[3-7]. 

본 논문에서는 이러한 컨버터의 출력 추종 제어를 위해

최근에 소개된 불확정한 선형시스템을 위한 출력 추종 제

어 기법이 효과적으로 적용될 수 있음을 보인다[11]. 이를
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위해 우선 bilinear 형태인 컨버터의 평균 모델이 불확정성

을 내포한 선형 시스템으로 동일하게 표현될 수 있음을 보

인다. 그 후에 [11]에서 소개된 제어 기법 설계 과정을 컨

버터 모델에 대해 적용한다. 또한 현재 상태 변수에서 원하

는 출력 지령치에 도달할 수 없는 경우 도달 가능한 지령

치로부터 최종적으로 원하는 지령치를 안정도와 가해성

(feasibility)를 유지하면서 변화시키는 방법에 대해서 논의한

다. 모의 실험을 통해서 제안하는 제어 기법이 입력 제약을

만족하면서도 컨버터 모델의 출력을 성공적으로 지령치로

수렴시킴을 보인다. 또한 계산된 불변 집합 안에서 출발한

상태 궤적이 제어과정에서 그 불변 집합 내에 존재함을 보

인다. 
소개하는 컨버터 출력 추종을 위한 제어 기법은 최근 제

안된 불확정성을 내포한 입력 제약을 가진 선형 시스템의

제어 기법을 효과적으로 적용한 사례이다. 따라서 제안하는

제어 기법은 제어 기법 설계 과정이 복잡한 조절과정이 없

이 체계적이며 입력 제약 조건을 제어기 설계 단계에서부

터 고려할 수 있는 장점이 있다. 또한 입력 제약 조건을 만

족하는 제어 이득 유도와 불변 집합 유도가 유기적으로 연

결되어 있어 불변 집합의 크기를 최대화하는 것과 같은 작

업이 가능하다. 기존의 제어 기법들은 bilinear 모델을 선형

화 하는 것과 같은 과정으로 인해 제어기가 동작하는 상태

변수 영역의 크기 조절 등이 용이하지 않았다[4-6]. 또한 설

계 과정에서 bilinear 모델을 불확정성을 포함한 선형 시스

템으로 변환하여 제어기를 설계하였으므로 모델 파라미터

변화에 강인한 컨버터 제어 기법이다.

II. 컨버터 모델

다음 그림과 같은 Buck-booster 컨버터를 고려하자.
그림 1에 나타난 컨버터는 출력 전압 를 원하는 값이

되게 PWM 값을 만들도록 스위칭의 듀티비(duty cycle) 



178 김 정 수, 이 영 일

그림 1. Buck-booster 컨버터.
Fig. 1. Buck-booster converter.

 ∈ 를 조절한다. 실제 물리적으로는 스위칭 소자이

므로 0과 1만의 값을 가지지만 본 논문에서는  가 0과 1 
사이의 연속된 값을 가진다고 가정한다. 간단히 설명하면

그림 1에 표현된 회로는  가 0일 때와 1일 때 각각 다른

동특성을 보인다. 즉,  가 1일 때는 컨덴서  에 전하가

축적되어 출력 전압이 증가하고  가 0일 때는 방전되어

출력 전압이 감소한다. 이러한 컨버터의 동특성은 코일을

흐르는 전류와 컨덴서의 전압을 상태 변수 로 하였을 때

다음과 같이 모델링할 수 있다. 

   if  

   if  
(1)

여기서 행렬 는 그림에 나타난 회로 소자들로

이루어진 적절한 행렬들이며  



 





이고 는 다이오

드 전압이다. 스위칭에 의해 동특성이 결정되는 상황을 수

학적으로 표현하기 위하여 다음과 같이 평균 모델(averaged 
model)을 고려한다. 

  

      

      

 

 

  

(2)

여기서   ,    ,    이며

는 출력 변수이다. 이러한 평균 모델을 구성하는 원리는

컨버터의 동특성이  일 때와  일 때의 평균에 따

른다는 관찰에 기인한 것이다[7]. 이 평균 모델은 입력 와

상태 변수 가 곱해져 있는 bilinear 시스템의 형태이고

이것이 컨버터 제어 문제를 어렵게 만드는 이유 중 하나이

다. 실제 컨버터의 듀티비 는 출력 지령치에 따른 정상

상태 값 근처에서 동작할 것이다. 이를 고려하여 다음과 같

은 가정을 한다. 
가정 1: 듀티비  는 다음과 같은 상하한을 가진다.

∈min max ∈.

여기서 min과 max는 알려진 값이다. 가정 1을 고려하면

수식 (2)에 표현된 평균 모델은 볼록 다각형으로 표현되는

불확정성을 가진 선형 모델로 등가적으로 다시 표현할 수

있다. 즉, 모델 는 다음과 같은 집합에 포함되어 있다

고 해석할 수 있다. 

  AB  AmBm AmBm  ∈ . (3)

여기서      이고

     min ,      max

이다. 이렇게 표현하면 시스템이 더 이상 bilinear 형태가 아

니고 모델에 불확정성을 가진 입력 제약 선형 시스템이다. 
따라서 본 논문에서 풀고자 하는 제어 문제는 다음과 같은

불확정성을 가진 입력 제약 모델에 대해서

   ∈min max 
  

   (4)

출력 가 출력 지령치가 되도록 하는 입력 를 설

계하는 것이다. 수식 (4)에서 min min max max이다. 
이러한 모델링으로 인해 시스템 파라미터 변화도 쉽게 모

델에 반영할 수 있다. 즉   에 불확실성이 존

재하는 경우를 모델링에 반영할 수 있다. 또한 모델 불확정

성을 가진 입력 제약 시스템의 추종 제어 문제는 아직도

완전한 해가 제안되지 않은 난제로 여겨진다[11]. 
일반적으로 선형 시불변 모델 ()에 대해서 출력 추

종 제어 문제를 해결하기 위해서 다음과 같은 정상 상태

방정식을 이용하여 상태와 입력의 정상 상태 값을 구한다.



 


 

 


 


∞

∞



 




(5)

여기서 은 원하는 출력값(지령치, reference)이다. 일반적인

출력 추종 제어 문제에서는 방정식 (5)를 이용하여 상태

와 입력 의 정상 상태 ∞와 ∞를 구한 후

상태와 입력이 정상 상태에서 각각 ∞와 ∞가 되도

록 제어 입력을 설계한다. 그러나 모델에 불확정성이 있으

면 상태와 입력 변수의 정상 상태 값이 유일하게 정해지지

않는 어려움이 발생한다. 또한 본 논문에서 고려하는 입력

제약 추종 제어 문제가 유의미해지기 위해서는 불확정성을

나타낸 모델 (3)을 위의 정상 상태 방정식 (5)에 대입하여

얻는 입력의 정상 상태 값들이 모두 입력 제약 조건을 만

족해야 한다. 또한 정상 상태 방정식 (5)의 해는 원하는 출

력 지령치 에 의해서 변하게 된다. 따라서 불확정성을 포

함한 모델을 위한 출력 추종 제어 기법으로 컨버터 출력

추종 제어 문제를 해결하기 위해서는 지령치 을 적절히

선정해야 한다. 즉 집합 (3)에 속한 모든 모델에 대해서 입

력의 정상 상태 값이 입력 제약 조건을 만족하도록 하는

출력 지령치를 설정해야 한다. 또한 컨버터 모델을 위하여

(3)과 같은 불확정성을 포함한 모델을 고려하고 있으므로

주어진 출력 지령치 에 대하여 방정식 (5)를 계산할 때


 

과  


를 사용하면 다음과 같은 정상 상태

에서 상태 변수와 제어 입력 값의 상하한을 알 수 있다. 


∞≤∞≤ ∞


∞≤∞≤ ∞

여기서 부등호는 벡터의 같은 위치 성분 간의 크기 비교이

다. 따라서 정상 상태 값 ∞와 ∞는 불확정하지만 그

들의 상하한 값들(

∞ ∞


∞ ∞)은 알고 있는

값들이 된다.
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III. 입력 제약 강인 제어

1. 안정화 제어 이득 계산

앞 장에서는 컨버터의 동특성이 bilinear 모델로 표현되고

그것은 불확정성을 포함한 선형 모델로 동일하게 표현될

수 있음을 보였다. 이러한 컨버터 모델 표현 덕분에 논문

[11]에서 제안한 추종 제어 설계 기법을 컨버터 출력 제어

문제에 적용할 수 있다. 
다음과 같은 입력을 고려하자. 

   . (6)

여기서 은 원하는 출력값이고 와 은 제어 이득이다. 
이 입력은 정상 상태에서 출력 추종 오차를 제거하기 위하

여 적분 제어를 수행하며 상태 변이와 출력 오차에 대해서

제어 이득을 곱하는 형태이다. 입력 (6)은 다음과 같이 표

현할 수 있다.

    .
(6*)

이 표현과 모델 (4)를 이용하면 전체 폐루프 시스템은 다음

과 같이 표현된다.



 









 









 




  (7)

여기서





 




 

  

이다. 출력 추종이 이루어지도록 하는 제어 이득 와 을

구하기 위하여 (7)의 폐루프 동특성과 폐루프의 정상 상태

동특성 방정식에 해당하는



 


∞

∞




 


∞

∞




 




   

사이의 오차 방정식을 구하면 다음과 같다. 




 


 

 
  




 


 

 
. (8)
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   ∞    ∞

이고 ∞와 ∞는 제어 목적인 lim
→∞

    을 달성하

도록 하는 (5)의 해에 해당하는 상태와 입력의 정상 상태

값이다. 따라서 만약 가 안정한 행렬이 되도록 제어 이득

와 을 설정하면 제어 목적이 달성된다. 행렬 가 불확

정성을 포함하고 있지만 잘 알려진 바와 같이 (3)의   

과   인 경우 모두 행렬 를 안정한 행렬이 되도록 하

는 이득 와 을 찾으면 행렬 로 표현되는 모든 행렬은

안정한 행렬이 된다[8,9]. 예를 들어 극점 배치법(pole 
placement)과 선형 행렬 부등식(Linear Matrix Inequalities)을
이용한 방법 등이 가능하다. 부록에 LMI를 이용한 방법을

소개하였다. 안정화 이득 와 을 결정한 상태에서 다음과

같은 사실이 성립한다. 

보조 정리 1 [10]: 다음 선형 행렬 부등식을 만족하는

대칭 양행렬  와 행렬  가 존재하면




 


 



 
   

 



 


 

 

 
   



 (9)

오차 동특성 (8)은 안정하다. □
부등식 (9)는 리아프노프 함수의 차분이 음수라는 조건

과 동치인 부등식으로 불변 조건(invariance condition)을 나

타낸다. 이득 과 은 이미 정해져 있으므로 부등식 (9)는
와 에 대한 선형 행렬 부등식이다. 
2. 입력 제약과 불변 집합

앞 절에서 행렬 를 안정하게 하는 이득을 구하더라도

그 이득을 이용한 제어 입력은 상태 변수에 따라 입력 제

약 조건을 만족하지 않을 수 있다. 따라서 이 절에서는 입

력 제약을 만족시키는 불변 영역(invariant set)을 구하는 방

법을 소개한다. 다음과 같은 집합을 고려하자. 

  ∈×≤ . (10)

이러한 집합에 대해 만약 에 속한 모든 에 대해서 (6*)
의 제어입력이 입력 제약을 만족하고 그 입력이 모든

∈에 대해서 ∈를 만족하게 할 때 그 집합 

를 가해(feasible)이고 불변(invariant)하다고 한다. 이러한 집

합 를 구하여 입력 제약을 만족하면서 안정도를 보장하는

상태 변수 의 집합을 파악할 수 있다. 입력 제약 조건이

입력의 정상 상태 오차와 어떤 관계가 있는지 파악하기 위

하여 다음과 같은 관계식을 고려하자.

       .

오차 의 정의(   ∞)로부터 만약 오차 

가 ∣ ∣≤을 만족하면 입력 제약 조건 ∈
min max 이 만족된다는 것을 알 수 있다. 여기서 는 다

음과 같이 정의된다. 

minumax ∞

∞min.

∞와

∞는 모델 (4)에서   일 때와   일 때의

모델을 정상 상태 방정식 (5)에 대입하여 구한 정상 상태

입력값들 중 최댓값과 최솟값을 의미한다. 부등식

∣ ∣≤은 다음 부등식과 동일하다.

 
∣ ∣ ∣∣

≤max∈∣
  ∣

≤∥
 ∥

 ≤
 

 ≤
(11)

이 부등식은 아래와 같은 선형 행렬 부등식 조건으로 나

타낼 수 있다[9]. 
보조 정리 2: 다음 선형 행렬 부등식의 해 가 존재하

면 부등식 (11)이 만족한다.




 


 




  

  

≤
. (12)
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여기서 
   

   
이다. 

정리. 불확정성을 포함한 행렬 를 안정하게 만드는 이

득 와 이 결정되었다면, 입력 제약을 만족하는 불변 영

역은 다음과 같은 반한정 문제(semidefinite programming)를
통해 구할 수 있다. 

min   (13)
                     subj. to (9), (12).

앞서 설명한 바와 같이 (9)는 불변 조건(invariance)을 나

타내는 부등식이고 (12)는 가해 조건(feasibility)을 나타내는

부등식이다. 최적화 문제의 목적 함수를 문제 (13)과 같이

설정함을 통해 크기가 가장 큰 불변 집합을 얻을 수 있다. 
따라서 초기치를 앞에서 소개한 가해이면서 불변 집합 내

부로 설정을 하면 제어 법칙 (6)은 입력 제약을 만족하면서

출력 추종을 달성한다.
3. 출력 지령치 조절

앞 장에서 설명한 바에 따르면 입력 제약이 있는 출력

추종 문제의 경우 추종 가능한 출력 지령치에 두 가지 형태

의 제한이 있다. 앞서 설명한 바와 같이 주어진 출력 지령

치와 입력 제약 조건을 고려하면 결코 달성할 수 없는 경우

가 있다. 다른 하나는 주어진 입력 제약으로 도달 가능하지

만 현재 상태 변수가 주어진 출력 지령치의 가해 불변 집

합(feasible and invariant set)에 포함되지 않아서 앞에서 제

안한 제어 기법을 적용할 수 없는 경우이다. 전자는 근본적

인 한계에 해당하며 후자는 적절한 대처 방안이 필요하다. 
원하는 출력 지령치가 현재 상태에서 추종 가능하지 않

을 때 출력 지령치를 점진적으로 변화시킬 필요가 있다. 예
를 들면, 만약 원하는 지령치가 이지만 현재 상태 변수가

의 가해 불변 집합에 포함되지 않아서 앞 장의 추종 제

어 기법을 적용할 수 없다고 가정하자. 또한 이 경우에 현

재 상태 변수가 지령치 의 가해 불변 집합에 포함되어

도달 가능하다고 가정하자. 궁극적으로 지령치 을 추종하

기 위해서는 지령치를 우선 달성 가능한 에서 점진적으

로 으로 변화시켜가야 한다. 그러나 이 때에 출력 지령치

를 임의로 변화 시킬 경우 안정도에 문제가 생길 수 있다. 
즉, 만약 어떤 특정 시간에 지령치를 임의로 변경하였는데

그 순간의 상태 변수가 새로운 지령치의 불변 집합에 포함

되지 않는다면 안정도에 문제가 생길 수 있다. 따라서 현재

의 상태 변수가 변경하고자 하는 지령치의 불변 집합에 포

함될 때만 지령치를 변경할 수 있다. 따라서 설계 단계에서

이러한 상황을 고려하여 지령치를 변경할 수 있는 체계적

인 방법을 강구해야 한다. 안정도를 보장하면서 지령치를

변경하기 위하여서는 두 가지 사실이 중요하다. 하나는 지

령치들의 불변 집합들을 미리 잘 계산해야 하고 다른 하나

는 안정도를 유지하면서 지령치를 변경할 수 있는 조건을

잘 정의해야 한다는 것이다. 
불변 집합 계산과 관련하여서 제어기 설계 단계에서 여

러 출력 지령치(⋯ )에 대해서 불변 집합을 구하여야

한다고 가정하자. 우선 불변 집합 (10)이 좌표에서는 다음

과 같이 나타남을 주목한다.

∞∞ ≤ .

그림 2. 불변집합전환.
Fig. 2. Transition of invariant sets due to reference change.

그런데 여기서 불변 집합의 중심에 해당하는 상태 변수

의 정상 상태 값 ∞가 모델 불확정성으로 인하여 두 값

이 될 수 있다. 따라서 불변 집합들을 미리 계산하는 과정

에서 지령치 의 불변 집합을 계산할 때 그것의 두 개의

중심( 


 ∞,  ∞)이 지령치   의 불변 집합에 포함

되도록   의 불변 집합이 정의되어야 한다. 
그림 2는 이러한 상황을 설명한다. 처음 에 대한 불변

집합을 정의하고 이후의 불변 집합들은 이러한 조건을 만

족하도록 정의한다. 
이렇게 불변 집합들을 계산해 둔 상태에서 실제 제어 동

작 중에 현재 지령치 에서   로 변경하기 위해서는 현

재 상태 변수가   의 불변 집합에 포함되었는지 확인하

면 된다. 지령치가 일 때 출력 추종이 성공적으로 달성됨

에 따라 상태 변수는 의 불변 집합의 중심으로 수렴하게

된다, 즉   → 이다. 또한   의 불변 집합은 의

불변 집합의 중심을 포함되도록 생성되었다. 따라서 상태

변수가   의 불변 집합 내부에 속하게 되는 시간이 반드

시 존재하게 된다. 그러므로 현재 지령치 에서   로 변

경하고자 한다면 현재 상태 변수 가   의 불변 집합

에 포함되었는지 확인하면 된다. 이것은 다음 두 부등식을

만족하는지 확인함을 통해 알 수 있다.




 ∞



 ∞ ≤  (14)

          
 ∞ 

 ∞ ≤ 

이런 체계적인 과정을 통하여 안정도를 보장하면서 지령치

를 변경할 수 있다. 

IV. 모의실험

모의 실험을 위해서 그림 1에 나타난 회로 소자를 위해

다음과 같은 값들을 사용하였다[4]. 

     

      

이러한 값들을 이용하여 그림 1의 컨버터를 모델링한 연

속 시간 모델을 로 샘플링한 이산 시간 모델 (1)은 다

음과 같다. 

 


 


 

 
  



 





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 


 


 

 
  



 






입력 제약은 입력의 정상 상태 값이 0.54라 가정하고 그

정상 상태 값 부근에서 입력 값이 결정된다고 가정하여 다

음과 같은 값을 고려하였다.

min   max  

이러한 모델에 대하여 방정식 (5)에 정의한 주어진 지령

치에 따른 정상 상태값과 입력 제약값을 비교하면 그림 2
와 같다. III 장에서 소개한 제어 이득과 불변 집합을 위의

파라미터를 이용하여 구하면  인 경우 다음과 같다.

    

 










  
  
  

그림 3은 지령치를 변화시켜가면서   일 때와   일

때의 모델을 이용하여 계산한 입력의 정상 상태 값을 도시

하였다. 앞서 설명하였듯이 입력의 정상 상태 값이 입력 제

약 조건을 만족하여야 입력 제약 추종 문제가 유의미하다. 
따라서 예를 들어 이 모델의 경우 출력의 지령치를  

로 설정하였을 경우   일 때의 정상상태 입력값이 입력

제약을 만족하지 않으므로 의미 있는 허용 가능한 출력 지

령치가 아니다. 이 경우 출력 지령치는 ≤  ≤ 범
위일 때 입력 제약 출력 추종 문제가 유의미해지므로 출력

지령치를 이 범위에서 설정하여야 한다. 
그림 4는 설계된 제어기가 정상 상태 오차 없이 출력이

지령치를 추종하게 함을 보인다. 즉 출력 지령치를 -7과 -6
으로 하였을 때 모두 시스템 출력이 성공적으로 지령치를

추종함을 알 수 있다. 이 과정에서  로 변경하는 과정

에서  에서 상태 변수가  의 가해 불변 집합에

포함됨을 부등식 (14)를 통해 확인하여 만족함을 검증하였

다. 그림 5는 그림 4에서 보인바와 같이 출력 추종을 달성

하면서도 입력이 제약 조건을 만족함을 보인다. 
그림 6은 수식 (10)에 정의된 오차 에 대한 불변 집

합과 의 궤적을 그린 것이다. 불변 집합이므로 처음 집

합   내부에서 출발한 궤적은 집합 를 벗어나지 않음을

확인할 수 있다.

그림 3. 지령치와 입력정상상태값의관계.
Fig. 3. Relation between reference and steady state control input.

그림 4. 출력추종결과.
Fig. 4. Output tracking.

그림 5. 입력제약과인가된입력.
Fig. 5. Input constraints and applied input.

그림 6. 불변집합과상태궤적.
Fig. 6. Invariant set and state trajectory.

V. 결론

본 논문에서는 컨버터 모델에 대한 입력 제약 출력 추종

제어 기법을 소개하였다. bilinear 형태의 컨버터 모델을 불

확정성을 포함한 선형 시스템으로 나타낼 수 있음을 보인

후에 새롭게 표현한 모델에 대해서 최근에 제안된 입력 제

약 선형 시스템을 위한 추종 제어 기법이 적용될 수 있음

을 보였다. 또한 안정도를 유지하면서 출력 지령치를 변화

시키는 방법을 소개하였다. 모의 실험을 통해 컨버터의 출
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력 추종 제어 문제가 입력 제약에도 불구하고 성공적으로

해결됨을 보였다. 추후 연구 과제로 컨버터 출력 추종 달성

뿐 만이 아니라 성능까지도 만족할 만한 수준을 달성하는

추종 제어 기법 연구를 고려할 수 있다.

부록

부록에서는 LMI를 이용하여 식 (8)에 나타난 를 안정

하게 하는 제어 이득 와 을 구하는 방법을 소개한다. 제
어 법칙 (6)은 다음과 같이 등가적으로 표현할 수 있다. 

 

  

이렇게 표현된 제어 법칙을 시스템에 인가하여 유도한 오

차 동특성 방정식과 제어 법칙은 다음과 같이 표현된다. 

  

 


여기서

 









 


 




  






   

이다. 따라서 폐루프 방정식은 다음과 같다.

  .

이 방정식은 불확정성을 포함한 선형 시스템이므로 이를

안정화하는 이득   은 LMI 기법을 이용하여 쉽게

구할 수 있다. 
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