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수학개념 형성단계에 대한 모델과 적용사례

- 분수체 형성 추상화 단계1)

최은미(한남대학교)

[표 1] 내용과 연구 결과에 따른 논문 수 [Scher 외, 1996]

[Table 1] Number of papers according to subject and result

연구결과

내용

교수법

(143)

개념

(88)

지표

(57)

이론

(55)

평가

(35)

그 외

(11)

미적분 82 39 24 15 10 3 3

함수 44 20 24 ⋅ 17 6 1

통계 40 21 6 17 ⋅ 1 1

미확인 40 24 4 11 3 ⋅ 1

문제해결 26 9 5 12 2 2 2

일반수학 25 4 2 1 13 11 ⋅

증명 16 5 7 ⋅ 7 3 ⋅

전산수학 15 7 5 4 ⋅ 2 ⋅

확률 9 6 7 ⋅ 1 1 ⋅

그 외 7 1 3 1 2 ⋅ 1

선형대수 5 2 2 ⋅ 1 ⋅ 1

수학교육 5 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 4 1

논리 5 2 3 1 ⋅ ⋅ ⋅

경영수학 3 3 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

실해석학 3 1 1 ⋅ 1 1 ⋅

미방 3 2 ⋅ ⋅ 1 ⋅ ⋅

기하 3 3 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

이산수학 3 ⋅ 2 1 ⋅ ⋅ ⋅

추상대수 2 1 1 1 1 ⋅

( ) 수는 전체 312개 중 각 영역에 속한 논문의 수이다. 둘 이상의 영역

에 속하는 논문도 있으므로, 행이나 열의 합이 312보다 클 수 있다. ⋅

는 데이터가 없는 경우이다.

Ⅰ. 서론

수학적 대상물의 구조를 체계적으로 다루는 추상대수

는 많은 학생들이 수학과정에서 가장 어렵게 여기는 교

과 중 하나이다(Dubinsky 외, 1994; Leron 외, 1995a).

알고리즘이나 문제풀이 방법이 강조되던 기존의 교과들

과는 달리 추상대수는 수학적 구조와 증명을 탐구하는

것으로서, 수학적 추상화를 잘 다룰 수 있는 학생들도

있지만 그렇지 못한 경우는 이 강좌를 무척 힘들어하다

가 결과적으로 수학으로부터 멀어지는 현상을 야기하기

도 한다. 교수들은 학생들이 그 과목에서 겪는 어려움을

학습내용이 어렵기 때문에 당연하다고 생각했을 뿐이지

왜 그렇게 어려운지에 관해 인식론적 이해에 기초한 연

구는 거의 진행되지 못하였다. 추상대수교육의 연구 뿐

만 아니라 대학수학교육에 대한 전반적인 연구가 우리나

라에서 시작된 것은 그다지 오래 되지 않았다. 연구가

진행된 경우에도 내용면에서 볼 때 대부분이 기초과목인

미적분학에 관한 것이며, 고급단계에서는 선형대수(최영

한, 2004), 미분방정식(권오남, 2005), 추상대수(박혜숙

외, 2005)등에 관련된 몇 몇 연구들이 있다. 대학수학교

육 연구가 미적분학을 중심으로 머무는 현상은 외국에서

도 거의 유사하다고 할 수 있다. 미적분학에 대한 교수·

학습연구는 전통적과 개혁적 미적분 강좌 사이에 수학전

쟁이라 불릴 만큼의 치열한 논쟁과 연구과정을 거쳐

1990년대 들어 새수학(new math)의 장을 열었다. 한편

학교 급별로 볼 때 대부분의 연구들이 초·중등교육에 집

중되어 있으며 대학교육으로 가면서 그 분량이 급속히

* 접수일(2012년 09월 06일), 수정일(2012년 12월 04일), 게재확

정일(2013년 02월 07일)

* ZDM 분류 : D35

* MSC2000분류 : 97D30

* 주제어: 추상대수학, 대학수학교육, 교과과정개발

감소된다(Findell, 2001). 대학수학교육에 관련된 연구들

을 분석한 Scher 외(1996)에 따르면 1985∼94년에 수학

교수·학습에 관련된 논문이 312개 있는데, 미적분 수준

을 넘어선 고급수학 강좌에 관한 것이 30개였으며, 그

중에서 단지 2개만이 추상대수의 교수·학습연구라고 했

다([표 1]).

1994년 이후에 대학수학교육 연구는 많이 왕성해져서,

RCME(Research in collegiate math education, AMS)와
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RUME(Research in undergraduate math education,

MAA) 등의 논문집이 큰 역할을 했다. 그러나 추상대수

의 교수·학습에 관한 연구는 여전히 소수여서 Findell

(2001)에 의하면 15개 정도의 논문이 있는데 그 중에서

11개는 1994년 이후에 발표되었고, 다시 그 중에서 9개

는 E. Dubinsky와 U. Leron을 중심으로 하는 연구팀에

서 수행한 것이라고 했다.

한편 1970년대 초부터 GAP, ESG, FGB, ISETL1)등

과 같은 CAS가 차례로 개발되었다. 미적분학 강좌에 테

크노로지를 도입한 교수법을 경험한 사람들이 그러한 방

법을 추상대수 강좌에 적용해 보고자 했다. Dubinsky

(1995)와 Leron 외(1995a)는 ISETL을, Blanchard 외

(2001)는 GAP를, Charlwood (2002)는 Maple을,

Maycock (2002)은 ESG를, 또한 Perry(2004)는 FGB를

도입한 교수법을 각각 연구했다. 미국수학협회(MAA)는

Innovations in teaching abstract algebra학회(1999년)를

개최한 후 2006년에 Planning group for the algebra:

Gateway to a technological future를 열어 대수교육의

중요성을 확인하고(Katz, 2007), 테크노로지를 사용한 추

상대수학의 교수·학습 방법을 논의하여 새로운 강좌 모

형을 공유하고자 했다.

본 논문은 추상대수교육 연구의 일환으로 학생들이

추상대수의 개념을 습득하고 적용하는 단계를 관찰하고

그 과정에서 겪는 어려움과 오개념의 원인을 조사하여

인식론적 학습모델인 APOS-모델과 P-K-모델에 기초하

여 분석하고자 하였다. 이를 위해 중부권에 소재한 중위

권 대학의 수학과 3학년 3명 학생을 대상으로 정역으로

부터 분수체를 만드는 추상화 단계를 조사하였다.

연구문제: 학생들은 정역으로부터 분수체를 만드는

과정을 어떻게 추상화하는가?

이 과정은 정수ℤ로부터 유리수ℚ를 만드는 단계의

일반화 단계이므로, 개념의 추론과 추상화 과정을 거치

면 가능할 것이라고 가설했다. 이 실험 결과를 바탕으로

수학적 추상화에 대한 이해를 높이고, 추상대수를 더 잘

이해시킬 수 있는 교수 전략을 제안하고자 한다. 이 연

구는 중부권 소재의 중위권 학생 세 명을 대상으로 한

1) GAP(Groups, Algorithms, Programs), ESG(Exploring Small

Groups), FGB(Finite Group Behavior), ISETL(Interactive

Set Language)

질적 연구로서 다른 지역의 다른 수준대학으로 일반화하

는 것은 무리가 있을 수 있다.

Ⅱ. 이론적 배경

1. 추상대수의 학습이론 연구

사고는 간단한 정보적·사실적 지식을 단순히 기억하

는 낮은 단계에서 출발하여 점차 복잡한 단계로 발전하

여 추상적·개념적 지식을 창조하는 고급단계에 최종적으

로 도달한다. Tall 외(1981)는 고급단계의 수학적 사고는

‘정확한 수학적 정의’와 그것을 근거로 하는 ‘정리의 논

리적 이해’의 두 핵심 요소로 구성된다고 했다. 그러한

점에서 볼 때 추상적 수학 개념의 ‘사고’를 통해 대상물

의 ‘구조’를 ‘논리’적으로 이해하는 것을 목표로 하는 추

상대수학은 쉽지 않은 수학적 사고 과정이다. 절차와 반

대되는 개념인 수학적 구조(Kieran, 1992)는 1970년대 교

육심리학자들과 교과과정개발자들의 중요한 연구 주제

중의 하나였다. 그 중에서 인지발달에 기본적으로 관심

이 있었던 Piaget(1970)에게 수학적 구조, 특히 군

(group)의 구조는 그의 심리학 이론의 원천이 되었으며,

Bruner(1977)는 구조를 인지발달을 위한 가장 근본적인

훈련 영역으로 보아 반드시 가르쳐야한다고 했다.

1) APOS-모델

구조적 관점에서 학생들이 수학 개념을 어떻게 습득

하는지, 특히 추상대수 학습에서 구조의 개념이 어떻게

발달되는지에 관한 연구는 많지 않다. Dubinsky 외

(1994)는 수학을 안다는 것은 공식을 외우고 확인해 볼

수 있는 정도가 아니라 수학적 사고를 할 수 있는 정도

만큼 수학을 아는 것이며, 구조적 이해가 있어야만 응용

력을 갖게 되고 결국 문제를 해결할 수 있는 고급단계에

도달하게 된다고 했다. 연구업적이 뛰어난 교수가 많은

관심을 기울여 준비한 강좌조차도 학생들의 학습 성취를

높이는데 효과를 내는 것은 아니라고 하면서, Dubinsky

등은 Piaget의 발생적 분할이론을 토대로 학생들의 인지

발달 단계를 연구하였다. 그들은 아동 학습에 대한 반성

적 추상 연구(Piaget, 1970, p.13)를 대학수학교육 수준으

로 확장하기위해, 행동(Action), 과정(Process), 대상

(Object), 그리고 쉐마(Schema)의 4단계로 구성된 APOS
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[표 3] 8단계 P-K-모델 [Pirie 외, 1989]

[Table 3] 8 stages of P-K-model

①초기

지식

교육 이전의 지식으로 개인마다 다르며 학습발달

에 영향을 미침. 여기서 말하는 초기는 낮은 단계가

아니라 시작 단계를 말함.

②이미

지구성

초기지식의 수준에 따라 차이를 만들고 그것을 사

용하여 새로운 상황을 창조함. 반복된 신체 행위로 새

로운 이미지를 만들어 감.

③이미

지소유

정신적 묘사가 신체 행동에 관계된 이미지를 대신

함. 특정한 신체 행위나 예제를 요구하지 않고 수학을

할 수 있음.

④특성

인지

정신적 이미지를 특정한 대상물이나 관계되는 성

질과 비교할 수 있음. 이미지들 사이의 차이와 특성을

분별할 수 있음.

⑤

형식화

알려진 성질을 완전히 이해하여 그 이미지로부터

공통의 성질들을 추상화·형식화함. 수학적 정의가 완

성되어 정신적 대상물의 모임을 구성함.

⑥관찰

형식적인 사고 구조에 반영하고 조정할 수 있음.

사고과정을 관찰, 구성, 체계화하여 사고의 결과를 인

식함.

⑦

구조화

형식적 정보가 내적으로 서로 어떻게 관련되는지

를 충분히 인지하며 정보를 확인하고 검증하려고 함.

⑧창조
개념에 대한 선입견에서 벗어나 완전히 새로운 개

념을 개발(창조)할 수 있으며 구조적 이해를 완성함.

다이어그램

[표 2] APOS-모델 [Dubinsky 외, 1994]

[Table 2] APOS-model

행동

Ⓐ

주어진 대상물을 기억된 것으로부터 어떻게 연산을

할지를 결정하는데, 우선 대상에 대한 변환을 적용하여

개념을 익히는 단계.

과정

Ⓟ

행동을 반복하고 반추를 할 때 형성되는 내적 정신

구조임. 동일한 행동을 하는 것으로 보일 수 있지만, 더

이상 외부 자극을 필요로 하지 않음. 실제 행동을 하지

않고도 과정을 수행할 수 있으며, 그 역방향도 생각하여

다른 과정들로 조립될 수 있음.

대상

Ⓞ

과정을 전체로 인식하고 그것 위에서 변형을 만들 수

있을 때, 과정에서 대상이 구성됨.

쉐마

Ⓢ

대상 단계가 하나의 개념 구성에 관한 설명인 반면,

여러 개의 수학적 행동, 과정, 대상을 포함하여 그것들이

종합되고 일관성 있는 이론적 체계로 연결되는 단계.

다이어그램

-모델([표 2])을 고안했다. 이 모델은 학생들이 수학 개

념을 형성해가는 단계를 관찰하고 분석하는 수학학습 이

론으로써, 수학 지식은 행동Ⓐ과 과정Ⓟ을 거쳐 대상Ⓞ

을 구성하고 그것들이 상황 내에서 의미를 가져 문제 해

결을 위한 쉐마Ⓢ를 체계화하는 단계를 반복하면서 완성

된다고 했다. 이에 따르면, 개인은 수학적 상황을 다루기

위해 내면화(interiorization)와 캡슐화(encapsulation)같은

정신적 메커니즘을 사용하여 인식론적 구조를 만드는데,

그에 관계된 사고의 구조가 행동, 과정, 대상, 쉐마이다.

APOS-모델을 바탕으로 Dubinsky 외(1994)는 추상대

수의 군, 부분군, 잉여, 정규, 상군과 같은 기본 개념에

대한 학생들의 이해단계를 연구했다. 나아가, Brown 외

(1997)는 이항연산, 군, 그리고 부분군에 대한 학생들의

지식습득 과정을 관찰했으며, Asials 외(1997; 1998)는

치환군과 대칭군에 대해, Zazkis 외(1996)는 군에 대

한 이해 발전단계를 연구했다. 한편 Leron 외(1995b)는

동형사상에 대해 학생들이 갖는 (오)개념 형성과정을 연

구하여 이를 토대로 강의 모형을 제안하기도 했다.

2) Pirie-Kieren의 모델: 개념 이해의 단계를 설명하

는 또 하나의 이론으로써 Pirie-Kieren의 모델이 있다

(Pirie 외, 1989). 이해는 역동성이 있어서 단번에 획득될

수 없다고 하면서 고급수학 과정에서 이해의 성장을 ①

초기지식(primitive knowing), ②이미지구성(image

making), ③이미지소유(image having), ④특성인지

(property noticing), ⑤형식화(formalising), ⑥관찰

(observing), ⑦구조화(structuring), ⑧창조(inventing)의

8단계로 설명했다.

지식은 인식하는 주체가 경험을 통해 능동적으로 구

성하는 것이지, 결코 객관적 실재를 발견하는 것이 아니
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라는 구성주의자 von Glasersfeld의 영향을 받아, Pirie와

Kieren(1989, 1990)은 수학적 이해의 발전 과정을 설명하

는 P-K-모델을 만들었다([표 3]). 이 모델에 따르면 이

해는 비선형의 8단계 과정을 반복적으로 움직이면서 구

성된다. 각 단계는 다음 단계의 내부에 포함되는데, 한

단계는 그것 내부에 있는 형태와 과정에 의존하며 더욱

이 그 내부에 없는 것에 의해 제한된다. 그러므로 첫 단

계인 초기지식은 선 경험에 해당하여 개인의 이해 정도

에 큰 영향을 미치게 된다는 구성주의 입장을 취한다.

주요 특징은 폴드백(foldback)과 경계불필요(no bound-

ary)에서 찾아볼 수 있다. 폴드백이란 부정확한 이해를

확인하기위해 현 단계의 내부 단계로 되돌아가서 현재 상

황을 재구성한다는 것으로 8단계가 순차적으로 일어나지

않는다는 것을 의미한다. 또한 경계불필요란 어떤 단계들

사이에서 이해발전에 필요하지 않는 낮은 단계는 곧장

건너뛸 수 있다는 것으로 8단계가 모두 일어날 필요가 없

다는 것이다.

2. 추상대수의 교수법 이론 연구

개념의 이해가 어느 정도 향상 되는지를 측정하는 것

은 쉬운 일이 아니다. 또한 이해를 성장시킬 수 있는 교

수법을 구상하는 것 역시 어려운 일인데, 이에 관련된

몇 가지 연구를 볼 수 있다. Burn(1998)은 군, 부분군,

동형, 잉여와 같은 추상적인 개념을 정확히 소개하기 전

에 여러 종류의 활동지를 사용하여 개념을 직관적으로

느낄 수 있게 하는 교수법을 제안했다. 특히 Thrash 외

(1991)는 군 동형사상의 지도방안으로 연산표의 적극적

인 사용을 주장하면서, 가령 순환군을 다룰 때 집합

의 연산표를 만든 후 그 표로부터 어떤 성질

이나 규칙을 발견하도록 하면 학생들은 경험으로부터

ℤ의 성질을 쉽게 유도할 수 있다고 했다. Edwards 외

(1999)는 추상대수 개념의 역사적 발전과정을 고려하여

구체적인 예제를 다루는 활동을 통해 개념을 습득하게

해야 한다고 했다.

한편 추상대수 교육에 테크노로지를 도입하는 교수법

연구가 다수 있다. ISETL은 Levin(1990)이 기존의

SETL(Set Language)을 추상대수나 이산수학에 적합하

도록 보완한 소프트웨어로서 읽고 쓰기 쉬우며 대부분의

명령어가 일반 수학 용어와 일치하는 장점으로 인해

Baxter 외(1988)나 Dubinsky 외(1993) 등이 이용하였다.

그들은 수학적 이해를 촉진하기위한 교수전략으로 학생

들이 ISETL를 사용하여 수학 과정을 코드로 작성하는

경험으로부터 수학적 아이디어를 구성하도록 했다. 이와

유사한 교수법 연구를 보고한 Dubinsky(1995), Leron 외

(1995a), Blanchard 외(2001), Charlwood(2002), Maycock

(2002) 또한 Perry(2004) 등을 종합하면 어떠한 CAS를

사용하던지 강의 모형은 거의 유사하며 다음과 같은 많

은 공통점이 있음을 볼 수 있다.

1) 활동지는 중요한 교수 도구인데, 새로운 내용을 소

개하고 몇 가지 질문을 하고 학생들이 답을 하도록 남겨

두며 가설을 쓰게 한다. 가설과 증명은 개념을 배우는

좋은 방법으로써 가설을 세우기 위해 지금 배우고 있는

개념의 이해가 필요하다.

2) 과제물을 신중히 결정한다. CAS를 사용하더라도

제한된 지식수준으로, 가령 준동형사상과 핵, 상을 찾는

일은 많은 시간이 소요되기 때문이다. 또한 컴퓨터 활동

전에, 적어도 한두 번은 지필로 예제를 풀게 하여 컴퓨

터가 생성하는 답을 분석할 수 있게 한다.

3) ISETL과 같은 간단한 코딩도 힘들어 하는 학생들

을 위해 지필시험에서 좋은 결과를 보이거나 컴퓨터에

익숙한 학생을 잘 섞어 실습그룹을 만든다. 실습을 잘

하는 그룹이 항상 학습 내용을 잘 이해하는 것은 아니므

로, 학생들의 반성적 사고를 반드시 확인한다.

4) 개념과 경험 사이의 불균형적 모순은 오류와 오개

념의 원인이 되는데, 소그룹 토론그룹은 이러한 어려움

을 해결하는 좋은 방법이다. 교사에 의해 드러나는 모순

보다 동료에 의해 나타나는 문제에 대해 더 깊은 사고로

비평하는데, 3∼4명으로 소그룹으로 활동하여 그 결과를

글쓰기로 제출함으로써 의사소통능력도 기르게 한다

(Dubinsky, 1994).

위의 연구들은 이러한 교수법이 학생들의 개념 이해

에 미친 영향에 대해, 컴퓨터는 직관적 이해와 고등 수

학적 형식화 사이의 간격을 연결하는 다리의 역할을 하

여 학생들이 추상적 수학 내용을 창조적이고 독립적으로

탐구하는데 도움을 주며, 이해와 추론을 세우는데 효과

가 있다고 했다. 더욱이 많은 예제들과 반례들로 훈련을

받기 때문에 수학적 증명을 해야 할 필요가 있는 일반

논제에도 쉽게 도달할 수 있게 되었다고 보고했다.
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[표 4] APOS-모델로 군 이해의 어려움과 오개념 분석

[Table 4] Analysis for misconceptions of group concept

based on APOS-model

오개념 오개념의 원인

군

집합으로 이해 원소의 개수로 군을 성질을 잘못 이해함.

연산을 가진

집합으로 이해

연산이 군을 결정하는 요소임은 알지만,

집합이 군에 대해 우선하며 연산은 부수

적으로 오해함.

대상물로 이해

동형이 되기 위해 집합이나 연산의 형태

와 상관없이 구조가 일치해야 함을 이해

하지 못함.

부

분

군

부분집합으로

이해

부분군이 되는지 아닌지의 판정을 부분집

합이 되는지 아닌지로 잘못 판정함.

연산을 가진

집합으로 봄

부분군은 부분집합으로써 임의의 연산 아

래 군이 되는 것으로 오해함.

연산은 군으로

부터 귀납됨

부분군 연산은 군 연산을 부분집합으로

축소한 것으로 보지 않음.

3. 교수 전략

학생의 이해를 높이기 위해 교사는 무엇을 할 수 있

는가의 근본적인 물음에 대해, P-K모델을 개발한 Pirie

와 Kieren(Pirie 외, 1990)조차 교사가 학생들에게 제공

할 수 있는 이해는 없다는 구성주의적 입장을 취했다.

그러나 그들은 학생들이 추상대수의 개념을 이해하고 발

전시키는 과정을 관찰한 결과를 바탕으로 이해의 성장을

도울 수 있는 교수 신념을 네 가지로 제시했다.

1) 교수역할 인식- 교수가 수학을 어떻게 하는지를

보여주기보다는 수학을 탐구하도록 격려한다. 알려주고

평가하는 대신 효과적인 대화를 통해 학생들 스스로 수

학적 사고를 구성해 가는데 관심을 기울인다.

2) 이해과정의 인식- 교수의 설명은 학생들에게 그대

로 전달될 수 없으며 학생은 서로 다른 수준에 속하는

고유의 경험을 바탕으로 이해를 형성해 감을 인식하여

다중 단계에서 강의를 제시한다.

3) 폴드백의 유도- 학생의 오개념을 수정해야 할 필

요가 있다면 폴드백의 기회를 제공하여 낮은 단계의 이

해를 재구성하여 완성하게 유도한다.

4) 사고 촉진의 질문- 개념을 전달하는 효과적인 방

법은 없지만, 학생들이 이해를 구성할 수 있도록 반성적,

발전적 사고를 자극하고 유도하는 질문을 구사한다.

특히 사고를 촉진하는 질문의 기술은 구성주의 교사

에게 중요한 교수기법으로서 본 연구의 실험에서 학생들

을 면담하는 과정에서도 사용하였다. Pirie 외(1989)는

질문의 기술로써 앞으로(pro-vocative), 안으로(in-

vocative), 확인(validating)이라는 세 종류를 언급했다.

‘앞으로’질문은 더 높은 이해의 단계로 향하도록 자극하

는 반면, ‘안으로’는 발전을 위해 다시 낮은 단계로 폴드

백을 유도하며, ‘확인’은 ‘왜’를 물어보아 학생 스스로 이

해를 확신하도록 도와주는 질문 방법이다. 교사들의 효

과적인 질문은 학생들이 수학적 개념을 구축하여 습득하

는데 큰 영향을 미친다.

4. 학습모델에 따른 추상대수 분석틀

Dubinsky 외(1994)는 효과적인 수학 학습모델은 현상

을 해석하고 예측할 수 있게 하며, 다양한 경우에 응용

이 가능하여 서로 관련된 상황들을 체계적으로 설명할

수 있으며, 학습 아이디어를 교환하는 언어적의 역할을

담당할 수 있어야 한다고 했다. 그러한 점에서 APOS와

P-K-모델은 학생들이 개념을 이해하는 과정을 해석하

고 예측할 수 있게 해주며 추상대수뿐만 아니라 다양한

분야에 적용할 수 있으며, 오개념의 발단을 파악하고 치

료할 수 있는 언어적 역할까지 담당하는 효과적인 학습

모델이다. 모델의 각 단계를 주의 깊게 관찰하여 오개념

의 원인을 알아내고 학생들로 하여금 부족한 단계를 다

시 밟아가도록 하면서 오개념을 치료하는 방법은 중요한

교수·학습법이 될 수 있다.

1) 학습모델의 비교

학생들의 이해를 향상시킬 수 있는 교수학적 자료를

개발하기위해 두 학습모델 APOS와 P-K를 비교해 보고

자 한다.

APOS-모델은 4단계의 계급적 순서로써 한 단계의

개념은 다음 단계로 넘어가기 이전에 생성되어야 한다고

강조한다. 그러나 개념이 언제나 선형적인 계급대로 만

들어지는 것은 아니며(Dubinsky 외, 1994), 실제로 한

단계가 부족할 때 오개념의 원인이 된다.

가령 어떤 군의 부분군을 만들고 잉여를 구성하는 행

동을 할 수 있더라도 다른 군이 주어졌을 때 일반화하는

과정에서 어려움을 겪는 것은 과정Ⓟ에서 내면화되어야

할 정신적 구조가 완성되지 않았기 때문이다.



최은미102

[표 5] APOS-모델과 P-K-모델의 비교
[Table 5] APOS-model vs. P-K-model

APOS
-모델

공통점 P-K
-모델구성주의 이론에 기초한 학습모델

①

Ⓐ 신체의 반복된 행위 ②

Ⓟ 정신적 행동, 정신적 내면화 ③, ④

Ⓞ 정신적 대상물 구성. 관찰, 체계화 ⑤, ⑥

Ⓢ 관련성 발견, 새로운 개념의 창조 ⑦, ⑧

Dubinsky 외(1994), Leron 외(1995a), Brown 외(1997)

에 따르면([표 4]) 군과 부분군의 이해는 어느 정도 동시

에 형성되는 경향이 있는데, 이 두 개념에 대한 초기 오

해는 학생들이 가지고 있는 집합의 인식에서 비롯된다.

즉 대응하는 연산에는 거의 무관심한 반면 집합적 요소

에만 집중하는데서 오개념이 발생하며, 이런 현상은 부

분군의 개념을 이해할 때 더 큰 문제를 야기한다. 이는

부분군에서 연산을 고려하지 않기 때문에 부분집합과 부

분군의 분별이 용이치 않기 때문이다. 가령 ℤ에서 원

소 두 개 또는 세 개를 갖는 부분군을 과

라고 잘못 생각하는 경향이 여기에 속한다. 이

러한 오개념은 새로운 개념(group)을 이미 친숙한 개념

(set)에 근거하여 만들기 때문이다.

한편 학습자가 어떤 이해의 단계에서 해결할 수 없는

문제에 봉착하게 될 때, P-K-모델에 따르면 현 이해 계

급의 내부단계 어디로든지 되돌아가는 폴드백을 할 수

있다. 가령 ④특성인지 단계에서 군 동형에 의해 보존되

는 성질을 파악하는데 어려움이 있으면, 그 내부단계인

③ 혹은 ②단계로 되돌아가 이해를 재구성하게 되는 것

이다. 이는 외형적으로는 APOS-모델과의 차이점으로

보이지만, Leron 외(1995a)가 APOS-모델을 적용하여 실

험을 했을 때 어떤 단계에서의 이해(가령 군 개념)는 그

보다 한 차원 높은 단계(군 동형개념)에서 재구성될 수

있다는 것과 어느 정도 일치하는 것으로 볼 수 있다.

또한 APOS-모델의 4단계가 통상 선형적으로 발전한

다는 이론과는 달리 P-K의 8단계가 모두 일어날 필요가

없다는 경계불필요성은 두 모델의 차이점으로 보인다.

그러나 Pirie 외(1989)는 군과 군동형 개념에 관한 학생

들의 이해를 광범위하게 연구한 결과, 학생들은 순서적

인 단계로 사고를 할 뿐만 아니라 어떤 단계도 놓치지

않고 각 단계를 움직이며 사고한다고 했다. 두 모델은

여러 공통점을 갖고 있으며 P-K의 8단계는 APOS의 4

단계를 세분화한 것으로 볼 수 있다([표 5]).

2) 모델을 적용한 분석틀

유리수는 정수들의 적당한 잉여류로 생각할 수 있으

므로 학생들이 잉여군의 개념을 형성해 나가는 단계를

APOS-모델로 분석하여 본 연구의 분석틀로 활용하고자

했다.

행동Ⓐ: 군 ℤ에 를 계속 더하여 ℤ의 부분군

을 만들고, 에 대한 의 잉여

를 쓸 수 있는 단계이다. 여러

부분군 와 잉여 를 만드는 행동을 몇 차례 반복

하면서 ℤ의 잉여들을 자연스럽게 인지할 수 있다.

과정Ⓟ: ℤ에서 했던 과정을 임의의 ℤ에 대하여

도 추상적으로 사고할 수 있는 단계이다.

대상Ⓞ: 부분군의 잉여들의 개수를 생각하고, 두 개

이상의 잉여에서 원소 개수를 상상해서 비교할 수 있으

며 잉여들의 집합에 연산을 정의할 수 있게 될 때, 잉여

가 하나의 대상으로 개념화 되는 단계이다.

쉐마Ⓢ: 잉여들의 집합에 연산을 적용한 새로운 군의

개념이 완성되는 단계이다.

이와 유사하게 P-K-모델을 사용하여 군 개념이나 군

동형에 관한 이해발달 단계의 분석틀을 만들 수 있다.

①초기지식: 군이나 군 동형의 개념을 갖기 위해 집합

과 집합 위의 연산 개념을, 또한 함수 개념을 이미 습득

하고 있는 상태로 가정한다.

②이미지구성: 결합법칙, 항등원, 역원의 존재성 같은

공리를 확인할 수 있다. 또한 군의 동형성을 보일 수 있

으나, 공식이나 기계적 설명에 의존하는 수준이다.

③이미지소유: 다양한 상황에서 군이 되는 것과 아닌

것을 분별할 수 있다. 또한 기계적 행위가 정신적 행위

로 바뀌는 단계로서 동형군의 예를 설명할 수 있다.

④특성인지: 소거법, 항등원과 역원의 유일성, 원소의

위수의 존재성을 논의할 수 있다. 또한 동형에 의해 보

존되는 성질-교환법칙, 항등원과 역원, 순환성, 군과 원

소의 위수 등을 논의 할 수 있다.

⑤형식화: 군의 특정 표현에 의존하지 않고 군에 관련

된 형식적 개념을 개발한다. 동형에 관한 형식적 정의를
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[표 6] 연구 방법 및 절차

[Table 6] Research design

참여

학생

중위권 대학의 수학과 3학년 학생

S1 (B+), S2 (A-), S3 (A+) (괄호: 학점)

외향적인 학생들로써 연구자는 이들을 잘 알고 있음

시기 2011년 6월 22일∼24일

진단

문제

정수에서 유리수 만드는 과정을 바탕으로, 정역으로

부터 분수체의 구성을 추상화할 수 있는가?

활용하여 두 군이 동형인지 아닌지 판단할 수 있다.

⑥관찰: 군 개념을 다른 개념- 가령 순환부분군, 정규

부분군-에 연결 짓는다. 군들의 모임에서 동형관계를 형

성하는 성질을 인식할 수 있다.

⑦구조화: 외형상 다른 군을 구성하여 공통점을 발견

함으로써 군들이 동형관계인지 아닌지 판정할 수 있다.

⑧창조: 동형을 환이나 벡터공간의 개념으로 확장한

다. 한편 현재의 지식을 다음 단계의 대수적 구조를 학

습할 때 초기지식으로 사용할 수 있다.

Ⅲ. 연구방법

어떤 개념에 대한 질문을 학생들에게 던지고 학습 모

델에 근거하여 그들의 대답과 성취가 어느 단계에 속하

는지를 분석하는 실험을 하였다. 이러한 실험은 학생들

의 마음속에 어떻게 개념이 형성되는지를 교수가 이해하

는데 도움이 되므로 교수법을 개선하는 지침으로 사용될

수 있다.

1. 연구 대상

본 연구에서는 중부권에 소재한 중위권 대학의 수학

과 3학년 학생 3명을 대상으로 면담하였다. 학생 S1, S2,

S3은 2011년 1학기에 추상대수 강의에서 군론을 배웠고

환의 기본 성질까지 배운 상태이며, 성적은 각각 B+,

A-, A+로써 성적 등급별로 한 명씩을 택했다. 한편 학

생들의 성격이 실험 결과에 미치는 영향을 최소화하기위

해 모두 비교적 외향적 성격의 학생들로 선정했다. 면담

은 1학기말시험을 끝낸 직후에 했기 때문에 학생들이 군

과 환에 대해 잘 알고 있는 시기라고 할 수 있다. 한편

II-3 교수전략에서 살펴본 세 가지 유형의 사고촉진 질

문을 적절히 사용하고자 했다.

2. 연구 설계

면담에서는 정역 로부터 분수체 를 만드는 아이

디어를 물어보았으며, 학생들의 답변을 APOS와 P-K-

모델을 분석틀로 하여 추상대수의 개념 이해가 어떻게

형성되는지를 측정하였다. 질문의 주제는 수업 중에 다

루지 않은 것으로써, 군과 잉여군의 기본성질만 잘 이해

했다면 집합을 구성하고 집합에 연산을 정의 한 후 그것

이 가환이며 나눗셈환이 되는지를 정의에 따라 확인할

수 있을 것이라고 생각했다. 더욱이 정역으로부터 분수

체를 구성하는 것은 학교수학에서 정수ℤ로부터 유리수

ℚ를 만드는 과정의 일반화이므로, 개념의 추론과 추상

화 단계를 거치면 가능할 것으로 보았다([표 6]).

3. 자료 분석틀

분수체를 만드는 추상화의 단계를 APOS와 P-K-모

델로 다음과 같은 분석틀을 구성하였다.

행동Ⓐ: 정역 를 이미 잘 알고 있는 익숙한 상황으

로 적용하는 단계이다. 가령 ∈ℤ×ℤ을 유리수

∈ℚ와 관련지어 생각할 수 있듯이, 임의의 원소

∈, 로 만들어진 순서쌍 ∈×와

∈의 일반적인 관계를 유추하는 것이다. 이 상태는

[표 3]에서 분류했듯이 P-K의 ①초기지식과 ②이미지구

성 단계에 해당한다.

과정Ⓟ: 분수   는 잘 알고 있더라도 동치류

와 가 같다는 개념을 구성하기는 쉽지 않은데,

이 때 분수와 동치류의 연산을 직접해보는 행동으로부터

Ⓟ를 형성할 수 있다. ×의 적절한 원소를 택하여

직접 동치류를 만들고 동치류들의 연산을 사고하는 내면

화를 거쳐 Ⓟ를 완성할 수 있다. 한편 P-K의 ③이미지

소유와 ④특성인지가 이 단계에 해당한다.

대상Ⓞ: 그러나 실제로 동치류의 개념을 확립하지 못

한 채 집합을 형성하게 될 때 Ⓞ가 제대로 성립되기 어

렵다. 동치류들의 집합에 관한 캡슐화가 진행되면 그것

들이 어떻게 형성되었는지에 자세한 이해 없이도 유리수

에서 했었던 덧셈과 곱셈 연산을 생각하게 되며, 그러한

형태로 연산을 일반화할 수 있는 Ⓞ단계에 이른다. P-K

에서는 ⑤형식화와 ⑥관찰단계이다.

쉐마Ⓢ: 이제 동치류들의 집합과 연산을 사용하여 정

역과 체의 구조를 만들게 될 때가 Ⓢ단계이다. 이것은
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[표 7] 분수체 개념형성 단계의 분석틀

[Table 7] Framework for understanding of quotient field

단계 단계 도달 여부의 판단 기준

행동Ⓐ 유리수의 동치를 이해하고 연산을 할 수 있다.

과정Ⓟ
유리수로부터 한 단계 추상화하여 임의의 정역에서

동치류를 이해하고 그것들로 집합을 만들 수 있다.

대상Ⓞ
동치류의 집합에 유리수의 연산과 유사한 연산을

정의하여 집합과 연산을 동시에 생각할 수 있다.

쉐마Ⓢ
유리수 집합과 정수 집합의 관계로부터 유추하여

분수체의 성질을 추상화한 것으로 볼 수 있다.

유리수 개념의 정립일 뿐만 아니라 개념을 추상화한 것

이다. 최종적으로 분수체 성질을 증명하려면 대상의 개

념을 정수와 유리수의 과정으로 다시금 반-캡슐화(de-

encapsulation)할 필요가 있으며 그로써 증명의 세부 사

항을 알아낼 수 있다. 이것이 확실하게 되면 분수체의

과정과 대상의 이해가 완성되었음을 시사한다. P-K모델

의 ⑦구조화와 새로운 개념의 ⑧창조가 이에 해당한다.

이러한 분석을 바탕으로 학생면담에서 사용할 분석틀을

구성하였다([표 7]).

Ⅳ. 결과 분석 및 논의

본 연구는 정수로부터 유리수를 만드는 과정을 바탕

으로 임의의 정역으로부터 분수체를 어떻게 추상화하는

지에 대한 학생의 이해를 조사하기 위한 것으로써 정성

적 연구를 진행했다. 학생 세 명을 각각 면담했는데 학

생들의 수준 차이로 인해 모든 질문을 완성하는데 소요

된 시간은 2시간에서 3시간 정도로 다소 차이가 났다.

물음(가) 정수와 유리수의 차이는 뭐니? 정수로부터 유

리수를 만들 수 있니?

물음(나) 유리수 과 의 연산을 할 수 있니?

정수로부터 유리수를 구성하는 과정은 세 명 학생들

이 잘 인지하고 있는 상태였다. 바로 이 단계가 P-K모

델의 ①초기지식 단계에 해당하는 것으로 볼 수 있다. 또

한 세 명 모두 분수의 동치를 옳게 이해하고 있었으며

연산하는 것에는 어려움이 없었다. 이는 행동Ⓐ단계가

잘 구성되어 있음을 알 수 있다. 그러나 바로 그 다음

단계인 과정Ⓟ에서부터 이해의 어려움을 드러났다.

물음(다) 유리수 를 처럼 표시할 수 있을까?

S1: 는 평면 위의 점이고 유리수 는 실직선

위의 점인데, 어떻게 같을 수 있나요?

S2: 표현을 그렇게 하는 것은 상관없어 보여요. 집합론에

서도 유리수들을 그렇게 표현한 적이 있어요.

S3: 표현방법만 다를 뿐이라고 하면 예를 들어 은

로 생각할 수 있어요. 임의의 유리수를 라고 하면

로 쓸 수 있겠어요.

학생 S1은 을 -평면 위의 한 점으로 나타냈

고 유리수는 실직선 위에 점으로 표현했다. 가시적으로

표현한 것은 좋은 일이지만 대수적 추상화를 하기에는

많이 부족했다. 익숙한 기호 를 다른 기호 으

로 바꿀 때 개념은 변하지 않은 채로 단지 기호만 바꿀

수 있다는 생각에 도달하기 어려웠다. 이는 P-K에서 이

전에 생성된 ②이미지구성을 새롭게 하여 ③이미지소유

단계로 넘어가는데 어려움이 생긴 것이다. 이 한

점을 나타내는 기호라는 고정관념으로부터 벗어나기 힘

들어 했다. 학생 S2와 S3은 집합론의 기초지식과 유리

수의 다른 표현을 이해함으로써 과정개념의 추상화를 하

는데 도움이 되었다. 이 학생들에게 유리수 를

로 표시하는 것을 언제 보았는지 보충 질문했다.

물음(다-1) 그래? 유리수 를 로 표시하는 것

을 이전에 본 적이 있니?

S1, S2 : 네. 집합론에서 모든 유리수들을 순서쌍처럼 나

타내어 직선위의 점들과 대응하도록 했어요.

이 학생들은 유리수집합이 가부번집합임을 증명하는

과정을 대략적으로 기억하고 있었다. 3학년 1학기를 마

친 이 학생들은 바로 지난 학기에 배운 집합론의 내용을

기억하고 있었다. 이는 내용면에서 선수과목의 내용을

강의 초입부에 다루어야 하는 중요성을 보여주는 것으로

서, P-K의 ①초기지식이나 ②이미지구성을 성공적으로

수행할 수 있는 환경이야말로 최종적인 ⑧추상화단계에

도달하는 발판이 된다는 것과 상통한다. 예를 들어서 군

개념을 배우기 위해 집합과 함수의 이해는 중요하며,

[표 4]에서 볼 수 있듯이 군 개념에 대한 오류는 집합과

군을 분별하지 못하는데서 비롯되므로, 군 이론을 시작
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하는 강좌 도입부에서 집합과 함수에 대한 주제를 논의

하는 것이 바람직함을 알 수 있다.

물음(라) 그러면 모든 유리수를 모은 집합을 써 볼래?

S2: 원래 유리수들의 집합은 이니까 로

쓸 수 있을 거예요.

S3: 유리수를   로 했으니까, ∣
∈ℤ이 유리수집합이 되요.

-평면으로 표현하고자 했던 학생 S1은 물음(라)에

서도 평면을 그리며 대답을 하려고 했지만 더 이상 진전

시키지 못했다. 이 연구를 계속 진행하기위해 S1에게는

과 의 기호를 세심하게 설명해 주었다. 자신이

사용한  에 대한 설명을 처음에는 제대로 못했는데

연구자가 P-K-모델이 의미하는 폴드백 단계를 반복하

면서 ‘안으로’ 질문을 한 두 단계 더하자 S2와 거의 동

일한 대답을 했다.

물음(마) 유리수의 분모에 대해 뭐 생각나는 것 없니?

S1, S2, S3: 아참. 분모는 이 될 수 없으니까

∣∈ℤ로 써야 해요.

이 답은 세 명 다 분수를 잘 알고 있음을 시사한다.

물음(바) 그러면 이 집합이 모든 유리수들의 모임인 유

리수 집합 ℚ라고 말할 수 있을까?

S1,2,3: 아. 그래요. 바로 이것이 유리수 집합이에요.

학생들은 별 생각 없이 동의했지만, 이들은 행동Ⓐ로

부터 과정Ⓟ 단계를 어느 정도 구성한 것으로 보였다.

물음(사) 유리수 ,  , 가 서로 같은 수인 것

을 알고 있니?

S1, S2, S3: 네.

물음(사-1) 그러면 와 가 같은 것을 어떻게

설명할 수 있을까?

이 물음은 세 명 모두 대답 하지 못했다.

물음(사-2) 그러면 그것들이 어떤 모습인지 말해볼래. 예

를 들어 설명할 수 있겠니?

S1:        ⋯이니까 조금 전의 표

현으로 말하면        ⋯예요.

그러면 한 직선 위의 점들이 되는데, 이 점들이 다 같다는

것이... 무슨 뜻이지요?

S2, S3:   인 것은 분모와 분자를 서로 바꿔 곱

하면 ⋅ ⋅인 때문인데, 그러면    ...

아. 왼쪽의 첫 성분과 오른쪽의 둘째 성분의 곱셈이 왼쪽의

둘째 성분과 오른쪽의 첫 성분의 곱셈과 같아져요.

S3: 아하! 임의의   는   일 때 성립

해요.

학생 S1은 대답 도중 -평면에 점으로 표현했는데,

처음에 만들어진 이미지구성을 끝내 바꾸지 못했으며,

더 이상 효과적인 면담이 진행되지 못했다. 한번 형성된

오개념을 치료하는 것이 어려웠다. 이러한 현상은, III장

에서 지적했듯이(Dubinsky 외, 1994; Leron 외, 1995a;

Brown 외, 1997), 새로운 개념 또는 기호를 이미 친숙한

개념 또는 기호에 관계하여 만들려고 하기 때문이며, 오

개념의 원인이 되었다. 학생 S3은 두 원소가 같음에 대

한 추상화를 비교적 해 냈는데, 이로써 과정Ⓟ의 개념뿐

만 아니라 대상Ⓞ도 발견되었다고 볼 수 있다.

분수체를 만들려면  ∣∈ 을

동치 관계로 잘라내어 잉여 집합 ∼를 다뤄야 하는

데 학생들은 이 개념을 거의 이해하지 못했다. 앞서

III-2에서 APOS-모델에 근거하여 구성한 잉여군 개념

이해의 분석틀에 비추어볼 때 이들은 행동Ⓐ 단계에도

이르지 못한 것으로 보인다. 이는 추상대수 수업에서 잉

여군을 배우기는 했지만 잉여군의 예제로 다룬 것이 대

부분 ℤ ℤ〈〉과 같은 군이었으며, 다른 형태의 군

∼에 대해서는 세 학생 모두 전혀 이해하지 못했다.

III-1에서 언급했듯이 어떤 군에 대해 잘 할 수 있는 과

정이 다른 군이 주어졌을 때 적용되지 못하는 것은 과정

Ⓟ에서 내면화가 되지 못했기 때문이다. 그러나 본 실험

의 목적이 정수로부터 유리수를 구성하는 과정을 유추하

여 임의의 정역에서 체를 추상화하는 과정을 만들어 낼

수 있는지에 대한 이해정도를 알아보는 것이었기 때문에
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∼대신  를 사용해도 큰 차이를 만들지 않는다고

판단하여 집합  로 계속 면담을 진행했다.

물음(아) 자. 집합  ∣∈에 유리

수에서 했었던 것과 유사하게 덧셈과 곱셈의 연산을 정의할

수 있을까?

S2. 잘 모르겠어요. 못할 것 같은데요.

학생 S1과 S2의 면담은 사실상 여기서 종료했다. 이

들은 행동Ⓐ와 과정Ⓟ의 다음 단계인 대상Ⓞ에서 어려움

을 겪었다. 유리수 로 돌아오지 않고서는 원소

를 다루지 못하는 것으로 보였다. P-K의 폴드백만

계속 할 뿐 다음 단계로 넘어서지 못한 것이다. S3과의

면담을 계속했다.

물음(자) 집합  의 두 원소 와 의 연산을

생각할 수 있을까?

물음(자-1) 를 유리수 로 생각하여 유리수들의

덧셈 과 곱셈 ⋅을 하는 것처럼 

와 를 연산할 수 있을까?

연속적으로 몇 번의 질문으로 유도했을 때, S3은 종

이에 유리수 의 덧셈과 곱셈⋅을 두 번 이상 반복

했다. 그 후에 대신 를 대입해보고 나서야 집

합 위에서 연산 과⋅를 정의할 수 있었다. 이 과정

에서 연구자는 Pirie 외(1989)가 분류한 세 가지 질문의

기술(III-3) 중에서 폴드백을 유도하는 ‘안으로’ 질문을

수차례 반복하였다.

S3. 아. 그래요. 집합  의 원소 를 분수 로

생각하면 되는데 왜 그걸 잘 몰랐을까요.

이로써 과정Ⓟ가 대상Ⓞ로 완전히 캡슐화 되었다고

볼 수 있다. 마지막 쉐마Ⓢ를 보기위해 ⋅의 대

수적 구조를 물어 보았는데 거의 진전을 보지 못했다.

Selden 외(1987)가 대학교 수준의 수학 과정에서 학생들

이 갖는 오류와 오해를 분류했을 때, 많은 오류들이 주

제가 갖는 어려움에 의해서 비롯된 것만이 아니라 학생

들의 빈약한 수학적 기초에 의한 것이라고 했다. 이는

실험조사에서도 그대로 드러나서 경험을 바탕으로 A, P,

O의 단계를 구성하더라도 학생들의 빈약한 수학 기초로

인해 추상화를 위한 쉐마에 이르기는 쉽지 않았으며, 특

히 집합론적 기초 지식이 부족할 때 발생했다.

Ⅴ. 결론 및 제언

추상대수의 개념은 피상적이며 무척 어렵다고 생각하

는 학생들이 많이 있다. 이 연구에서는 면담을 통해 학

생들이 추상화 개념을 형성해 나가는 단계를 관찰하고

그 과정에서 겪는 어려움의 원인을 분석하였다. 그것을

바탕으로 몇 가지 교수전략을 도출하고자 했다.

대상물에 대한 구조적 이해가 있어야만 응용력을 갖

게 되고 결국 문제 해결 단계에 도달할 수 있다는

Dubinsky 외(1994)의 주장은 본 실험 연구에서도 그대

로 드러났다. 어떤 군에 대해 알고 있는 성질도 군이 바

뀌게 되면 적용하기 어려운 것으로 보였는데, 이것은 전

체가 아닌 일부분만 피상적으로 알고 있다는 증거로 해

석할 수 있다. 이러한 맥락에서 Dubinsky 외(1994)는 어

려운 주제를 가르칠 때 작은 단계로 나누어 일직선식 학

습으로 강의를 조직할 것이 아니라 전체 주제를 가지고

일을 할 수 있는 단계식으로 구성된 강의가 효과적이라

고 했다. Brooks 외(1993)도 이와 유사한 제안을 했는데

주요개념을 중심으로 학습을 구성하되 내용을 낱개로 나

누기보다는 큰 그림을 전체적으로 제시해야한다고 했다.

여기서 말하는 ‘큰 그림’은 APOS의 최종 단계인 쉐마로

이해할 수 있으며, 동시에 개념들이 서로 어떻게 관련되

는지를 인지하는 P-K의 ⑦구조화를 추구하는 준비 단계

로 볼 수 있다.

한편 수학은 인간이 활동을 통해 역사적으로 구성한

지식이므로(Freudenthal, 1973), 하나의 개념이 어떻게

발전되어왔는지를 고려하여 구체적인 예제를 다루게 하

는 강좌를 설계해야 할 필요성도 부각되었다. 실험에 참

여한 학생들은 의 과⋅연산을 정의하기 위해 유

리수 의 연산을 수차례 반복한 후 결국 기호 

대신에 를 대입해 보고나서야 의 과⋅연

산을 정의할 수 있었다. 정의와 정리는 추측과 예제를

통해 생성되었으므로 학생들도 그러한 역사적 순서로 개

념을 정립할 수 있는데(Edwards 외, 1999), APOS의 첫
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단계인 행동Ⓐ이나, P-K의 ①초기지식과 ②이미지구성

이 추측과 예제를 먼저 다루는 과정에 해당한다. 학생들

이 예제를 통해 규칙을 관찰하게 하고(행동Ⓐ) 구체적인

행위를 수차례 반복하도록 유도하여(과정Ⓟ), 드러나는

성질의 패턴을 토론하는 그룹 활동을 통해 군의 개념을

추상화(대상Ⓞ)할 수 있도록 한다. 그러한 상황에서 추상

대수의 지식을 만들어가는 능력(쉐마Ⓢ)을 갖게 되며, 한

편 P-K의 ⑥관찰에 도달하는 길이 된다. 그러나 순서적

으로 발전해야 하는 APOS의 4단계 이해가 선형적으로

진행되지 못할 때 오개념이 발생하므로, 학생들 고유의

이해단계를 설명하는 학습모델에 근거하여 필요할 때마

다 폴드백 과정을 밟도록 유도하는 교수법이 요구된다.

또한 실험에서 보았듯이 APOS의 Ⓐ와 Ⓟ를 구성했

다하더라도 대상물을 추상적으로 구성하는 Ⓞ와 Ⓢ로 진

입하기 쉽지 않은 현상을, 추상대수학이 알고리즘으로부

터 개념 이해로 방향 전환이 요구되는 과목이라는

Dubinsky 외(1994)의 분석에 근거하여 설명할 수 있다.

그러므로 추상대수를 전통적인 방법, 즉 교수가 개념을

소개하고 증명하고 문제 푸는 과정을 반복하며 학생들은

개념을 의미 있게 이해하기보다는 암기를 조장하는 방

식으로 추상대수를 가르친다면 이해의 성장을 기대하기

어렵다. 더욱이 선형대수와는 달리 추상대수에서는 손쉽

게 다룰 수 있는 예제가 부족하기 때문에 학습의 어려움

이 가중되는데 이러한 어려움을 해결하는 한 가지 방법

으로 CAS를 도입한 학생 활동기반의 강좌를 고려할 수

있다. 구성주의적 요소를 도입하여 교수의 일방적인 강

연식 강의가 아니라 컴퓨터를 사용한 소그룹활동의 강좌

는 학생들의 개념 이해의 인지능력을 높이는 이점을 가

질 수 있다. 앞서 문헌연구(Dubinsky, 1995; Leron 외,

1995a; Blanchard 외, 2001; Charlwood, 2002; Maycock,

2002; Perry, 2004)에서 살펴본 것처럼 CAS를 도입한 추

상대수 강좌가 외국에서는 활발히 진행되고 있다. 여기

서 보고된 결과를 바탕으로, 강의와 CAS 실습으로 구성

된 주 3~4시간의 추상대수 강좌를 편성하여, ISETL을

사용할 때는 Dubinsky 외(1993)를, 또는 GAP를 사용할

때는 Gallian(1994)을 교재로 활용할 수 있다.

이 논문에서는 추상대수를 어떻게 강의할 것인가의

방법을 주장하려는 것이 아니라, 다만 의도적으로라도

AOPS나 P-K와 같은 인식론적 학습 모델을 사용하여

교수가 질적 질문을 함으로써 학생들이 추상대수 개념의

이해를 구성해가는 단계를 관찰하고 그 과정에서 부딪

치는 어려움의 원인을 파악하고 해결해 줄 수 있는 교수

방안을 논의하고자 했다. 학생들에게 수학적 과정, 대상,

관계를 전달하는 것만으로 의미 있는 학습을 유도하기에

충분하지 않다는 관점에서 CAS 활동을 통해 적절한 사

고의 구조를 학생들 스스로 만들 수 있는 교수법의 활발

한 연구가 요구된다.
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