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Theoretical Framework For Describing Strain Energy Function on Biomaterial
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Abstract

In order to understand the biomaterial like the blood vessel of artery, there is a need to quantify the biomechanical behavior 
of the vessel. However, theoretical framework to describe and quantify the behaviour of blood vessel was not well established 
so far. For studying the biomechanical behavior of artery, Rubber-liked material which is similar to passive artery is selected 
since conventional theoretical interpretation is very limited to understand and predict the behavior of biomaterial. Rubber-like 
material is assumed to be very similar to artery and has properties of isotropy, homogeneity and is undergoing large 
deformation. Based on this assumption, stress developed on Rubber-like material is described by strain energy function 
and strain invariants which are required to understand the nonlinear elastic behavior of biomaterial. The descriptor which 
would be used for understanding the biomechanical behavior of artery is studied in this work.

Key Words : Rubber-like material(고무특성재료), Nonlinear elasticity(비선형탄성), Vessel(혈관), Strain energy function(스트레인 

에너지 함수), Nonlinear estimation(비선형 추정)

1. 서 론

인간의 수명 연장에 가장 크게 기여한 것은 신약이지만, 그 

발전 과정 중에 생체재료 생산에 필요한 생체재료의 기계적 성

질에 관한 많은 연구가 진행되어 왔다. 그 연구의 바탕에는 탄

성학의 지식을 활용하여 비선형 움직임을 보이는 혈관의 기계

적 성질을 이해하려는 노력이 포함되어 있다
(1~6).  

혈관이 보여주는 특성이 비선형적이고 복잡한 비대칭성이기 

때문에, 혈관을 이해하기 위한 처음의 노력은 실험적인 접근에

서부터 우선적으로 시도되었다. 
1987년 Canfield과 Dobrin(7)

은 혈관의 Static Elastic properties

에 관한 연구를 소개하기도 하였다. 또한 biomechanics의 학문

적인 완성도를 가장 높이 이끌었던 Fung(8)
은 1993년 에 저술

한 저서에서 혈관의 기계적 특성을 이해하기 위하여 접근할 수 

있는 가이드라인을 제시하기도 하였다. 
그러나 실제 수술이 필요한 병리생리학적인 측면에서의 혈관에 

대한 궁금증은 여전히 풀리지 않은 채로 남아 있다. 즉 많은 연구가 

진행되고 있음에도 불구하고, 혈관 이식, 동맥류의 이상 비대가 갑

작스러운 파열로 이어지는 이유, 그리고 풍선확장술 또는 스텐트 

시술을 경험한 혈관이 받는 손상 등은 여전히 숙제로 남아 있다.
비선형 탄성적인 거동을 보이면서 대변형의 특성을 가지는 

생체재료에 대한 연구는 예전부터 어려운 연구 분야의 하나로 
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인지되어 왔다
(10~12). 

따라서 이러한 소재가 보여주는 모든 특성을 파악하기 보다

는, 이론적으로 검증할 수 있는 실험 솔루션(analytic solution) 
과 실험 솔루션(experimental solution)의 결합을 통한 생체재

료가 보여주는 특성에 대한 이해과정이 필요하다.
이에 대한 현실적인 접근으로, 이론적인 해석이 실험에 기여할 

수 있는 연속체 역학의 이론적인 확장이 필요하며, 그러한 연구 

과정에서 생체재료의 특성을 설명할 수 있는 모형(descriptor)을 

유도하는 것이 본 연구의 목적이다. 
또한 본 연구는 후속 논문에서 소개예정인 2번째 연구과제인 

모형을 수치적으로 찾아보는 연구테마의 선결 과정이라고 할 

수 있다. 따라서 최종적으로, 본 연구에서는 기계적 실험장치에

서 측정 및 계산이 가능한 힘, 스트레스, 스트레인 등을 이론적

으로 유도하는데 목적이 있다. 

2. 이 론

2.1 연속체 역학

연속체 역학의 사용의의는 크게 두 가지로 구분할 수 있는데, 
그 중의 하나는 재료가 보여는 기계적 행태를 통하여 재료의 

구성관계식(constitutive relation)을 찾는 것이다.
우리가 구성관계식을 찾는 방법으로 크게 3 가지 측면에서 

접근할 수 있다. 그 첫 번째는 그냥 가정하는 것이다. 예를 들면 

비선형이므로, 우리가 소성변형에서 사용했던 응력과 변형률

의 유사한 형태의 비선형식을 취하는 것이다. 둘째로는 미세구

조에 근거한 관계식을 찾는 것이며, 마지막으로 실험을 통하여 

관계식을 찾는 것이다. 
다행히도, 스트레인 에너지 함수를 이용하는 경우에는, 앞에

서 소개되었던 첫 번째 방법인 응력과 변형률의 관계식을 무작

정 가정하지 않아도, 이론적인 근거에 기초한 실험을 통한 관계

식 구성이 가능하여 진다. 즉, 본 연구에서는 Green 이 사용했

던 스트레인 에너지 방식을 사용하고자 한다. 
스트레인 에너지 함수를 이용하기 전에 대변형 거동을 보여

주는 생체재료에 적용하기 위한 응력의 관계식을 알 필요가 있

다. 대현형을 보여주는 생체재료에 기존의 전통적인 응력-변형 

관계식을 적용하지 못하는 이유는 변형전 상태(undeformed 
state)와 변형후 상태(deformed state)를 동일한 좌표축에서 고

려할 수 없기 때문이다. 따라서 이러한 불일치성을 극복하기 

위하여서는, 아래와 같이 표현되는 Kirchhoff's stress tensor와 

Cauchy stress tensor의 관계식이 필요하다.

  





  (1)

여기서 는 Cauchy stress tensor component 이고   는 

Kirchhoff's stress tensor component이다. 또한 는 변형후의 

상태를 설명하는 변수이고 는 변형전의 상태를 설명하는 변

수이며, 아래첨자들인  는 좌표축을 설명하는 자유인자

(free index)이다.
한편, Kirchhoff's stress tensor가 가지는 장점은, 우리가 재

료의 구성관계식을 설명할 수 있는 에너지 함수와 연계되어 다

음과 같은 식으로 표현될 수 있다는 점이다.

  

  (2)

 
여기서 는 단위질량당 스트레인 에너지 함수이고, 는 

Green 변형텐서의 성분이며,  값은 deformation gradient 
tensor F를 활용함으로써, 다음과 같이

 
 


  ∘    


    (3)

로 표현된다. 위의 관계식에서 C는 right Cauchy-Green 변형

텐서 이고 I는 아이덴티티 텐서(identity tensor) 이다.
식 (1)과 식 (2)를 다시 정리하면,

  







   (4)

으로 표현할 수 있다. 식 (4)의 장점은 Green 변형텐서와 스트

레인 에너지 함수를 이용하여 Cauchy 스트레스를 구할 수 있

다는 점이다. 그러나 이러한 해석적 표현도 실험과 연계되기 

위해서는 추가적인 변환이 필요하다.

2.2 등방성 성질을 가지는 생체재료

생체재료가 보여주는 기계적 성질은 비선형 탄성적 거동, 이
방성, 이질성(Heterogeneity) 등 복잡한 특성을 보여주고 있지

만, 거시적인 입장에서 등방성과 균질성을 보여준다는 가정 하

에서 비선형 탄성적인 거동에 대한 해석이 가능하다.
식 (4)를 다시 정리하면, 다음과 같이 표현할 수 있다.

  

       (5)

또한 식 (5)를 좀 더 확장하여 풀면, 

  




             (6)

로 표현 할 수 있다. 
여기서, right Cauchy Green 변형텐서는 Green 변형텐서 E
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의 1/2이므로, 식 (6)을 다시 정리하면,

  

  (7)

로 표현된다.
한편, 다양한 생체재료 중에서 등방성의 성질을 유지하는 재료

의 장점은 스트레인 에너지 함수 W를 스트레인 상수(invariants) 
  의 함수인   로 다시 정의 할 수 있으며, 
스트레인 상수는 다시 다음으로 정의되어 진다.

 
 

  
    

 




 det

 (8)

여기서, 스트레인 상수   와 right Cauchy Green 변형

텐서를 이용하여 스트레인 함수에 chain rule을 적용하면 식 

(7)의 표현 중 


 


를 아래와 같이 확장할 수 있다.


















  (9)

식 (9)의 첫 번째 항을 고찰하여 보면,







   (10)

의 관계를 가진다. 여기서 k는 더미 인자(dummy index)이다.
또한 두 번째 항을 고찰하면,




 





 

 


  

 (11)

의 관계를 가지는데, 여기서 R,S 모두 더미인자이다.
마지막으로 세 번째 항을 살펴보면,

  

 





      

 


    

 


     

     

 (12)

로 정리될 수 있다. 역시 여기서 i는 더미인자이다.
이제, 식 (9)에 식 (10), (11), (12)를 대입하여 정리하면,

 ×    
      

  (13)

으로 표현된다. 여기서  는 


를 표시한 것이다(i = 1,2,3).

식 (13)을 다시 텐서요소가 아닌 텐서 자체로 정리하면,

  




∘ 

 
∘

 (14)

로 표현된다.
한편, 식 (4)를 확장했던 이유는 우리가 실험을 할 때, 변형후 

상태와 변형전 상태를 동시에 관리할 수 없기 때문이므로, 실험

에 편리한 변형후 상태를 설명하는 변형 텐서 B를 도입하여 

식 (14)를 다시 정리하여야 한다. 여기서 도입되는 변형 텐서 

B는 다음과 같은 관계식을 가진다.

  ∘

   ∘∘

   ∘ ∘

        (15)

식 (14)를 식 (15)를 이용하여 다시 정리하면,

  






 




   (16)

로 표현된다.
여기서 Carley Hamilton Theorem에 의하면,

   
   

        


이 성립되므로, 이를 식 (16)에 적용하면, 

  





  



   (17)

로 간략화 된다.
한편, 생체재료가 비압축성의 성질을 가진다는 점을 고려하

면, 식 (17)은
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stress free
  (R,Θ,Z)

unloaded
  

deformed  
(r, θ, z)

Fig. 1 Corss-section of blood vessel at various deformation

  


  



 (18)

로 최종적으로 정리된다. 여기서 p는 Lagrangian multiplier로
서 식 (14)의 미분 값이 무한대로 발산하는 경우를 방지하기 

위한 상수이다.

3. 실험데이터를 설명하는 Descriptor

3.1 혈관 실험

앞에서 언급되었듯이, 생체 재료의 기계적 특성을 이해하기 

위하여 과거에 수행되었던 실험들은 전통적인 실험해석 기법

을 적용하는 것에 대한 제약으로 인하여 다양한 실험을 실시할 

수 없었다. 
그러나 기계공학에서 일반적으로 수행되는 모든 실험이 의미

가 없는 것은 아니다. 다만 의료적인 치료행위 또는 의학적으로 

의미 있는 결과를 제시하기 위해서는 치료행위를 포함 또는 의

학적인 의미를 연계할 수 있는 기계적인 실험방법을 찾는 것이 

필요한 것이다. 
그 중에서 가장 폭 넓게 받아들여지는 것 중의 하나가 팽창

(inflation)과 인장(extention) 실험인데, 팽창-인장 실험이 주목

을 받는 이유는, 혈관의 경우 가장 많이 경험하는 환경이 심장

에서 뿜어내는 피로 인하여 주기적으로 발생하는 팽창과 수축

상태이기 때문이다. 또한 우리 몸이 움직일 때 마다 혈관에 신

장과 수축의 과정이 반복적으로 발생하기 때문이다. 
즉, 혈관에 행해지는 팽창실험 및 인장실험은 생체재료가 경

험하는 과정을 재현한다는 특성을 가지고 있다. 
따라서 동시에 그 상태에서의 스트레스 및 변형에 대한 정보

를 얻을 수 있다면 invitro 보다는 in vivo상태의 생체재료를 

이해하는데 매우 귀중한 정보가 될 것이다.
식 (18)의 형태가 직접적으로 우리 인체내부에서 활동하는 

혈관에 발생하는 스트레스 또는 작용하는 힘을 즉각적으로 설

명해줄 수는 없지만, 스트레인 에너지 함수의 형태를 우리가 

합리적으로 유추할 수 있다면, 우리는 혈관에서 발생하는 응력

의 값을 계산할 수 있다.

3.2 혈관에 작용하는 압력과 축력

혈관에 수행되는 팽창실험와 인장실험이 의미 있는 데이터를 

제공하기 위해서는 기본적인 측정이 필요하다. 
생체 재료의 경우 그러한 기본적인 측정이 일반적인 공학재

료보다 상대적으로 용이하지 않다는 점으로 인하여 가끔씩 어

려움에 처한다.
가장 쉽게 만나는 어려움은 생체 재료가 인체 내에서 보여주

는 변형에 대한 측정 부분이다. 이는 우리가 측정할 수 있는 

환경이 매우 제한되어 있기 때문이며, 따라서 이론적으로 많은 

부분이 미리 규명되어야만 실험적으로 측정할 수 있는 부분에

서 발생하는 제약을 극복할 수 있다.
식 (18)에서 계산되는 값에 필요한 자료 중의 하나가 변형 

텐서 B를 측정하는 것이다. 이를 위해서는 다시 deformation 
gradient tensor F를 측정하여야 한다. 그런데 F를 측정할 때 

주의 하여야 하는 점이 잔류응력에 대한 정보이다.
생체 재료에 존재하는 잔류응력의 중요성은 과거의 많은 실

험에 의하여 밝혀져 왔다. Fung은 실험을 통하여 혈관에 존재

하는 잔류응력에 대한 증거로서, 혈관을 길이방향이 아닌 직경

방향으로 절단하는 경우 혈관이 벌어지는 모습을 보여준 바 있

다. 혈관에 존재하는 잔류응력의 이유는 혈관이 성장하면서 혈

관의 조직의 구조를 바꿔가는 과정과 관계가 있다고 추정되고 

있다. 비록 실험적으로 그리고 잔류응력의 정확한 값을 측정하

거나 계산하는 것이 용이하지 않지만, 혈관벽에 발생하는 응력 

값을 낮추는 역할을 수행한다는 점에서 매우 중요하다.
이론적으로 생체재료에 발생하는 응력을 계산하기 위해서는, 

앞에서 언급되었듯이 deformation gradient tensor F를 측정하

여야 하며, 또한 잔류응력에 해당되는 잔류변형 역시 측정되어

야 한다.
Fig. 1은 혈관에서 발생하는 일련의 변형 상태를 도시하고 

있다. 처음은 잔류변형을 포함하고 있으며, 다음 단계는 힘이 

전혀 가해지지 않은 상태, 그리고 마지막 단계로서 가해진 힘에 

의하여 혈관이 변형을 일으킨 단계로 구별되어 진다.
F1은 잔류변형과 관계되는 변형을 설명하는 변형텐서로서, 

    


×            (19)

로 표현할 수 있다. 여기서 Θo는 잔류변형으로 인하여 발생하

는 열린 각(opening angle)이며, λ는 혈관의 축 방향과 연계되

는 스트레치 비율 값으로서 잔류응력과도 관계를 지을 수 있다. 
한편 다음 단계인 F2는 

                 (20)  
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로 표현할 수 있다. 여기서 Λ는 혈관의 축 방향 스트레칭 비 

값으로서 혈관에 힘이 가해지는 경우 발생하는 값이다. Fig. 1
에서 보여준 단계를 모두 거친 최종적인 deformation gradient 
tensor F의 형태를 각 단계에서 발생한 측정값과 함께 매트릭

스 형태로 나타내면,

   


 

 




  

          (21)

로 표현된다.
한편, 생체재료의 비압축성 특성을 고려하면, deformation 

gradient F의 determinant 값은 1이어야 하므로,


 

 





         (22)

의 관계식이 성립하여야 한다. 여기서 는 혈관 내부의 직경

이고, 는 혈관 외부의 직경을 나타낸 것이다.  
팽창실험과 인장실험을 수행하는 동안 힘의 평형방정식을 반

드시 만족하여야 한다. 즉, 만일 혈관을 끝이 막힌 튜브로 간주

한다면, 아래와 같은 식이 성립하여야 한다.

 



  


,          (23)

 



   

   (24)

여기서 와 는 각 각 혈관 내부 압력 및 외부 압력을 타나

내는 것이며,   은 변형상태를 이끄는 혈관 길이 방향에 작용

하는 하중을 의미한다. 식 (23)과 식 (24)를 통하여 혈관에 작

용하는 응력 및 힘을 계산할 수 있는 환경을 제공하여 준다.

3.3 Descriptor

혈관과 같은 생체재료에 대한 실험을 직접적으로 수행하기 

전에, 식 (23)과 식 (24) 그리고 식 (18)이 가지는 유효성을 검

토하기 위하여 실험재료를 혈관과 유사한 기계적 특성을 보여

주는 고무재료에 대해서 고찰을 하였다.
이를 위한 단계로서 스트레인 에너지를 표현하는 모형(descriptor)

에 대한 형태를 생각해보아야 한다.
고무재료의 경우, 기계적 특성으로 대변형 및 탄성적 거동을 

보인다는 것은 아래와 같은 3 가지 조건을 만족해야 한다는 것

을 의미한다고 할 수 있다. 
첫 째로 long-chain molecules 들이 자유롭게 회전할 수 있

는 연결고리를 가지고 있다는 점, 둘째로 분자들 은 매우 약한 

힘으로 연결되어 있다는 점 그리고 마지막으로 길이를 따라서 

분자들이 cross-link와 같은 모양을 하면서 3D 네트워크를 구

성하고 있다는 점이다. 그리고 long-chain 의 형상은 헬리컬

(helical) 또는 코일(coil)모양의 구조를 가지기 때문에 접거나 

비틀림과 같은 대변형을 감당할 수 있는 것이다. 
이러한 아이디어에 기초한 연구는 long-chain 분자 구조에 

대한 통계역학을 응용한 경우, 분자대 분자 상호작용을 이상화

한 이론 등에 기초하여 다양한 구성 관계식을 구성할 수 있게 

하였다. 그 중에서 엔트로피 모델에 기초하여 Treloar는 스트레

인 에너지 함수를 다음과 같이 정의하였다.

       (25)

여기서  라 정의하였으며, n은 부피당 chain의 숫자, 
k는 Boltzman 상수 그리고 T는 절대 온도를 나타낸다.

식 (25)을 이용하면, Cauchy stress는

       (26)

로 간략화 될 수 있다. 이 관계식은 고무가 약 30% 정도까지 

신장되는 행동에 대한 설명을 아주 잘 표현하여 주고 있다.
그러나 그 한계를 벗어나는 경우에 대해서 Mooney는 스트

레인 에너지 함수를  다음과 같이 가정하였다
(10,13).

            (27)

여기서 c는 물질 상수들을 의미한다. 다만, 기계 공학에서 사

용되는 물질 상수들과는 다른 의미를 가지며, 물리적인 의미를 

부여하는 것에는 한계가 있다.

4. 결 론

본 연구는 생체재료의 경우 기계공학에서 수행하여 오던 전

통적인 실험으로는 비선형 특성을 보이는 생체재료의 행태를 

이해하기가 용이하지 않기 때문에, 식 (18), (23), (24)와 같은 

해석 솔루션을 이용하여야 한다는 것을 보여주었다.
또한 본 연구는 잘 계획된 실험을 통하여 스트레인 에너지함

수를 찾아 생체재료의 거동을 예측할 수 있음을 보여주었다. 
추가적인 연구에서 필요한 것은 생체재료 역시, 유사한 비선

형 거동을 보이는 고무재료를 해석할 수 있는, 즉 식 (18)을 활
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용할 수 있는 스트레인 에너지의 응답함수인 과 를 평면 

2축 등가 실험(in-plane bi-axial test)을 통하여 간접적으로 유

추할 수 있는 실험계획이다.
이러한 스트레인 상수를 제어할 수 있는 실험계획을 수행할 

수 있는 실험 장치를 통하여 물질 상수를 유추할 수 있다면, 
실시간으로 발생하는 생체재료의 비선형 거동을 예측하는 것

이 가능하며, 추가적인 연구를 통하여 의료시술 방법의 개선에 

대한 방향성을 제시할 수 있을 것으로 판단된다. 
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