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입력 제한 조건을 고려한 불확실성 시스템의

출력 귀환 LPV 제어

Output-feedback LPV Control for Uncertain Systems with
Input Saturation

김 성 현*

(Sung Hyun Kim1)
1School of Electrical Engineering, University of Ulsan

Abstract: This paper tackles the problem of designing a dynamic output-feedback control for linear discrete-time norm-bounded 
uncertain systems with input saturation. By employing a LPV (Linear Parameter Varying) instead of LTI (Linear Time-Invariant) 
control, the useful information on interpolation parameters appearing in the procedure of representing saturation nonlinearity as a 
convex polytope is additionally applied in the control design procedure. By solving the addressed problem that can be recast 
into a convex optimization problem characterized by LMIs (Linear Matrix Inequalities) with one prescribed scalar, the vertices 
of convex set containing an LPV output-feedback control gain and the associated maximal invariant set of initial states are 
simultaneously obtained.
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I. 서론

제어 대상 시스템이 입력 제한을 가지는 것은 물리적으

로 보편적인 현실이기 때문에 이러한 시스템을 제어할 때 

입력 제한 조건을 고려하는 것은 당연한 일이며 이로 인해 

현재 학계 제어공학 회에서 역시 이에 상당한 관심을 보이

고 있다[17-19]. 실제 입력 제한 조건을 명확히 제어기 설계 

시 반영하려는 결과가 다양한 문헌에 출간 되어져 있다. 그
중에 입력 제한 조건을 가진 시스템에 대한 국부 안정화와 

관련된 주요한 접근법이 [1,2,6,7,9,13]에 잘 나타나 있다. 그
중에서 저출력 제어기를 설계함으로 입력 제한 조건을 회

피하는 제어 기법은 제한 조건에 해당하는 비선형 특성을 

제어기 설계 과정에서 무시할 수 있도록 해주는데, 이는 입

력 제한 조건을 제어 알고리즘에 하나의 충분조건으로 포

함될 수 있도록 해주는 역할을 한다[1,9,13]. 그러나 이러한 

접근법은 저출력 제어기를 지향하기 때문에 너무 보수적이

며 또한 Attraction 영역의 축소화와 제어기 성능 저하를 일

으킨다는 것이 문헌에 보고되어져 있다.
한편 입력 제한 조건을 직접적으로 다루는 접근법은 시

스템 안정화를 위한 고출력 제어기 설계를 용이하게 해주

며 또한 이는 Attraction 영역을 극대화 하는데 주요한 역할

을 하게 된다. 그러나 이러한 접근법은 입력 제한 조건에 

해당하는 비선형 특성을 직접적으로 다루어야 한다는 취약

점을 가지게 된다. 그래서 최근 [2,6,7,10,11]에서 이러한 비

선형 특성을 효율적으로 다루기 위해 두 개의 폴리토픽 표
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현 방법을 제안하고 있다. 그중 하나는 제어 제한 조건의 

정도를 나타내기 위해 제한된 값을 가진 계수를 사용하는 

방법인데 이는 [10]에 의해 처음으로 제시된 방법이고 실제 

이를 기반으로 다양한 입력 제한 조건 문제가 풀리고 있는 

추세이다[11]. 또 다른 하나는 요소별 입력 제한 조건을 가

진 시스템을 안정화 시키는 피드백 제어기의 설제를 위한 

자유도를 높이기 위해 보조 제어 벡터를 추가로 사용하는 

것이다. 이 같은 표현 방법은 [6]에 의해 처음으로 제안되

었는데 이는 입력 제한 조건을 충분히 다룰 뿐 아니라 동

시에 외부 외란에 의한 반응을 완전히 소멸하는데 아주 유

용하게 사용되고 있다[2,7].
최근에 전자의 표현법은 입력 제한 조건을 고려한 불확

실성 시스템의 견실 국부 안정화에 활용되고 있다[5,16]. 이
중 [16]에서 저자는 입력제한 조건을 가진 이산 불확실성 

시스템에 대한 국부 상태 피드백 안정화 문제를 다루었는

데 여기서 선형 행렬 부등식(LMI: Linear Matrix Inequality) 
조건을 통해 이 문제를 풀기위해 설계자는 몇 개의 양의 

값을 가지는 수를 초기에 선택해줘야 한다. 그리고 [5]에 

저자는 입력 제한 조건을 가진 연속 시간 불확실성 시스템

의 국부 출력 피드백 안정화 문제를 다루었는데 여기서 안

정화 피드백 알고리즘과 그에 관한 초기조건 집합을 동시

에 결정해 주었다. 그러나 [5]에서 제안한 조건은 비선형 

행렬 부등식의 형태로 표현되기 때문에 이를 풀기위한 추

가적인 반복 이완 최적화 기법을 제안 하였다. 한편 문헌의 

조사에 따르면 후자의 표현법은 입력제한 조건을 가진 불

확실성 시스템에 대한 강인한 국부 안정화 문제에 드물게 

활용되어 졌다. 물론 [6]의 결과를 기반으로 강인한 국부 

안정화 제어기를 설계하는데 문제가 없어 보이나 실제 출

력 피드백 제어기 설계 시 상태 피드백 제어 시스템의 경
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우에서 고려되지 않은 문제로 인해 도출된 어려움이 쉽게 

풀려지지 않게 된다.
그래서 본 논문은 입력 제한 조건을 고려한 강인한 국부 

안정화 출력 피드백 제어기 설계 문제와 초기 조건의 불가

변성 영역을 최대화 하는 문제를 동시에 다루려 한다. 이때 

제어기 설계에 필요한 조건을 선형 행렬 부등식으로 표현 

하기위한 테크닉을 소개할 예정이다. 상세히 말해, 본 논문

은 입력 제한 조건에 따른 비선형적 특성을 폴리토픽 표현 

형태로 바꿈으로 그 조건을 선형 행렬 부등식 조건에 명확

히 포함되게 만들었다. 그리고 선형 시 불변 (LTI) 제어기 

형태가 아닌 선형 파라미터 변형 (LPV) 형태의 제어기를 

설계함으로 제어 성능을 더욱 향상 시켰다. 주어진 선형 행

렬 부등식은 MATLAB 툴을 이용해서 수치적으로 풀어, 선
형 파라미터 변형 제어기의 이득 값과 그에 관련된 최대 

초기 조건 불변 영역을 동시에 찾게 되었다. 그 획득한 폴

리토픽의 꼭짓점들을 이용해서 실시간 보간법 기반 최적화

된 제어이득 값을 결정하였다. 제안된 방법은 제어 입력이 

그 한계까지 구동될 수 있도록 가능하게 하며 그 조건이 

선형 부등식 행렬 (LMI) 형태로 주어지기 때문에 비선형 

부등식 행렬 (BMI) 조건을 도출하는 다른 강인 제어 기법

에 비해 그 설계가 용이하다 할 수 있다.
본 논문의 구성은 다음과 같다. 제 II 장에서는 본 논문

에서 다를 시스템을 소개하고 그에 따른 몇 가지 가정을 

제시할 것이다. 제 III 장에서는 불가변성 영역을 위한 조건

과 선형 파라미터 변형 제어기 설계를 위한 과정을 설명하

게 된다. 제 IV 장에서는 예제를 통해 주어진 제어 알고리

즘의 타당성을 검증하게 되고 마지막 V 장에서 결론적 요

약을 할 예정이다.

II. 전체 시스템과 기법 소개

다음 주어진 이산 시간 불확실성 시스템을 고려하자

  
 

     

여기서 ∈ , ∈ ,  ∈, ∈, 
∈는 각각 시스템 상태, 출력, 제한된 제어 입력, 제
어 입력, 입력 제한 레벨을 나타낸다. 또한 A와 B는 일정

한 값을 가지는 실수 행렬을 나타내고 와 

는 주어진 시스템의 불확실성을 나타내는데 다음의 조건을 

만족한다.

      (1)

여기서 ∈ × 은   ≤ 을 만족하는 시변 

행렬이고 H와 , 은 적당한 크기를 가지는 고정된 행

렬이다. 그리고 제한된 입력을 나타내기 위해 사용한 함수 

  →의 정의는 다음과 같다.

    
 ⋯ 

 (2)

여기서 와 는 각각 와 의 번째 요소를 나타낸다. 

[6]에서 제안한 다음 보조정리를 사용함으로 우리는 제한 

조건에 의한 비선형 특성을 다룰 계획이다.
보조정리 1: 를 ×크기의 0과 1의 값을 가진 대

각 행렬이라고 하자. 만일 모든 ∈에 대해 ≤


을 만족할 경우 다음 조건이 만족한다.

∈
  ⋯ (3)

여기서 는 의 원소가 되고 
 를 나타낸다.

주해 1: 다음 조건을 사용함으로 간섭계수 는 즉

시 매순간 와 를 측정함으로 계산해 낼 수 있다.

 
  




 



  




   
  




  

(4)

더군다나 우리는 본 논문의 주된 결과를 도출해 내기 위

해 다음의 보조정리를 사용하게 된다.
보조정리 2: 적당한 크기의 시스템 행렬   가 

주어졌다고 하자. 그리고 만일 아래 조건을 만족하는 

 와  가 존재한다면

 











   


  

   

 
  



 (5)

그러면 아래 조건을 만족하는  은 반드시 존재한다.

  



 


 

 
  ≤  (6)

증명: Schur's Complement에 의해 (6)식은 다음과 같이 

표현될 수 있다.

  
   (7) 

[8]으로부터 우리는  와  가 다음 조건을 만족

함을 알 수 있다.









≤








(8)

그래서 만일 다음 부등 조건이 만족하면

 






 (9) 

 


       (10)

식 (7) 역시 만족하게 된다. 그러면 (9)에 Schur's Comple- 
ment을 적용함으로 (5)가 유도되는데 이는 (10)에 의해 표

현되는 모든 조건을 포함하게 된다. ■

이제 다음의 형태를 가지는 동적 출력 피드백 선형 파라

미터 변형 제어기를 고려해보자.
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 
 

 
(11)

여기서   
  



  
 

 이고 ∈ 

은 제어기 상태 변수를 나타내는데 일반적으로 초기조건을 

0으로 두게 된다. 그러면 식 (11)을 기반으로 유도 되어진 

전체 시스템 식은 아래와 같다. 

 



 


 

 





 







(12)

여기서   
 

을 나타낸다. 이 상태 변수 

을 기반으로 제어 입력과 보조 제어 입력을 각각 다

음과 같이 재구성되어 지게 된다.

      (13)

      (14)

그러면 보조정리 1에 의해 만일 ≥ 대해 상태변수 

가 의 영역에 존재 한다면

  ∈   ≤     ≤  (15)

다음의 등식이 성립한다.

 
  



     
    

그래서 ∈  조건하에 전체 시스템을 다음과 

같이 재구성되어 질 수 있다.

   (16)

여기서 

 
  



 
   

  



 
  ,


 



 


 

 



 


  

  











 







 





 


 

 
,




 



        




 


 








 


 

 
.

 
III. 제어기 설계

아래 정의된 타원체의 집합 (Ellipsoidal Set)을 고려하자.

  xcl∈R n  xclTPxcl ≤ P . (17)

만일 아래 조건을 만족하면 (17)에 주어진 타원체 집합 

을 Contractive Invariant (CI) 되어졌다고 말한다.

  




∈
(18)

다음 보조정리에서 우리는 타원체 집합 의 CI을 위한 

조건을 나타낸다.
보조정리 3: 다음 조건을 만족하는  가 존재한다면

 



 


 


  

  ∀∈  (19) 

 ⊂  (20)

(17)에 정의된 는 전체 시스템에 대해 CI 조건을 만족

하게 된다.
증명: 전체 시스템의 초기조건 이 타원체 집합

  내에 존재한다고 가정하자. 그리고 만일 식 (18)에 

있는 조건이 만족한다면 상태변수 은 항상 그 타원

체 집합 에 존재하게 되고 가 증가됨에 따라 상태

변수 는 원점으로 수렴하게 된다. 더군다나 만일 식

(20)에 있는 조건이 만족한다면, 상태 변수의 변화는 전체

시스템에 의해 결정되어 지게 되고 이로써 식 (18)은 다음

과 같이 변형되어 질 수 있게 된다.

 
 (21)

여기서 Schur's Complement를 사용함으로, 식 (21)은 다음과 

같이 재구성되어 지게 된다.

 



 


 

 
  (22)

식 (19)에 주어진 조건을  로 곱하고   부터   

까지 더하게 되면 식 (22)에 주어진 조건이 나오게 된다. 

그래서 만일 (19) 식의 조건이 모든   ⋯에 대해 만

족하게 되면 (22) 역시 모든 불확실한 성분으로부터 그 조

건을 만족 시키게 된다. 따라서 식 (19) 와 (20)에 있는 조

건을 통해 상태 변수 가 항상 타원체 집합 에 

존재하는 것과 그 값이 값의 증가에 따라 원점으로 수렴

함을 보일 수 있다. ■

더군다나 보조정리 2로부터 우리는 다음 조건이 만족되

어 지면 식 (19)의 조건 역시 만족됨을 알 수 있다.

 











P   

Acli P  
E i  I 

 H T  I
 ∈  (23)

여기서 을 나타낸다. 본 논문에서 우리의 또 다른 

한 목표는 초기 조건이 존재할 Invariant Set을 가능한 최대

로 확장하는 것이다. 즉 의 프로젝션 영역을 나타내

는 Pr의 크기를 최대화 하는 것이다. 이를 위해 

우리는 다음과 같이 정의된 제한된 Convex 집합을 고려한

다.

 ii i  i∈q (24)

여기서 은 Convex Hull을 나타내고 는 그 집합의 

꼭짓점을 나타낸다. 그리고 는 여기서 i i∈q가 

원점을 포함하도록 초기에 선정되어 질 수 있다. 그러면 다
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음 조건 하에 ⋯을 증가시킴으로

 ⊂ Pr (25)

우리는 Pr의 크기를 최대화 할 수 있고 또한 수

식 (24)에 정의된 집합 의 크기도 키울 수 있다. 이는 각 

꼭짓점들이 에 의해 조절될 수 있기 때문이다. 결론적으

로 우리는 다음의 최적화 문제를 풀 계획인데 이를 LQS 
(Local Quadratic Stabilization)라고 [5]은 명시하였다.

 max ⋯q subject to (20), (23), (25).

다음 정리에서 우리는 위의 최적화 문제를 풀 수 있는 

방법을 제시할 것이다. 우선 이에 앞서 우리는 와 를 

다음과 같이 둔다.




 


 

 
 




 


 

 
(26)

여기서 모든 원소 행렬은 ×을 만족한다.

정리 1: 와 의 값이 주어졌다고 하자. 그리고 만일 

선정된 값에 대해 아래 최적화 조건을 만족하는  , 
 , 

 , , , 
 ,  , , 가 존재 한다면

min⋯ (27)

 











     
     


 

    


 

    


 

    

     

 ∀∈  (28)

≤









 

  
  

  ≤

 ∀∈ (29)

≤



 


 

 
 ∀∈ (30)














 




 

 






 




 




 





 




 

 

 

 

(31)

전체 시스템의 점근적 안정성은 아래 절차를 통해 설계된 

동적 출력 피드백 LPV 제어기를 통해 보장되어지게 된다.
• 오프라인 절차

ㄱ) 식 (27)~(30)에서 주어진 조건을 만족하는 
 ,,,


 , ,,,, ,을 얻는다.

ㄴ)  을 이용해서 와 를 찾는

다. 그리고 그 결과와  식을 이용해서   을 

찾는다.

ㄷ) 식 (31)을 이용해서 


를 구한다.

• 온라인 절차

ㄹ) 식 (13)을 이용해서 와 를 찾아낸다.
ㅁ) 위 결과를 이용해서 식 (4)로부터 값을 복원하

고 이로부터 아래의 LPV 제어기 이득 값을 계산한다.

   
  




  
 



증명: 우선, 식 (19)의 조건이 식 (28)의 조건으로 변형될 

수 있음을 보일 것이다. 이를 위해 우리는 아래 행렬을 하

나 정의한다. 





 


 

  
∈ × . (32)

일반적으로 식 (32)에서 우리는 행렬 가 풀 랭크를 가

진다고 가정할 수 있다[15]. 식 (23)의 조건 왼쪽과 오른쪽

에 각각  
와 

를 곱함으로 우리는 

아래 조건을 얻을 수 있다.

 











W TPW   

W TAcli PW W TPW  
E iPW  I 

 H TW  I
 (33)

더구나 식 (33)의 행렬식 내에 있는 요소 행렬은 다음과 같

이 주어진다.





 


 

 
 (34)


 





 




 



 




(35)

 
  

 


 
(36)

       . (37)

여기서 
 , , , 

 은 식 (31)에 정의 되어져 있다. 

식 (34)~(37)을 식 (33)에 대입함으로 식 (28)의 조건이 얻어

지게 된다. 다음으로 식 (20)의 조건이 식 (29)의 조건으로 

변형될 수 있음을 보일 것이다. 우선, 식 (20)의 조건은 다

음과 같이 표현될 수 있다.

       
 ≤  ≤


∀∈ (38)

여기서 ∈은 의 번째 대각 원소를 나타낸다. 

Schur's Complement를 이용해서 식 (38)에 있는 조건을 변형

하면 다음과 같다.

≤



 


   

 
 ≤



∀∈ (39)

식 (38)의 첫 번째 부등식 조건 오른쪽 왼쪽에 각각

 
와 

를 곱하고 또 식 (34)의 등식과 
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그림 1. 시간 변화에 따른 상태 변수 변화 과정.
Fig. 1. (a) State trajectories (dot line); maximal invariant  

ellipsoidal set obtained by our method, Pr , 
(outer solid line); maximal invariant ellipsoidal set 
obtained by low gain control method in [1], 
Pr , (inner solid line); and linear region of the 

saturation (dash-dot line), Pr , (b) saturated 

input trajectories,   .

아래 등식을 이용함으로

       (40)

우리는 식 (29)의 조건을 얻을 수 있다. 마지막으로 식 (25)
의 조건이 식 (30)의 조건으로 변형될 수 있음을 보일 것이

다. 우선, 식 (38)의 조건은 다음과 같이 기술 될 수 있다.


 ≤ 

 ∀∈ (41)

따라서 Schur's Complement에 의해, 식 (30)의 조건이 얻어

지게 된다. ■

선정된 값에 의해 정리1의 최적화 문제를 풀므로 우리

는 출력 피드백 LPV 제어기를 구성하는 Convex 집합의 꼭

짓점들을 얻을 수 있게 되었고 이에 동시에 초기 조건이 

존재할 수 있는 최대 Invariant 집합 을 계산 할 수 있

게 되었다. 또한 그 꼭짓점들을 이용해서 우리는 실시간으

로 제어기 이득 값이 변하는 LPV 제어기를 입력 제한이 

가해진 대상 시스템에 적용할 수 있게 되었고 이에 필요한 

계수 를 어떻게 구하는 그 방법을 제시해 주었다.

주해 2: 식 (31)을 참고하여 주목할 수 있는 사항은 제

어기 이득 행렬 


  대신 를 사용할 경우 주

어진 최적화 문제가 비선형 행렬 부등식 조건식으로 표현 

되어 진다는 것이다. 그리고 그 해 역시 보수적인 결과가 

산출되어 진다.

IV. 수치적 예제

제안된 출력 피드백 제어 알고리즘의 타당성을 검증하기 

위해 우리는 다음의 시스템을 고려한다.




 


 

 
,  


 





,      ,




 





,      ,  . 

입력 제한 조건: ≤    ⋯

∈ T T T  T,   .

위 대상 시스템에 대한 출력 궤한 LPV 제어기를 설계하기 

위해 우선 정리1에 주어진 최적화 조건을 MATLAB LMI 
툴박스를 이용해 풀면, 다음과 같은 제어기 이득 값이 나오

게 된다.

 




 


 

 
, 




 


 

 
,

 




 





, 




 





,

      ,  . 

그리고 동시에 얻게 된 Maximum Contrastive Invariant 
Ellipsoid Set의 평면 위로의 프로젝션 된 결과 

Pr이 그림 1(a)에 그려졌다.
그림 1에서 내부 실선은 입력 제한 조건을 회피하는 접

근법으로 얻게 된 최대 크기의 Contrastive Invariant 
Ellipsoidal Set Pr을 나타내는데 여기 내부에 상

태 변수가 머물게 되면 저출력 제어 입력이 사용 되어 지

게 된다. 그래서 두 집합 Pr와 Pr을 

비교해보게 되면 본 논문에서 제시한 방법에 의한 집합이 

훨씬 더 큼을 알 수 있다. 이는 곧 본 논문에서 제시한 방

법이 국부 안정화 조건에서 더 넓은 초기 조건 영역을 확

보함을 의미하게 된다. 예를 들어 아래의 초기 조건을 고려

하자.

      

이 초기 값은 Pr  내에 존재하지는 않지만 (곧, 

입력 제한 조건을 회피하는 방법으로는 안정화가 되지 않

는 초기 조건) Pr  내에 존재함을 알 수 있다. 결
국 정리1로부터 얻게 된 제어기 이득으로 시스템을 안정화 

시킬 수 있다는 의미인데 이에 대한 검증이 그림 1(b)에서 

이루어 졌다. 동시에 주목할 가치가 있는 것은 그 상태 변

수의 값이 예상된 바와 같이 Pr  영역을 벗어나지 

않는 다는 것이다. 또한 제어기 입력 한계 치인 1의 값을 

넘어 서지 않고 있다는 사실이다.

V. 결론

본 논문에서 우리는 입력 제한 조건을 고려한 불확실성 

시스템의 제어를 위한 출력 피드백 LPV 제어 기법을 소개 

하였다. LTI 제어 기법이 아닌 LPV 제어 기법을 사용함으

로 정리1에 제안된 최적화 문제의 조건을 명확히 선형 행

렬 부등식 형태로 표현되어 지게 되었다. 수치 해석 툴을 

이용해 정리1의 최적화 조건을 풀므로 우리는 주어진 시스

템을 안정화시키기 위한 LPV 제어기의 구성 꼭짓점을 얻

을 수 있게 되었고 동시에 Maximum Contrastive Invariant 
Ellipsoid 역시 얻을 수 있게 되었다.
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