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무작위수생성을 위한 부 페레즈 함수

1)배성일*

The Sub-Peres Functions for Random Number

Generation

Sung-il Pae*

요 약

이논문은무작위수생성을위한페레즈함수와같이재귀적으로정의된부페레즈함수에대하여논한다. 페레

즈함수와같이두개의인자함수를쓰는대신, 부페레즈함수들은한개의인자함수만을이용하여정의된다. 따라

서당연히그출력효율은페레즈함수에비하여낮고, 점근적으로최적효율을내지도않는다. 그러나,  log
의 시간복잡도를 갖는 페레즈 함수에 비하여, 부 페레즈 함수들은 선형시간, 즉 의 시간에 실행된다. 더구

나, 이 함수들은 하나의 인자함수를 쓰기 때문만이 아니라 꼬리재귀함수로서 간단한 반복수행에 의해 구현되어 페

레즈함수보다더적은메모리로구현될수있다. 그럼에도, 이함수들은널리알려진선형시간알고리즘인폰노이

만방법보다출력효율이최대두배이상높다. 따라서, 이방법들은모바일기기와같은제한된계산자원을가진

환경에서폰노이만방법대신이용될수있다. 이 논문에서는이러한부페레즈함수들의실행시간과정확한출력

효율을분석하여, 페레즈함수를비롯한다른무작위수생성을위한방법들과비교한다. 그리고, 부페레즈함수들

의 구현에 대하여 논한다.
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Abstract

We study sub-Peres functions that are defined recursively as Peres function for random number

generation. Instead of using two parameter functions as in Peres function, the sub-Peres functions

uses only one parameter function. Naturally, these functions produce less random bits, hence are

not asymptotically optimal. However, the sub-Peres functions runs in linear time, i.e., in 

time rather than  log as in Peres's case. Moreover, the implementation is even simpler
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than Peres function not only because they use only one parameter function but because they are

tail recursive, hence run in a simple iterative manner rather than by a recursion, eliminating the

usage of stack and thus further reducing the memory requirement of Peres's method. And yet, the

output rate of the sub-Peres function is more than twice as much as that of von Neumann's

method which is widely known linear-time method. So, these methods can be used, instead of von

Neumann's method, in an environment with limited computational resources like mobile devices.

We report the analyses of the sub-Peres functions regarding their running time and the exact

output rates in comparison with Peres function and other known methods for random number

generation. Also, we discuss how these sub-Peres function can be implemented.

▸Keywords : random number generation, randomizing function, Peres function,

sub-Peres function, von Neumann method

I. 서 론

1. 폰 노이만의 방법

앞뒤가 완벽하게 같은 이상적인(ideal) 동전이 있다고 가

정하자. 이동전을던졌을때, 직관적으로예상할수있는결

과는 아마도 앞면이 나올 확률과 뒷면이 나올 확률이 같다는

것일 것이다. 2004년, Diaconis 등은 이와 같은 예상에 반

하게도, 앞면을 위로 해서 던졌다면 그 결과로 앞면이 나올

확률이 0.51보다 크다는 사실을 동전던지기의 역학적

(mechanical) 과정을연구하여수학적으로엄밀하게증명하

였다[1, 2]. 이 사실은 진성무작위수 공급원의 통계적 성질

을 제어하기 힘들다는 사실을 웅변적으로 말해주는 예이다.

편향이 있는 무작위수를 보정하는 가장 오래되고 유명한

방법은폰노이만(von Neumann)에 의해제안된다음의방

법이다[3]. 앞면이 나올 사건을 H라 하고 그 확률이 이고,

뒷면이 나올 사건을 T 라 하고 확률이  인 동전을

생각하자. 이때동전을두번던져서생기는확률적사건들은,

앞면이두번연속으로나오는HH, 앞면과뒷면이이어나오

는 HT, 뒷면과앞면이 이어 나오는 TH 그리고 뒷면이 두번

연속으로 나오는 TT로 네 가지가 있다. 이 중 HH나 TT의

경우 이 사건들을 무시하고 다시 동전을 두번 던지고, HT인

경우이를 0으로간주하고, TH가나오는경우1로간주하자.

이를 사상으로표현하면, 출력이없는경우를 λ로표현할때,

↦↦↦↦

로 나타낼 수 있다. 그러면

Pr이나올사건 Pr  

Pr이나올사건 Pr  

이되어, 위방법이 0을출력할확률과1을출력할확률이 

로같음을알수있다. 따라서주어진동전의편향 의값에

상관없이이방법에의해출력되는 0과 1은항상같은확률로

나타난다.

2. 진성무작위수와 편향의 교정

무작위수는그생성(generation)의관점에서크게유사무

작위수(pseudorandom number)와 진성무작위수(true

random number)로 나눈다. 유사무작위수는 정해진 알고

리즘에의해생성되어, 그통계적성질이미리잘연구되어져

서 그 쓰임새에 적합하도록 설계할 수 있고, 또한 컴퓨터의

속도만큼 빠르게 대량으로 생성할 수 있고, 무엇보다도 재생

성(reproduce)할 수있다는것이장점이다. 반면, 진성무작

위수는생성자가제어할수없는공급원(source)으로부터만

들어 진다. 예컨대, 우주공간으로 부터 감지되는 방사선, 전

기저항의 열잡음(thermal noise), 그리고 동전이나 주사위

던지기도 진성무작위수의 공급원으로 볼 수 있다.

진성무작위수는 재생성이 가능하지 않고, 유사무작위수에

비해 대량으로 생성하기는 쉽지 않다. 그럼에도 진성무작위

수를반드시필요로하는응용분야가있는데, 그 중 대표적인

것이 암호이다. 예를 들어 암호화를 위한 키생성에 무작위

수를 필요로 하는데, 유사무작위수의 예측가능성은 암호시스
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템에 치명적이다.

진성무작위수는그생성법의특성상통계적성질을제어하

기쉽지않다. 예를들면, 데스크탑컴퓨터에장착할수있게

만들어진 인텔의 무작위수 생성기는 전기저항의 온도에 따른

미시적 가변성에 기반하여 0과 1의 열(sequence)을 생성하

는데, 그 비율이같지않아서보정을해주어야한다[4]. 또

한 무작위수의 균등성(uniformity)은 암호의 보안성에도 중

요한데, 만약 암호에 쓰이는 무작위수가 편향되어(biased)

있다면, 이 성질이 그 암호체계를 공격하는데 쓰일 수 있다.

매우 간단하고 오래된 방법이지만, 폰 노이만의 방법은 실제

로인텔의무작위수생성기를비롯한여러진성무작위수생성

에서 그 공급원의 편향성을 보정하기 위해 널리 쓰인다[4].

보편화 되어가는 모바일 계산환경에서도 암호는 여러 측면에

서 중요하게 쓰이고, 따라서 계산자원이 제한된 모바일 환경

에서작동하는 간단하고효율적인진성무작위수의생성은중

요하다. 이때, 주목할 측면은 시간복잡도(time

complexity)와 공간복잡도(space complexity), 그리고 주

어진공급원에대해얼마나많은무작위수를생성하는가하는

출력효율에관한측면인데아래에서는이러한측면에서폰노

이만의방법과 또다른방법인페레즈의방법에대해논한다.

3. 페레즈의 방법

진성무작위수의 생성에서 출력효율(output rate)은 공급

원의 입력에 대한 평균출력의 비율이다. 예컨대, 앞에 예를

든폰노이만방법에서동전던지기의횟수에대하여얻게되

는평균출력비트의비율이다. 실제로진성무작위수의공급

원이 제한된 자원일 수 있고, 또한 많은 출력을 필요로 하는

경우 출력효율은 진성무작위수 생성법 성능의 중요한 잣대가

된다. 폰노이만의방법을이용하여편향이 인동전을보정

하는 경우, 하나의 출력을 얻기 위해 평균적으로 번의

동전던지기를 해야 함을 쉽게 보일 수 있다.







≥ 

이므로, 하나의 출력을 얻기 위해 적어도 평균 4번의 동전던

지기를해야함을알수있다. 이는편향 와무관하게성립

하고, 편향 가 0.5에서멀어질수록더많은수의동전을던

져야한다. 이사실을출력효율로바꾸어말하면, 한번의동

전던지기에 대해 얻게 되는 평균 비트수는 0.25보다 편향과

상관없이 적다.

편향된무작위수보정법의효율성은그공급원의엔트로피

에의해제한되는데, 이를엔트로피한계치(entropy bound)

라 부르자. 여기서 엔트로피는 클로드 샤논(Claude

Shannon)에 의해 정의된 엔트로피를 말한다 [5, 6]. 편향

인 동전의 경우 그 엔트로피는  log   log이고,
어떤보정법의출력효율도이엔트로피보다작다는것이알려

져 있다. 만약 주어진 동전의 편향 가 0.3이라면, 이에 대

한 엔트로피는 대략 0.881이고, 이 경우 폰 노이만 방법의

출력효율은 ⋅  로서 엔트로피 한계치보다 네

배 이상 나쁨을 알 수 있다.

그러므로 폰노이만 방법보다 더 효율적인 방법이 있는가

하는 질문이 자연스럽게 생긴다. 여러 사람들이 이 질문에

대한답으로서, 폰노이만의방법보다더효율적인방법을제

시하였는데, 실제로효율성이엔트로피한계치에임의로가까

와지는 보정법들이 존재한다[7, 8]. 다만 이 방법들은 계산

적으로 더 복잡하고, 효율성이 엔트로피 한계치에 가까운 방

법일수록 한 번에 많은 수의 동전을 던져야 한다. 예를 들

어, 표 1에의해정해지는함수 는한번에네번의동전을

입력으로받아들여서최대두개의 0 또는 1을출력한다. 이

경우 출력효율은

⋅  ⋅  ⋅  ⋅

인데, 대략 폰 노이만의 방법보다 두 배 가량 더 크다.

주어진 입력의 편향성(bias)과 상관없이 출력의 확률분포

가 일정하게 되는 함수를 무작위화함수(randomizing

function)이라 부르자[9, 10]. 위에서 언급한 보정법들은,

함수로 볼 때, 모두 무작위화 함수들이다. 무작위화 함수의

조합론적성질을연구하면출력효율이최적인(optimal) 무작

위화함수를 찾을 수 있다. 이에 의하면 폰 노이만의 방법은

입력을한번에두개의입력을받아들이는무작위화함수중

최적임을알수있다. (실제로는, 폰노이만의방법이, 0과 1

을 바꾸어서 출력하는 경우를 같은 방법으로 간주할 때, 한

번에두개의입력을받아들이는유일한무작위화함수이다.)

따라서 더 효율적인 보정을 위해서는 한 번에 받아들이는 입

력의 길이가 길어져야함을알수 있다. 그리고 위에서 제시

한 는한번에입력을 4개받아들이는무작위화함수중최

적임을 증명할 수 있다.
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HHHH  HHHT 11

TTTT  HHTH 01

HHTT 1 HTHH 10

HTHT 11 THHH 00

HTTH 10 HTTT 10

THHT 01 THTT 00

THTH 00 TTHT 11

TTHH 0 TTTH 01

표 1. 페레즈함수 
Table 1. Peres Function 

페레즈 함수는 출력효율이 엔트로피 한계치에 다가가는,

알려진점근적최적무작위화함수중계산복잡도가가장낮은

함수로서 입력길이 에 대하여  log의 시간복잡도를
갖는다. 페레즈함수는시간복잡도가낮을뿐아니라, 구현이

간단하고적은메모리를필요로한다는장점이있는데, 이 사

실의 주된 이유는 아주 간단한 재귀식에 의해 정의된다는 데

있다. 이 논문에서는페레즈함수와비숫한방식으로재귀적

으로 정의하여, 부 페레즈(sub-Peres) 함수라고 부르는 무

작위화 함수에 대하여 논한다.

페레즈 함수와같이 두개의 인자함수를 쓰는 대신, 부 페

레즈함수들은한개의인자함수만을이용하여정의된다. 따

라서당연히그출력효율은페레즈함수에비하여낮고, 점근

적으로최적효율을내지도않는다. 그러나, 자매논문인 [11]

에서 논의한바와같이, 무작위수생성에서의출력효율과시

간복잡도 사이의 트레이드오프(tradeoff)가 페레즈함수와 부

페레즈 함수 사이에도 성립하는데,  log의 시간복잡
도를 갖는 페레즈 함수에 비하여, 이 부 페레즈 함수들은 선

형시간, 즉 의 시간에 실행된다. 더구나, 이 함수들은

꼬리재귀함수(tail recursive function)로서 간단한 반복수

행에 의해 구현되어 이미 적은 메모리를 요구하는 페레즈 함

수보다 더 적은 메모리로 구현 될 수 있다. 그럼에도, 이 함

수들은널리알려진선형시간알고리즘인폰노이만방법보다

출력효율이최대두배이상높다. 따라서, 이방법들은모바

링기기와같은제한된계산자원을가진환경에서폰노이만

방법 대신 이용될 수있다. 이 논문에서는이러한부 페레즈

함수들의 실행시간과 정확한 출력효율을 분석하고 그 구현에

대하여 논한다.

II장에서는 무작위화 함수에 대한 이론과 페레즈 함수의

정의, 출력효율, 시간복잡도등을개략적으로설명한다. III장

에서는부페레즈함수를정의하고, 시간복잡도와출력효율을

분석하여 페레즈 함수와 다른 무작위화 함수에 관련한 주요

지표와 비교한다. 특히 출력효율을 분석하는 방법론에 대하

여 자세히 다룬다. IV장에서는 위의 분석결과를 바탕으로,

부 페레즈 함수의 응용에 대하여 논한다.

II. 배경 및 관련 연구

1. 무작위화함수

개별시행이독립이고각시행에서의편향이동일한무작위

수 공급원을 베르누이 공급원(Bernoulli source)이라 한다.

이 논문에서는 항상 베르누이 공급원을 가정하고, 이진수열

∈는 베르누이 공급원으로부터 개의 비트를 독립

적으로 뽑은 것으로 가정한다. 그리고 따로 정하지 않는 한,

우리가 논의하는 베르누이 공급원의 편향은 0이 나오는 확률

라고쓰고, 1이 나오는확률을  로정하기로하자.

무작위화 함수   →는베르누이 공급원으

로부터길이 인 입력을 받아서, 그 함수값으로서 각비트가

편향없고 독립인 이진수열(binary sequence)을 출력한다.

정확한 정의를 위해 는 입력,   로서 함수 의 출

력이라 하자. 이진수열 에 대해  은 의 번째 비트를

나타내고,  은 처음 개의 비트로 이루어지는 이진수열

을 뜻한다. 그러면 무작위화 함수는 다음과 같이 정의할 수

있다.

정의 1 [7, 10] 함수   →는, 각 과 길

이  인 이진수열 에 대하여, 그리고 모든 편향값 에

대하여, 다음의 조건을 만족할 때 무작위화 함수라 부른다.

Pr        
 Pr       

특히, 입력의 길이 을 강조할 필요가 있을 때, -무작위화

함수라고 부른다.

길이가 인이진수열의집합 의원소들중 1의개

수가 인 것들의 부분집합을 라 하면, 
는 

개의 같은 확률을 가진 이진수열들의 집합으로 다음과 같이

나누어 진다:

  ∪∪⋯∪
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이제 의 크기, 의 이진수전개를 생각하자:

  
 

  ⋯ 


이고, 이때    ⋯  ≥ 이다. 이와 같이 주

어졌을 때, 다음과 같이 함수 를 정의하자.

   
 

  ⋯ 


.

그러면, -무작위화 함수의 최대출력효율에 대한 다음의 사

실이 성립한다.

정리 1 [9, 10]입력의길이가 인무작위화함수의최대

효율은 






이다.

위에 주어진 최대효율을 만족하는 함수는 일라이어스[7]

에 의해 처음 제안 되었고, [10]에서 최적 -무작위화 함수

임이 증명되었다.

우리가이논문에서다루게되는무작위화함수는각출력

길이 에대해 의모든원소에대해같은확률의출력

을갖는데, 이런무작위화함수를추출함수라부르고, 다음과

같이 정의한다.

정의 2 [8, 10] 함수   →가, 모든 편향

에 대하여, 길이가 같은 이진수열 과 에 대하여

Pr     Pr   

이면, 를 추출함수라 부른다.

함수 가 추출적이라는 것은, 동확률 부분집합 에서

각출력길이 에대해 의모든원소를같은횟수로출

력한다는 것과 동치조건이다. 추출함수는 무작위 함수이고,

우리가 논할 페레즈 함수와 부 페레즈 함수는 추출함수이다.

2. 페레즈 함수

2.1 페레즈 함수의 정의

페레즈함수 는폰노이만함수와두가지특별한인자함

수 와 를이용하여재귀적으로정의한무작위화함수인데,

다음과 같이 정의된다.

  

여기서 *는 연결(concatenation) 연산이고, 은 폰노이만

함수이다. 함수 와 는 다음과 같이 정의된다.

         

          

함수 는 XOR(exclusive-or) 연산이고, 함수 는 폰노이

만 함수의 보함수(complement)로 볼 수 있다. 이 세 개의

함수는 모두 길이가 2인 입력에 대하여 정의되어 있으나, 다

음과같은식으로임의의이진수열에대하여 확장할수있다.

우선 길이가 짝수인 경우,

  ⋯

로 정의하고, 입력의 길이가 홀수인 경우에는 마지막 비트를

버리고 남은 입력을 취한다. 함수 와 도 비슷한 식으로

확장한다. 그러면 위의 페레즈함수는 임의의 길이의 입력에

대하여 정의 된다.

본질적으로위의정의와같으나재귀호출의깊이가제한되

지 않는 다음의 함수를 생각하자.

 

이함수역시 와같이모든입력길이에대하여정의되고역

시페레즈함수라고부른다. 재귀호출의깊이가제한되지않

기 때문에 출력효율은 임의의 보다 더 크다.

페레즈함수가무작위화함수임을논하기위해, 우선입력

의 길이가 인 경우를 생각하자. 모든 입력중 1의 개수가

인입력을모아놓은집합 는폰노이만함수에대한출
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력의길이가 (1) 가홀수인경우, 1부터 까지사이의홀수

들이나올수있고, (2) 가짝수인경우, 0부터 까지사이

의 짝수들이 나올 수 있다. 다음의 부분집합

  ∈    

을생각하면, 를다시폰노이만함수의출력길이에따라

다음과 같이 나눌 수 있다.

  ∪∪⋯∪ 가짝수일때

∪∪⋯∪ 가홀수일때
(P)

이제 부분집합 은 다음과 같은 중요한 성질을 가진다.

보조정리 S [12]매핑   ↦   는

과 ××사이의 일대일 대응이다.

  ∈    

이 정리의 결과로서, 가 베르누이 공급원의 변수일 때,

, , 가 서로 확률적으로 독립이라는 사실

때문에 페레즈 함수는 무작위화 함수이다. 자세한 증명은

[12]를 참조한다.

따름정리 R [8, 12] 페레즈함수 , 그리고  ≥ 인자

연수에대하여 는추출함수이고, 따라서무작위화함수이다.

2.2 페레즈 함수의 출력효율과 시간복잡도

보조정리 S는 페레즈 함수의 조합론적인 구조를 밝힘으로

써, 페레즈 함수가 무작위화 함수임을 보이는데 중요한 역할

을 할 뿐 아니라 그 정확한 출력효율을 계산할 수 있도록 해

준다. 자세한계산은 [12]을 참조하고, 편향 에대한함수

의 출력효율 는 이 논문의 주제인 부 페레즈 함수의

출력효율과 함께 그림 1에서 볼 수 있다.

정확한출력효율대신, 각각의 에대하여이함수의점근

적 효율

  lim
→∞
E 

이다. 는 다음과 같은 재귀식을 만족한다.

   






 






주어진 편향 에대하여 이 재귀식을 풀면 입력이 무한히 커

질때 번째페레즈함수의효율의극한이되고, 이값은다시

재귀호출의깊이에해당하는 가무한대로다가갈때엔트로

피 한계치에 다가간다[9]. 그러나 정해진 와 유한인 입력

의 길이에 대하여는 그 효율이 최적이 아님을 알 수 있다.

함수 의시간복잡도를생각하자. 주어진길이 의입력

에대하여 함수 , , 는각각 의시간에계산이가

능함을쉽게알수있다. 그리고  의길이는각각

보다 크지 않기 때문에 다음 레벨의 재귀호출의 입력의

길이는기껏해야 가된다. 따라서페레즈함수  의시

간복잡도를 이라하면 은다음의식을만족한다.

   

따라서   log임을 알 수 있다. 이 시간복잡
도는 페레즈 함수 에도 그대로 적용된다.

III. 부 페레즈(Sub-Peres) 함수

1. 정의

다음과 같이 정의되는 두 함수를 생각하자:

′   ′ 
″   ″ 

이함수들은페레즈함수의인자함수를하나씩만이용하여역

시재귀적으로정의되는함수들이다. 페레즈함수와같은식

으로 짝수 길이의 이진수열에서 정의하고, 홀수 길이의 이진

수열에 대해서는 마지막 비트를 무시함으로써 임의의 길이의

이진수열에대하여정의된다. 이 함수들이무작위화함수가

됨은 페레즈 함수의 경우와 같이, 베르누이 공급원의 입력변

수 에대하여, , , 가확률적으로독립이
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그림 1. 부 페레즈함수들의출력효율
Fig. 1. Output Rates of Sub-Peres Functions

라는 사실(보조정리 S)로부터 도출된다.

정리 R′ 부페레즈함수 ′와 ″는무작위화함수이다.

페레즈함수와비교할때, 이 함수들의출력효율은페레즈

함수보다 낮으리라는 것을 쉽게 알 수 있다. 다른 흥미로운

측면은이함수들의계산복잡도가페레즈함수와는달리선형

시간복잡도를 가진다는 사실이다.

2. 시간복잡도

입력길이 에 대한 함수 ′의 시간복잡도를 이라

하자. 그러면 과 는각각선형시간에실행되므로길이 

인 입력 에 대하여 ′ 를 계산하기 위해 와

를계산하기위한실행시간은  

이다. 그리고   이므로, 재귀호출 ′ 를
계산하기 위한 시간은 가 된다. 따라서, 다음의 식

을 얻는다:

  

이 식에서 우변을 계속 전개해 나가면,

   

    ⋯

 

따라서 ′의 시간복잡도는 입력길이 에 대하여 선형으로

증가함을알수있고, 함수 ″의시간복잡도역시비슷한식
으로, 가 선형시간에 계산되고 ≤ 임을 이용하

여, 선형 시간복잡도를 가짐을 보일 수 있다.

3. 출력효율과 점근적 효율

3.1 입력길이에 대한 정확한 출력효율

위에정의한두 함수 ′와 ″의 출력효율은페레즈 함수
의 경우 [12], 또는 하이브리드 무작위화 함수의 경우 [11]

와비슷한방식으로계산할수있다. 다만그계산을위한재

귀식이약간 다르고, 다음과같이계산할 수 있다. 입력길이

에 대하여 동확률 부분집합 에서 함수 ′의 총출력
길이를 다음과 쓰기로 하자.
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′   
∈  

′ 

그러면 ′의 효율은 다음과 같이 쓸 수 있다:

′  
 





′  

따라서, 페레즈 함수의 경우와 같이, 효율 ′ 의 계산
은 ′ 의 계산으로 귀결되고, 다음의 재귀식을 얻게
된다:

′    















 
















′   (R1′ )

이제, (R1')의우변을보면, 좌변에서입력길이가 임에

도, 홀수 길이의 입력에 대한 호출이 이루어 질 수 있다. 따

라서, 홀수길이의 입력 를 받으면, ′는 함수 , 가 먼

저 적용되므로, 의 가장 마지막 비트를버리고남는비트열

′가 적용된 것과 마찬가지 이다. 이 과정은 와

∪사이의 일대일 대응을 주고, 우리의 경우

다음의 식이 만족함을 알 수 있다.

′   ′    ′   (R2′ )

이식을이용하면, 홀수길이의입력에대한 ′ 를 계산
할 수 있다.

또한,  인 경우,

′    ′   (R3′ )

그리고, 입력의 길이가 1인 경우 출력이 없으므로, 점화식의

초기조건으로서

′        (R4′ )

을 더함으로써, ′ 의 재귀적 정의가 식 (R1‘)--(R4’)
에 의해 완성된다.

같은식으로, 동확률부분집합 에서함수 ″의총출

력길이를

″   
∈  

″ 

라 하면, 역시 재귀식

″   





 



 





   ″ 

 
 (R1″ )

을얻고, (R2'')--(R4'')도 (R2')--(R4')와비슷하게얻는다.

이 재귀식들을이용, 다이내믹프로그래밍을통해 두함수

′과 ″의 값을 계산할 수 있는데, 예를 들어,

′        

″        

이 값들과 비교하기 위해 페레즈 함수의 경우,


∈

        

이다.

두 함수 ′과 ″의 값을 이용하여 ′와 ″의 정확한
출력효율을 계산한 결과를 그림 1에 제시하였다. 페레즈 함

수는 계산복잡도가  log인 것에 비하여 출력효율이
꾸준히 증가하여 엔트로피 한계치에 다가가지만, ′와 ″
는 계산복잡도가 인 장점이 있는 반면, 출력효율은 비

교적 짧은 입력 길이에서부터 아주 완만히 증가하여 거의 정

체함을관찰할수있다. 이는 [11]에서논의한바있는출력

효율과 계산복잡도 사이의 트레이드오프(tradeoff)가 이 경

우에도 성립함을 보여준다.

3.2 점근적 출력효율

위 결과에서,   의 경우, 두 함수 ′와 ″의 출력
효율이각각0.5와 0.3을넘지않으리라는것을예상할수있

으나, 좀 더 정확한 출력효율의 극한은 다음과 같이 계산할

수 있다. 우선, ′와 ″의 점근적 출력효율을 다음과 같이
정의하자:
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′   lim
→∞

′  

″   lim
→∞

″  

이제, 재귀호출의 횟수를 로 제한하는 함수를 다음과 같

이 생각하자:

′   ′ 
″   ″ 

이 함수들은 재귀호출의 횟수가 제한되므로, 각각 ′와 ″
에 비하여 출력효율이 낮으나, 다음과 같이, 그 점근적 효율

′과 ″ 이 재귀식으로표현되어그계산이가능하

게되어, 우리가애초알고자했던 ′ 과 ″ 의분석에
이용할수있다. 점근적효율 ′ 과 ″ 는각각, 가
무한대로갈때, ′과 ″ 의극한과같다. 이사실
에 주목하여, ′과 ″ 의 값은 다음과 같이 계산할
수 있다. 우선 편향 에 대한 ′의 점근적 효율 ′는
다음의 재귀식을 만족한다:

′   

′    


′

첫번째 식은 ′이폰노이만함수이므로그효율은 이고,

두 번째식은 가편향 의베르누이변수일때 는편

향 의 베르누이 변수이고,   이라는 사

실로부터 나온다. 이 재귀식을 풀면, 예를 들어

′    


이 된다. 비슷한 식으로, ″ 에 대한 재귀식을 다음과
같이 얻을 수 있다:

″   

″     


 ″ 






표 2는   이고 의값이 1부터 20일때, 위의재귀

식을 이용하여 ′과 ″ 의 값을 각각 계산하
여표로나타낸것이다. 주어진편향 에대하여이두값들

은 에 대하여 단조증가하는 무한급수이다. 그러므로 수렴

하고, 표2의 계산결과에 의하여 그 수렴값의 근사치를 알 수

있는데, 각각

lim
→∞

′  lim
→∞

′   

lim
→∞

″  lim
→∞

″   

이다.

 ′ ″ 
1 0.222222 0.222222

2 0.345679 0.266667

3 0.408169 0.271895

4 0.439419 0.272058

5 0.455044 0.272059

6 0.462857 0.272059

7 0.466763 0.272059

8 0.468716 0.272059

9 0.469693 0.272059

10 0.470181 0.272059

11 0.470425 0.272059

12 0.470547 0.272059

13 0.470608 0.272059

14 0.470639 0.272059

15 0.470654 0.272059

16 0.470662 0.272059

17 0.470666 0.272059

18 0.470668 0.272059

19 0.470669 0.272059

20 0.470669 0.272059

표 2. ′와 ″의점근적효율
Table 2. Asymptotic Rates of ′and ″

4. 인자함수 와 의 확률적 특성

입력 에 대한 함수 ′의 첫 번째 재귀호출은

′ 이고, 따라서 를 출력

하고, 다음재귀호출을한다. 를 에 를 번적
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용한값이라고하면, 입력 에대한함수 ′의 번째재귀호

출은 
′ 이고, 

를출

력하고 다음 재귀호출을 한다. 따라서,

′   ⋯
⋯ 

같은 식으로

″   ⋯
⋯ 

그러므로, 가편향 인베르누이공급원으로부터뽑은확률

변수일 때 각각 와 의 확률적 특성이 함수

′와 ″의 출력 특성을 결정한다. 우선, 편향 가 0에서

1/2까지변할때폰노이만함수 의효율 는다음그림에

서보듯 가 1/2로 다가갈때가장높고, 0과 1에가까울때

는 0으로 다가간다.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

그림 2 편향에따른폰노이만함수의효율
Fig. 2 Rate of von Neumann function

이제 입력 의 편향이 일 때 와 를 반복적으로 적용

한 결과인 와 의 편향이 어떻게 변해가는 지

살펴보자. 우선 의편향은 위의식 (P)의 도출과정에

서살펴본바와같이, 이다. 따라서 를한번적용할

때 마다 편향은 다음의 사상을 적용한 것과 같다:

 ↦ .

같은식으로 를한번적용할때, 편향은다음의사상에따라

변하게 된다:

 ↦



.

이 사상들에 의해 계산된 와 의 편향은 다음

의그림 3과 4에 나타난바와 같다--시작하는편향값은 0.5

부터 0.1사이의값이고, 각각 와 를반복적으로적용할때

그 결과로 나오는 확률변수의 편향을 나타내었다. 인자함수

의 경우에는   로 시작하는 경우를 제외하고는 모두

편향값 0.5로 수렴하고, 인자함수 의 경우에는   로

시작하는 경우를 제외하고는 모두 편향값 1.0으로 수렴한다.

시작하는편향값이 0부터 0.5사이 일때에도같은결과를갖

는다.

그림 2에서볼수있듯이폰노이만함수 은편향이 0.5

일 때 그 효율이 0.25로서 가장 높고, 편향이 0이거나 1일

때는, 당연히, 효율이 0이다. 따라서 ′의 경우에는 재귀호
출을 할 때마다 그 인자 의 편향이 0.5에 가까워 져

서인자의길이에비한효율이 의최대효율인 0.25로다가

가고, ″의 경우에는 반대로 의 편향이 0이나 1로

다가감으로써 인자의 길이에 비한 효율이 0으로 다가가게 된

다. 이 사실로부터, 그림 1이나 표 2에서 관찰할 수 있었듯

이 ″의 효율이 ′에 비하여 빨리 수렴값에 다가가는 이유
를 설명할 수 있다. 다시 말해, 는 가 증가할수록

최대 엔트로피를 갖는 확률변수에 가까워지는 반면, 

는 최소엔트로피를 갖는 확률변수에 가까워진다. 인자의 길

이의 측면에서도, ≥  인 것을 고려하면,

위 사실은 ′이 ″에 비하여 높은 출력효율을 갖는 이유를
잘 설명한다.

0 2 4 6 8 10

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

그림 3 의편향,   

Fig. 3 Bias of ,   
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그림 4 의편향,   

Fig. 4 Bias of ,   

5. 꼬리재귀(tail recursion)를 이용한 구현

꼬리재귀(tail recursion)는, 재귀적으로 구현된 컴퓨터

프로그램으로사, 재귀호출이이루어진뒤값을반환하기만하

고 종료하는 것을 말한다. 꼬리재귀는 그 구현을 재귀적으

로하는대신반복수행으로동등한일을수행하도록할수있

고, 따라서 재귀호출을위한스택을 필요로 하지않는다. 페

레즈함수의경우에는재귀호출이두번수행되므로꼬리재귀

가아니다. 반면, 부 페레즈함수들 ′와 ″는 꼬리재귀로

볼수 있고, 나아가 반복수행에의해동등한구현을할 수있

다. 예를 들어, ′는 다음과 같이 구현할 수 있다:

procedure PeresU

input: ∈

while ≥ 

output 

←

end while

end procedure

그림 5 반복수행에의한 ′의구현
Fig. 5 Iterative Implementation of ′

이함수를재귀적으로구현하는경우, 스택을필요로하고,

입력의 길이가 일 때 재귀호출의 깊이가 ⌊log⌋이므
로, 스택의 구현에 log의 메모리를 필요로 한다. 그
러나 위와 같이 반복수행에 의한 구현은 의 메모리로

충분하다. 다른부페레즈함수 ″도비슷한식으로구현할

수 있다. 반면, 페레즈 함수는 간단하기는 하나, 두 번의 재

귀호출을 하므로 꼬리재귀로 만들 수 없어서 이와 같이 구현

할 수 없다.

IV. 결 론

이 논문에서는 페레즈 함수와 같이 재귀적으로 정의되지

만, 페레즈함수에서쓰이는두개의인자함수를각각하나씩

이용하는부페레즈함수 ′와 ″에대하여살펴보았다. 이
부페레즈함수들은하나의인자함수만을쓰기때문에출력효

율이 페레즈 함수에 비하여 낮은 대신, 페레즈 함수와 달리

선형시간에 실행할 수 있다는 장점이 있다.

출력효율에 대한 분석은, 첫째, 입력길이에 대한 정확한

출력효율을 계산하기 위해, 페레즈 함수의 경우와 같이 동확

률집합에서의총출력길이를구하는재귀식을구한후, 다이내

믹프로그래밍을이용하여이값들을계산함으로써정확한출

력효율을제시하였다. 이결과로부터부페레즈함수들은비

교적 짧은 입력길이에서 출력효율이 수렴해 감을 관찰할 수

있고, 공급원의 편향   인 경우, 그 점근적 효율이 각

각 0.5와 0.3보다약간적은값임을관찰하였다. 둘째, 정확

한 점근적효율을계산하는방법을제시하고, 그값을계산하

였다. 부 페레즈 함수들은입력길이가 증가할 때, 비교적 빠

르게그효율이수렴하기때문에, 이와같이계산한점근적효

율을각각두함수 ′와 ″의효율의대표값으로간주할수
있다.

이 분석으로부터,   인 경우, ′와 ″의 효율은
대략 0.47과 0.27정도이다. 비슷하게정의된이두가지방

법의 효율이 이런 차이를 보이는 것을 인자함수 와 의 확

률적 성질을 분석함으로써 설명할 수 있었다.

실행시간의 측면에서 부 페레즈함수들은 선형시간에 실행

될 뿐 아니라, 꼬리재귀로서 반복수행으로 동등한 구현을 할

수 있음으로써, 페레즈 함수의 재귀적 구현에서와 같이 스택

을 필요로 하지 않는다.

널리알려진폰노이만함수의효율은, 편향   인경

우, 0.21인데, ′의 효율은 폰노이만 함수에 비하여 두 배
이상높은효율을가짐을알수있고, 이사실은다른편향값

에 대하여도 성립한다. 선형시간에 실행되고, 위에 언급한

구현에서의장점때문에, 부페레즈함수 ′는전력이나계산
시간 등 계산자원이 제한된 모바일 기기와 같은 환경에서 폰

노이만 함수를 대신하여 사용될 수 있다.
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