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Abstract

In this paper, we consider the mixture components-process variables model and propose a model selection

strategy using MTS. This strategy is illustrated using an example that involves three mixture components

and two process variables in a bread making experiment that was studied in several literatures.
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1. 서론

화학, 식품, 약품 등 여러 분야에서 활용되는 혼합물 실험(mixture experiments)은 반응변수(y)가 혼합

물의 성분(components, ingredients)인 설명변수들의 절대량이 아닌 상대적인 혼합비율에 의해 영향을

받는 성질이 있으며, Prescott (2004)에서 논의된 것처럼 공정 조건 등과 같이 혼합물의 성분과 관련이
없는인자인공정변수(process variables)에의해서도영향을받을수있다.

혼합물 성분비(xi)와 공정변수(zk)들을 결합한 모형(combined model)으로는 Cornell (2002)에서 소개

된 바와 같은 혼합물 성분 모형과 공정변수 모형의 교적모형(product model, crossed model)을 생각할

수 있다. 혼합물 성분의 수 q와 공정변수의 수 p가 큰 경우 교적모형에 포함되는 항들의 개수가 많아지
므로 Prescott (2004)은 의미 있는 해석이 가능한 교호작용항, 즉 xiz

2
k, xizkzl, xixjzk와 같은 꼴의 교

호작용효과를 나타내는 항까지만 포함하는 부분모형을 사용할 것을 제안하였고 Lim (2012)에서는 공정

변수의 곡선효과와 혼합물 성분과 공정변수간의 3차 교호작용효과까지를 반영하는 교적모형의 일부 항
들로구성된부분모형을실용적인모형으로제시하였다.

혼합물 실험에서 모형선택에 관하여 Prescott (2004)은 혼합물 성분의 공선성(collinearity)때문에 통상

적인 단계별 회귀법을 사용하기 어려움을 지적하고 고차 교호작용을 배제한 실용적인 모형을 제시하여
개별 모수에 대한 추론이 아닌 모수 묶음에 대한 추론을 사용하는 전략적 접근법을 제안하였다. Lim

(2012)은 혼합물 성분과 공정변수들에 대한 자료가 주어질 때 시작모형의 후보들을 교적모형의 범주와
Lim (2011)에서 제시된 실용적인 모형들 중에서 찾아 완전모형으로 간주하고 모형의 간결성 원칙에 따

라 구성되는 부분모형들 중에서 축차적인 변수 선택법이나 모든 가능한 회귀법에 의한 변수선택법으로
모형 성능 통계량의 값을 비교하고 잔차 그림을 검토하여 최종적으로 적절한 모형을 추천하는 전략적인
방법을제안하였다.
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이 논문에서는 Prescott (2004)과 Lim (2012)에서 제시된 교적모형을 사용하여 적절한 모형을 선택하
는 실용적인 전략으로 Taguchi와 Rajesh (2000), Taguchi와 Jugulum (2002)에 소개된 마할라노비스-

다구찌 시스템(Mahalanovis-Taguchi System; MTS) 절차를 활용하는 방법을 2절에서 소개한다. 3절

에서는실제적인예로 Nas 등 (1998)에소개된제빵자료에적용하고모형선택결과를논의한다.

2. 혼합물 성분과 공정변수의 모형

2.1. 혼합물 성분과 공정변수에 대한 모형

혼합물의 i번째성분비율을 xi로나타내면 q개의성분비율은다음과같은제약조건을갖는다.

x1 + x2 + · · ·+ xq = 1, xi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , q. (2.1)

따라서 이러한 혼합물 실험의 실험공간은 (q − 1)차원 심플렉스(simplex) 공간이다. Cornell (2002)에

서 제시한 바와 같이 각 혼합물 성분비율에 제약이 주어지면 실험공간은 심플렉스의 일부가 된다. 이러

한 혼합물 실험공간에서 심플렉스 중심배열법 등과 같은 실험설계에 의하여 실험한 자료를 적절한 모형

을적합하여분석하게된다.

혼합물 성분에 대해서 흔히 사용되는 Scheffe의 정준 2차 다항모형은 제약조건 식 (2.1)을 고려하여 상

수항과제곱항을포함하지않는다음과같은식으로주어진다.

E(Y ) =

q∑
i=1

βixi +

q−1∑
i=1

q∑
i<j

βijxixj . (2.2)

그러나 Nas 등 (1998)에서는 3개성분간교호작용항인 xixjxk까지포함하는다음과같은 3차다항모형

을사용하였다.

E(Y ) =

q∑
i=1

βixi +

q−1∑
i=1

q∑
i<j

βijxixj +

q−2∑
i=1

q−1∑
i<j

q∑
i<j<k

βijkxixjxk +

q−1∑
i=1

q∑
i<j

βi−jxixj(xi − xj). (2.3)

그 외에도 Draper와 John (1977), Becker (1968) 등이 제안한 여러 다른 혼합물 성분 모형들이 있으나

일반적으로많이사용되는 Scheffe의다항모형을적합시키기로한다.

한편 혼합물 성분이 q개인 혼합물 실험을 p개의 공정변수를 갖는 공정조건에서 수행하는 경우 공정변수

의 실험공간은 p차원 하이퍼큐브(hypercube)가 된다. 공정변수에 대해서는 다음과 같은 2차 다항모형

을적합시킬수있다.

E(Y ) = α0 +

p∑
k=1

αkzk +

p∑
k=1

αkkzk
2 +

p−1∑
k=1

p∑
k<l

αklzkzl. (2.4)

공정변수에 대한 실험설계로는 모형의 모수에 대한 추론을 하기 위한 요인실험이나 반응표면실험 등이

사용될수있다.

2.2. 혼합물 성분-공정변수에 대한 결합모형

혼합물성분 q개와공정변수 p개를갖는혼합물 성분-공정변수실험에대한결합모형으로는식 (2.2) 또

는 식 (2.3)과 같은 혼합물 성분 모형과 식 (2.4)와 같은 공정변수 모형의 교적모형을 생각할 수 있다.



Model Selection in Mixture Experiments 203

이 교적모형의 모든 항들을 포함하는 완전모형을 시작모형으로 사용하여 적절한 모형을 선택할 수도 있
겠지만 혼합물 성분과 공정변수간의 관계를 해석하기에 용이한 항들만 포함하는 모형을 시작모형으로
사용하여 적절한 모형을 선택하는 것이 실용적이다. Prescott (2004)이나 Lim (2012)에서와 같이 의미

있는 해석이 용이한 교호작용항들, 즉 xiz
2
k, xizkzl, xixjzk와 같은 꼴의 교호작용효과를 나타내는 항까

지만포함하는다음과같은결합모형을실용적인시작모형으로사용한다.

E(Y ) =

q∑
i=1

βixi +

q−1∑
i=1

q∑
i<j

βijxixj +

q−2∑
i=1

q−1∑
i<j

q∑
i<j<k

βijkxixjxk +

q−1∑
i=1

q∑
i<j

βi−jxixj(xi − xj)

+

q∑
i=1

p∑
k=1

γikxizk +

q∑
i=1

p∑
k=1

γikkxiz
2
k +

q∑
i=1

p−1∑
k=1

p∑
k<l

γiklxizkzl +

q−1∑
i=1

q∑
i<j

p∑
k=1

γijkxixjzk. (2.5)

2.3. 혼합물 성분-공정변수에 대한 모형 선택

여러 결합모형들 중 적절한 모형을 선택하는 방법은 변수선택법에 따라 다양하지만, 선택하려는 적절

한 결합모형은 시작모형 (2.5)의 부분모형으로 항들의 위계 원칙(hierachy principle)이 지켜지는 모형

이다. 즉 3차항 xixjzk가 유의하여 모형에 포함될 경우 하위 2차항인 xixj , xizk, xjzk들은 유의성에

관계없이모형에포함된다.

이제 시작모형 (2.5)를 완전모형으로 적절한 부분모형을 선택하는 실용적인 전략으로 마할라노비스-

다구찌 시스템(MTS) 절차를 활용하는 방법을 소개한다. MTS 절차는 Taguchi와 Rajesh (2000),

Taguchi와 Jugulum (2002)이제안한다변량자료를사용하여진단및예측을하는방법으로다음과같

은네단계를거쳐적용한다.

단계 1: 기준(reference)이되는단위공간인마할라노비스공간을갖는측정척도구성

각 관측치를 자료분석 목적에 따라 기준이 되는 그룹(대조군, 정상군)과 그렇지 않은 그룹(처리군, 비

정상군)으로 분류하는데 사용할 변수들을 정한다. 정의된 변수들에 대한 대조군에서의 자료를 표준
화하고 표준화된 자료에 대해 아래와 같이 정의되는 평균이 1이 되도록 단위화한 마하라노비스 거

리(Mahalanobis distance; MD)를계산하여기준이되는마할라노비스공간을정의한다.

MDj = D2
j =

ZT
j A

−1Zj

k
, (2.6)

여기서 k는 변수의 개수, j는 관측치 번호, Z는 표준화된 변수벡터, A는 변수들에 대한 상관계수행렬,

A−1는 A의역행렬을나타내며공선성이있는경우일반화역행렬을사용하기로한다.

혼합물성분-공정변수에대한모형선택을위해서반응값의속성에따라대조군과처리군을정의하고결
합모형 (2.5)를구성하는항들을관측치분류에사용할변수들로정의한다.

단계 2: 측정척도의정확성검사

대조군의 변수들에 대한 평균과 표준편차를 사용하여 처리군의 변수들을 표준화하고 마할라노비스 거
리(MD)를 계산하여 상대적으로 큰 값들이 나오면 측정척도의 정확성을 인정한다. 즉 단계 1에서 정의

한대조군과처리군의정당성을확보할수있고변수들을분류에사용할수있게된다.

단계 3: 적절한변수선택

직교배열표(Orthogonal Array; OA)와 신호잡음비(S/N ratio)를 사용하여 적절한 변수들을 찾는다.

여기서 신호잡음비는 처리군의 MD값들을 사용하여 계산한 값으로 직교배열표의 각 조합에 대한 반응
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Figure 3.1. Histogram of loaf volume(y)

값으로 이용된다. 적절한 변수는 신호잡음비의 이득(gain)을 평가하여 선택한다. 이 때 항들의 위계 원

칙을지키도록한다.

단계 4: 적절한변수에대한진단

적절하다고 선택된 변수들만 사용하여 MD를 계산하여 각 관측치들에 대한 예측력을 확인하고 자료분
석목적에따른의사결정을한다. 즉선택된변수들만에의한부분모형의실용성을확인한다.

3. 실용적 적용사례

서로 다른 세가지 밀가루 Tjalve, Folke, Hard Red Spring를 혼합한 밀가루 반죽에 의해 만들어진 빵

의 품질에 대한 실험이 Nas 등 (1998)에 소개되어 있다. 제빵 공정은 제과점마다 다를 것이므로 밀가루

반죽이 제빵 공정의 조건 변동에 로버스트할 것이 요구되며, 서로 다른 공정 조건으로 혼합시간(5, 15,

25분)과 교정시간(35, 47.5, 60분)이 고려되었다. 반응변수(y)는 가공된 빵의 부피이고, 밀가루 반죽은

다음과같은제약을갖는혼합물성분으로생각한다.

0.25 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 0.75, 0 ≤ x3 ≤ 0.75, x1 + x2 + x3 = 1, (3.1)

여기서 x1, x2, x3는세종류밀가루(Tjalve, Folke, Hard Red Spring) 각각의혼합비율을나타낸다. 공

정변수인혼합시간(mixing time)과교정시간(proofing time)에대해서는 z1 = (mixing time− 15)/10,

z2 = (proofing time− 47.5)/12.5와같이변환된값을사용한다.

공정변수들에 대해서 32 요인실험이 사용되고 이 9개 공정조건 각각에 대하여 심플렉스 격자법으로

10회 실험이 반복되어 총 90회 실험의 자료가 구해졌다. 이 실험의 자세한 결과 자료 및 추가적인 사

항은 Nas 등 (1998)을 참고하기로 한다. 이 실험에 적절한 모형을 선택하기 위하여 2절에서 소개한 절

차를적용한다.

단계 1: 자료분석의 목적이 가공된 빵의 부피(y)를 최대화하는 조건을 찾는데 있다고 하자. 분류에 사

용할 변수들은 결합모형 (2.5)에 포함되어 있는 항들로 31개가 정의된다. Figure 3.1에 나타낸 y에 대

한 히스토그램을 참고하여 처리군의 조건은 특성값이 큰 y > 600으로, 대조군의 조건은 최빈구간을 포
함하면서 변수의 개수인 31개보다 도수가 49개로 상대적으로 더 많게 되는 450 < y < 550으로 정하기
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Table 3.1. MD values for the treatment group

관측치번호 80 81 89 90

y 649.44 640.00 630.89 638.89

MD 6.46 25.72 17.51 70.58

5 16 25 33 41 49 52 57 65 68 76 83 85 80 89
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Figure 3.2. MD values for the treatment and control group

로 하였다. 처리군에 속하는 4개 관측치들의 번호는 (80, 81, 89, 90)인 것으로 판명되었다. 대조군에서
의 변수들 값을 표준화하여 단위화된 MD를 계산하고 이를 사용하여 기준이 되는 마할라노비스 공간을

정의한다.

단계 2: 대조군의 변수들에 대한 평균과 표준편차를 사용하여 처리군의 변수들을 표준화하고 마할라
노비스 거리(MD)를 계산한 결과가 Table 3.1과 Figure 3.2에 주어졌으며 처리군에 속한 관측값(번호

80, 81, 89, 90)들에 대한 MD가 상대적으로 큰 값들이 나왔기에 측정척도의 정확성을 인정할 수 있다.

즉 단계 1에서 정의한 대조군과 처리군의 정당성을 확보할 수 있고 변수들을 분류에 사용할 수 있게 되
었다.

단계 3: 앞 단계에서 정의한 31개 변수들 중에서 적절한 선택을 하기 위하여 필요한 최소 크기인 L32

직교배열표를 사용하기로 한다. 직교배열표에 의한 실험 각각에 대하여 처리군에 속한 관측치들에 대
해 직교배열표의 ‘1’에 해당하는 변수들만 사용하여 구한 MD를 이용하여 망대특성 신호잡음비(S/N)를

계산한다. 해당 직교배열표와 신호잡음비에 대해서는 Taguchi 등 (2005)을 참고하여 계산하였고, 계산

된 신호잡음비를 직교배열표의 각 실험에 대한 반응값으로 사용하여 구한 각 변수들에 대한 신호잡음비
의 이득(gain)이 Figure 3.3에 나타나 있다. Figure 3.3에서 신호잡음비의 이득이 양수인 변수는 아래

와같은 20개항목인것으로확인되었다.

x1, x3, x1x2, x1x3, x1x2(x1 − x2), x1x3(x1 − x3), x1z1, x3z1, x2z2, x3z2, x1z
2
1 , x3z

2
1 ,

x2z1z2, x3z1z2, x1x2z1, x1x3z1, x2x3z1, x1x2z2, x1x3z2, x2x3z2

항들의 위계 원칙에 따라 x2, x2x3, x2z1, x1z2를 모형에 추가해야 하며 따라서 선택할 변수는 아래에 주

어진 24개항목이된다.

x1, x2, x3, x1x2, x1x3, x2x3, x1x2(x1 − x2), x1x3(x1 − x3), x1z1, x2z1, x3z1, x1z2, x2z2,

x3z2, x1z
2
1 , x3z

2
1 , x2z1z2, x3z1z2, x1x2z1, x1x3z1, x2x3z1, x1x2z2, x1x3z2, x2x3z2
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Figure 3.3. Gains of SN ratio for variables
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Figure 3.4. MD values for the treatment and control group

단계 4: 앞의 단계 3에서 적절하다고 선택한 24개 변수들만 사용하여 계산한 MD 값들을 Figure 3.4에

나타내었다. 처리군(번호 80, 81, 89, 90)의 최소 MD 값(4.233)이 대조군의 최대 MD 값(1.276)보다

커서 분류가 잘 되어 있음을 볼 수 있어 각 관측치에 대한 예측력이 있음을 확인할 수 있고 선택된 변수
들만에의한부분모형이실용성이있다고판단한다. 또한, 선택된부분모형의결정계수는 0.999, 수정결

정계수는 0.998로 계산되어 Nas 등 (1998)에 제시된 28개 항목을 사용한 결합모형의 결정계수 0.934보

다크게나와선택된모형이적합함을알수있다.

4. 논의 및 결론

혼합물 성분비와 공정변수들을 결합한 모형으로 의미 있는 해석이 가능한 교호작용항만 포함하는 교
적모형을 시작모형으로 하여 간결성 원칙에 따른 실용적인 부분모형을 찾는 전략적 접근법의 하나로
MTS 절차를 활용하는 방법을 제시하였다. 제시한 방법은 MTS 절차에서 사용되는 마하라노비스 거

리(MD)를공선성이있는경우에도일반화역행렬을이용하여안정적인계산이가능하므로공선성여부

에 로버스트한 성질을 갖고 있어 혼합물 성분-공정변수에 대한 모형 선택에 활용하기에 적절함을 알 수

있다. 따라서, 혼합물 성분의 공선성때문에 추천되는 통계적 추론에 근거하는 전략적 접근법들에 더하
여자료분석적인방법으로보완적인정보를줄수있어직관적이고실용적이라할수있다. 그러나대조



Model Selection in Mixture Experiments 207

군이 명확히 정의되어 있지 않을 경우 주관성을 배제할 수 없으며, 분류의 기준이나 SN비의 이득에 대

한평가등에관하여엄밀한논의가필요하며추후연구대상이다.

적용사례에서 네 단계로 이뤄진 MTS 절차를 활용하여 적절한 모형을 선택하였고 선택된 모형의 적합

도가높은것도확인하였다.
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요 약

이 논문에서는 공정변수를 갖는 혼합물 실험에 대하여 적절한 모형을 선택하는 한 방법으로 혼합물 성분의 공선성에

로버스트한 성질을 갖는 마할라노비스-다구찌 시스템을 활용한 전략을 소개한다. 여러 문헌에서 언급된 3개의 혼합

물성분과 2개의공정변수를갖는제빵실험사례를대상으로이전략적방법을적용하여적절한모형을선택하였다.
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