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트랙좌표계를 이용한 철도차량의 동역학 해석에 관한 연구
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Abstract : Rail geometries such as cant, grade and curvature can be easily represented by means of a track coordinate 
system. In this analysis, in order to derive a dynamic and constraint equation of a wheelset, the track coordinate system 
is used as an intermediate stage. Dynamic and constraint equations of railway vehicle bodies except the wheelset are 
written in the Cartesian coordinate system as a conventional method. Therefore, whole dynamic equations of a railway 
vehicle are derived by combining wheelset dynamic equations and dynamic equations of railway vehicle bodies. 
Constraint equations and constraint Jacobians are newly derived for the track coordinate system. A process for 
numerical analysis is suggested for the derived dynamic and constraint equations of a railway vehicle. The proposed 
dynamic analysis of a railway vehicle is validated by comparison against results obtained from VI-RAIL analysis.

Key words : Track coordinate system(트랙좌표계), Dynamic equation(동역학 식), Constraint equation(구속조건
식), Wheelset(휠셋), Railway vehicle(철도차량)

1. 서 론1)

최근 철도 차량의 고속화에 따라 차량 동특성 해

석에 대한 높은 정밀도가 요구되고 있다. 이에 따라 
3차원 다물체 동역학 해석에 기반을 둔 철도차량 동
역학 해석에 대한 관심이 높아지고 있다.

Newton-Euler식으로부터 유도되는 간략화 된 모
델보다 많은 자유도를 가지지만 차량의 모든 동역

학적 설계변수를 포함하는 다물체 동역학 해석 기

법이 실제와 가까운 해석결과를 제공할 수 있다.
철도차량의 다물체 동역학해석은 휠-레일의 접

촉해석을 포함한다. 휠-레일의 접촉해석은 휠-레일
간의 접촉 위치와 크립력을 계산하는 것이다.1,2) 철
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도차량의 다물체 동역학 해석은 휠-레일의 접촉해
석으로 휠-레일의 하중을 계산하고 차량의 각 부품
을 강체의 기구학적 조인트와 탄성요소로 모델링하

는 다물체 해석기법을 적용한다.
다물체 동역학 해석의 일반적 방법은 강체의 위

치를 고정된 직교좌표계에서 절대위치를 표현하는 

일반좌표계를 이용한다. 트랙좌표계는 트랙과 같이 
이동하고 회전하므로 운동방정식을 복잡하게 만들

기 때문이다. 기존의 철도차량 동역학 해석 방법은 
이와 같은 절대좌표계를 이용하고 있다.3-7)

트랙의 레일에 대한 위치를 곡률, 캔트, 구배 등으
로 정확하게 표현하기 위해서는 트랙좌표계가 이용

된다. 트랙좌표계는 트랙과 함께 이동하고 회전하
는 좌표계이다. 휠-레일 접촉해석의 최소 단위인 휠
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셋의 운동방정식은 트랙좌표계를 이용하여 표현할 

경우 트랙에 대한 구속조건에서 효율적인 계산이 

가능해지는 장점이 있다.8)

본 연구에서는 철도차량의 동역학 해석을 위해 

휠셋은 트랙좌표계를 이용하고 휠셋을 제외한 일반 

강체에 대해서는 절대좌표계를 이용하는 방법을 제

시한다. 이를 위해 좌표계가 다른 휠셋과 일반 강체
에 대한 구속조건식과 구속조건 자코비언을 유도한

다. 일반 강체의 다물체 동역학 식과 함께 휠셋의 동
역학 식을 합하여 철도차량의 다물체 동역학 운동

방정식을 완성하는 방법을 제시한다. 이렇게 구해
진 구속조건식과 운동방정식을 QR분해법과 수치
적분법으로 구하는 수치해석 절차를 제안하고자 한

다. 해석결과는 상용 다물체 동역학해석 결과와 비
교하여 해석의 타당성을 검증하고자 한다.

2. 트랙좌표계 및 휠셋 운동방정식

2.1 트랙좌표계의 정의

구속된 강체계의 다물체 동역학 해석 기법은 많

이 알려져 있다. 그러므로 본 연구에서는 철도차량 
휠-레일 접촉해석과 휠셋의 동역학 해석 방법에 주
안점을 두고 기술한다. 트랙좌표계를 이용하여 구
한 휠셋의 동역학 운동방정식을 일반적인 다물체 

동역학 운동방정식과 합하여 철도차량의 동역학 

운동방정식을 완성하는 방법에 대하여 기술하고

자 한다.
철도차량은 Fig. 1과 같이 레일에 접촉하며 운동

하는 휠셋과 휠셋이 장착되는 부품을 포함하는 대

차 등의 강체계로 구성된다. 휠셋을 제외한 일반 강
체의 위치는 고정좌표계 ZX Y− − 에서의 절대위치

로서 벡터 jR 로 나타낼 수 있다. 휠셋은 중간좌표

계인 트랙좌표계 t t tx y z− − 를 이용하여 운동을 표

현한다. 휠셋의 중심좌표계 w w wx y z− − 의 위치는 

Fig. 1과 같이 트랙좌표계의 위치 tR 와 위치변환행

렬 tA 를 이용하여 t t i+R A r 로 나타낼 수 있다.

트랙좌표계 
t t tx y z− − 는 레일의 중심과 같이 이

동하며 레일의 곡률, 캔트, 전방구배 등에 의해서 회
전하는 좌표계이다. 레일의 위치는 중간 좌표계로

Fig. 1 Coordinate system of a railway vehicle

Fig. 2 Track coordinate system

서 트랙좌표계를 도입하면 기하학적 정보를 효율적

으로 표현할 수 있다.
Fig. 2와 같이 레일의 중심을 따라 이동하는 트랙

좌표계의 중심변위 ( )t sR 는 호의 길이 좌표 s만의 

함수로서 표현할 수 있다.9) 트랙좌표계의 회전은 트
랙의 곡률, 캔트, 구배에 해당하는 좌표축 회전각

tψ , tθ , tφ 에 의해서 정의된다. 이들 회전각은 Fig. 2

와 같이 고정좌표계에서 연속적인 회전각으로 표현

된다. 이들 회전각 tψ , tθ , tφ 는 호의 길이 좌표 s의 

위치에 따른 함수이다. 그러므로 좌표변환 행렬도 

호의 길이 좌표 s만의 함수로 ( )t sA 로 표현된다.
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Fig. 3 Contact points on the wheel and rail

트랙좌표계가 정의되면, 레일과 휠의 한 점은 트
랙좌표계를 이용하여 표현할 수 있다. Fig. 2와 같이 

트랙좌표계에서 레일의 한 점은 형상좌표 1 2,r rs s 을 

이용하여 다음과 같이 쓸 수 있다.

( )1 2,r r r rs s=r R  (1)

결국 절대좌표계 ZX Y− − 에서 레일의 한 점은 식 

(1)을 이용하여 다음과 같이 나타낼 수 있다.

( )1 2( ) ( ) ,r t t r r rs s s s= +r R A R   (2)

마찬가지로 Fig. 3과 같이 휠의 한 점 또한 트랙좌
표계에서 그 위치를 다음과 같이 표현할 수 있다.

( ) 1 2, , ( , )w i w w w ws sψ φ θ= +r r A u  (3) 

여기서 트랙좌표계에서 휠셋 중심의 좌표 ir 는 
t ty z− 평면에 존재한다고 가정하여 [ ]0 Ti y z=r

가 된다. ( ), ,w ψ φ θA 는 휠셋에 고정된 휠셋좌표계

에서 트랙좌표계로의 회전변환행렬로서 각 축의 회

전각 , ,ψ φ θ로 표현된다.
결국 고정좌표계에서 휠셋의 한 점은 식 (3)을 이

용하여 다음과 같이 나타낼 수 있다.

( ) ( ) 1 2( ) ( ) , , , ( , )w t t i w w w ws s y z s sψ φ θ⎡ ⎤= + +⎣ ⎦r R A r A u  (4)

식 (2)와 (4)에서 휠셋의 일반좌표는 휠셋의 중심

좌표 [ ]Tw s y z ψ φ θ=q 와 휠과 레일의 형상

좌표 1 2 1 2

Twr w w r rs s s s⎡ ⎤= ⎣ ⎦s  로 구성됨을 알 수 있다.

앞에서 보인 휠셋의 운동을 트랙좌표계를 이용하

여 표현하는 경우, 트랙에 대한 휠셋의 운동에 대한 
기구학적 구속조건을 간단한 선형식으로 표현할 수 

있는 장점이 있다.8) 휠셋의 속도가 V 로서 트랙의 
호의 길이에 따라 일정한 값을 가진다면 다음과 같

은 간단한 식으로 나타낼 수 있다.

s V=&  (5)

2.2 휠셋의 운동방정식

앞 절에서 구한 휠과 레일의 한 점 wr 와 rr 을 이
용하여 휠-레일의 구속조건을 다음과 같이 나타낼 
수 있다.

( )
( )

1

2

1

2

0

r w r

r w r
d

w r

w r

⎧ ⋅ −
⎪
⎪ ⋅ −= =⎨
⎪ ⋅
⎪ ⋅⎩

t r r

t r rC
t n
t n

 (6)

( ) 0n r w r= ⋅ − =C n r r  (7)

여기서 1
rt , 2

rt , rn 은 레일의 접선벡터와 법선벡터

를 의미하고, 1
wt , 2

wt 은 휠의 접선벡터를 나타낸다.

형상 좌표 wrs 는 식 (6)을 이용하여 구할 수 있다. 

이렇게 구한 형상좌표 
wrs 를 식 (7)에 대입하면 휠-

레일의 구속조건식은 휠셋 중심 위치 일반좌표 
wq

만으로 나타낼 수 있다. 그러므로 휠셋의 운동방정
식은 다음과 같이 나타낼 수 있다.10)

w

w

w T ww

ww
d

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥ = ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

q

q

M C gq
gC 0 λ

&&
 (8)

여기서, wM 는 휠셋의 질량행렬이며, wλ 는 라그

랑지 승수, 
wg 는 일반힘, 

w
dg 는 구속조건식의 2차 

미분항을 나타낸다.
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식 (8)에서 wg 는 휠-레일 접촉력 등의 외력을 나
타낸다. 본 논문에서는 접촉력 중 수직력은 헤르츠 
이론에 의해 계산하였으며 크립력은 Polach 방법에 
의해 계산하였다.11)

휠셋의 일반좌표 [ ]Tw s y z ψ φ θ=q 에서 

독립좌표와 종속좌표를 분류하면, 독립좌표 

[ ]Tw
n s y ψ θ=q ,종속좌표 [ ]Tw

d z φ=q 가 된다. 

독립좌표에 대해 종속좌표의 값을 동역학 해석 전

에 미리 계산하여 저장하면 해석시간을 줄일 수 있

다.5,12)

3. 철도차량 다물체 동역학 해석

3.1 구속조건식 및 운동방정식

일반적인 다물체 동역학 해석 방법은 고정된 좌

표계에서의 강체 위치를 일반좌표계로 이용한다. 
앞에서 보인 휠셋의 운동방정식을 제외한 일반 강체

의 운동방정식은 일반적인 다물체 동역학 해석 방법

에 따른다. 구속조건을 가진 다물체계의 운동방정
식과 구속조건식은 다음과 같은 형태로 표현된다.13)

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

T
q

dq

gM Φ q
gΦ 0 λ

&&

  (9)

( ) =Φ q 0  (10)

여기서, M은 질량행렬이며, q는 일반좌표계, λ

는 라그랑지 승수, g는 일반힘, dg 는 구속조건식의 
2차미분항을 나타낸다.
철도차량의 운동방정식은 휠셋의 운동방정식과 

휠셋을 제외한 강체의 운동방정식을 합하여 구한

다. 즉, 식 (8)과 식 (9)를 합하고, 휠셋과 다른 강체와
의 구속조건에 의한 반력을 합하면 다음과 같은 철

도차량의 운동방정식을 구할 수 있다.

0 0
0 0

0

0

w w

w

w

w T ww

mm
d
ww
d

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ = ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

T T
q q

T
q q

q d

q q

q

M Φ Ψ gq
M Ψ C gq

Φ gλ
Ψ Ψ 0 gλ

gλC

&&

&&

O

O

 (11)

Fig. 4 A constraint conditions between bodies

여기서 휠셋과 mλ 은 휠셋과 일반 강체와의 구속

반력을 나타내는 라그랑지 승수이다. wq
Ψ , qΨ 는 휠

셋과 일반 강체와의 구속조건 자코비언이며 
m
dg 는 

구속조건식의 2차 미분항이다.
식 (11)의 휠셋과 일반 강체와의 구속조건식 

( , )wΨ q q 과 구속조건 자코비언 wq
Ψ , qΨ 는 다음과 

같이 구할 수 있다. 
휠셋은 차량에 베어링에 의해 Fig. 4와 같이 회전

조인트로 연결된다. iv 는 휠셋에 고정된 벡터로서 

회전축과 평행하며 이에 수직한 1
jv 와 2

jv 는 일반 

강체에 속한 벡터이다. 그러므로 구속조건은 다음
과 같이 나타낼 수 있다.

1

2

j i

j i

i j

⎡ ⎤⋅
⎢ ⎥= ⋅ =⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

v v
Ψ v v 0

r r
 (12)

식 (12)에서 트랙좌표계를 이용한 휠셋 위의 한 
점은 Fig. 4로부터 다음 식으로 표현이 된다.

( )i t t i w w= + +r R A r A u  (13)

식 (12)에서 고정좌표계에서의 임의의 위치에 대
한 강체위치는 Fig. 4로부터 다음과 같이 쓸 수 있다.

j j j j= +r R A u  (14)

구속조건 자코비안을 구하기 위한 휠셋 위의 한 

점에 대한 변분값은 다음과 같다.
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t t t
i i w t

t i w t w w

s s
s s s

δ δ δ

δ δ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= + −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
+ −

R A θr r u G

A r u A G θ

%

%

 (15)

식 (14)에서 차량의 한 점에 대한 변분값을 구하
면 다음과 같다.

j j j j jδ δ δ= −r R u G θ%  (16)

식 (15)와 (16)에서 tθ , wθ , jθ 는 각 좌표축의 회전

각벡터이다. tG , wG , jG 는 회전각벡터의 속도와 각
속도벡터와의 변환행렬이다.

마찬가지로 식 (12)의 벡터 iv 에 대한 변분은 다
음과 같다.

t
i i t t w ws

s
δ δ δ

⎛ ⎞∂
= − −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

θv v G A G θ%  (17)

식 (12)의 벡터 1
jv 와 2

jv 에 대한 변분은 다음과 

같다.

1,2j j j j
k k kδ δ= − =v v G θ%  (18)

식 (13)~(18)을 이용하여 휠셋과 다른 강체와의 
구속조건과 구속조건 자코비언을 구하면 Table 1과 
같다.

Table 1 Constraint equation and constraint Jacobain

( , )wΨ q q  ,wq q
Ψ

i j−r r
t t t

i w t t w t w j j

s s s
⎡ ⎤∂ ∂ ∂

+ − − −⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

R A θr u G A u A G I u G% % %

j i
k ⋅v v 0

t
j i t j i t w i j j

k k kis
⎡ ⎤∂
− ⋅ − ⋅ − ⋅⎢ ⎥∂⎣ ⎦

θv v G 0 v v A G v v G% % %

3.2 수치해석 절차

앞에서 구한 철도차량의 운동방정식과 구속조건

식을 수치해석적으로 구하는 절차는 다음과 같다.
1) 휠셋의 구속조건식을 이용하여 주어진 휠셋의 
독립좌표에 대해 종속좌표를 구한다. 휠셋의 종

속좌표는 독립좌표에 의해 ( )w w
d nf=q q 로 표

현된다. 구해진 종속좌표로부터 휠셋의 일반좌

표를 다음과 같이 구성한다.

w
w d

w
n

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

q
q

q
 (19)

2) 휠셋을 제외한 강체의 일반좌표 q를 계산한다. 
강체의 일반좌표는 다음 식의 증분 값을 이용하

여 반복수행법으로 해 를 구한다. 이때 구속조건

식이 정해진 오차를 만족할 때까지 = + Δq q q
를 반복한다.

( )
[ ]

( )

2

( , ) ( , )w w

T

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥Δ = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

q

q

Φ q Φ q
ψ q q q Ψ q q

Q 0
 (20)

3) 휠셋을 제외한 강체계의 속도는 QR분해법을 이
용하여 구할 수 있다.14) QR분해법을 이용한 속도
는 다음과 같다.

( ) ˆ
( )( )

w
i

ii

t
tt

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦

bq
Q

zq
&

&&
 (21)

여기서 1 2⎡ ⎤= ⎣ ⎦Q Q Q
) ) )

이며, QR분해법으로 구해지

는 행렬이다. 이는 시스템 구속조건 자코비안으로
부터 구해진다. b는 구속조건식의 1차 미분항이며 
z&는 시스템의 독립좌표계이다.

4) 휠셋의 속도 
wq& 를 이용하여 휠-레일의 접촉력

을 계산한다. 접촉력을 계산하기 위한 크리피지

는 형상 좌표의 속도 
wrs& 는 wq& 로부터 구해진다. 

형상 좌표의 속도 
wrs& 는 휠-레일 구속조건식 (6)

의 1차 미분식으로부터 구한다.
5) QR분해법을 이용하여 시스템의 가속도를 구한
다. 가속도는 다음과 같이 나타낼 수 있다.

( )1
2 1

T−= −z M Q g MQ a
) ))

&&  (22)

여기서 2 2
T=M Q MQ

) ))
이며 

0
0 w

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

M
M

M 이며, 

a는 구속조건의 2차 미분항이다. 시스템의 가속도
를 적분함으로써 다음 단계의 변위와 속도를 구할 

수 있다.
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본 논문에서는 Matlab을 이용하여 수치해석을 수
행하였다.15) QR분해법은 qr함수를 이용하였다. 수
치적분은 Runge-Kutta 방법의 하나이며 가변시간 
증분을 이용하는 ode45함수를 이용하였다.

3.3 수치해석

철도차량의 동역학 해석을 위해 Fig. 5와 같은 대
차 모델을 고려한다. 대차는 ERRI(European Rail 
Research Institute) 타입으로서 Table 2와 같은 사양
을 가진다. 대차는 대차프레임(Bogie Frame)과 4개
의 축상(Axlebox), 2개의 휠셋으로 이루어 진다. 전
체 강체의 수는 7개로서 전체 자유도는 42개이다. 
휠셋은 Fig. 4와 같이 축상과 회전조인트로 연결되
며 5개의 자유도 구속조건을 가지므로 20개의 구속
조건을 가진다. 각 휠셋에서 2개의 휠-레일 구속 조
건을 가진다. 구속조건의 수는 전체적으로 24개가 
된다.

Fig. 5 An ERRI bogie

Table 2 Conditions for dynamic simulation

Fig. 6 The profiles of wheel and rail

Fig. 7 Track center line

Fig. 6과 같이 휠은 S1004사양이며, 레일은 UIC60
형상에 기울기 1/20으로 내부로 기울어진 형상이다. 
곡선 주행로의 회전 반경은 300m이며 주행거리 
s=[0, 10m, 28m, 38m, 60m, 100m]에 따라 R=[0, 0, 
300m, 300m, 300m, 300m]로 설정하였다. Fig. 7은 트
랙 중심선의 종방향 및 횡방향 변위를 나타낸다. 구
배와 캔트는 없는 것으로 가정하였다.

4. 해석결과

본 연구에서 해석 결과는 상용 철도동역학 해석 

프로그램인 VI-RAIL의 결과와 비교하였다. VI-RAIL
은 2차원 접촉해석에 기초하지만, 차륜의 요 각도를 
고려하기 위해 차륜의 윤곽선을 레일의 수직면에 

투영하여 접촉점을 구하는 방법을 이용한다.
Fig. 8과 Fig. 9는 대차프레임 질량중심의 변위와 

요각도를 나타낸다. Fig. 10과 Fig. 11은 대차프레임
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Fig. 8 Displacement of bogie frame center

Fig. 9 Yaw angle of bogie frame center

Fig. 10 Yaw rate of bogie frame center

의 요각속도와 횡가속도를 보여준다. 횡가속도는 
휠셋이 플랜지와 접촉하기 시작하는 천이 구간에서 

변동이 나타나지만 정상상태에서는 일치하는 결과

를 보여준다. Fig. 12는 전방 휠셋과 후방 휠셋의 횡
변위를 나타낸다. Fig. 13은 전방 휠셋과 후방 휠셋
의 요각도를 보여준다.
상용 프로그램인 VI-RAIL의 해석결과와 본 연구

Fig. 11 Lateral acceleration of bogie frame center

Fig. 12 Lateral displacements of front and rear wheelsets

Fig. 13 Attack angles of front and rear wheelsets

의 결과는 미소한 차이가 존재한다. 이는 휠-레일 접
촉력 계산 방법과 수치해석 방법의 차이가 원인으

로 추정된다. 그러나 결과의 차이가 미소하여 본 연
구의 타당성을 검증할 수 있었다.
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5. 결 론

본 연구에서는 철도차량의 동역학 해석을 위해 

휠셋을 트랙좌표계를 이용하여 운동방정식과 구속

조건식을 유도하였다. 트랙좌표계는 트랙의 중심과 
함께 이동하는 좌표계로서 레일의 위치는 고정좌표

계에서 표현하는 것보다 중간 좌표계로서 트랙좌표

계를 도입하면 효율적으로 표현할 수 있다. 또한, 휠
셋의 운동을 트랙좌표계를 이용하여 표현하는 경

우, 트랙에 대한 휠셋의 운동에 대한 기구학적 구속
조건을 간단한 선형식으로 표현할 수 있는 장점이 

있다.
휠셋을 제외한 일반 강체에 대한 운동방정식은 

일반적인 다물체 동역학 방법을 이용하여 절대좌표

계를 이용하여 운동방정식과 구속조건식을 표현하

였다. 트랙좌표계를 이용하는 휠셋의 운동방정식과 
일반 강체의 운동방정식을 합하여 철도차량에 대한 

운동방정식을 유도하였다. 또한, 좌표계가 다른 휠
셋과 일반 강체의 구속조건식 및 구속조건 자코비

안을 유도하였다. 철도차량의 운동방정식과 구속조
건식은 QR분해법과 가변시간 증분법을 이용하여 
수치적분을 수행하여 해를 구하였다. 해석결과는 
일반 다물체 동역학 해석방법인 VI-Rail과 비교하여 
해석결과의 타당성을 검증하였다.
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