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ABSTRACT

  Identifying the stability of rotor systems is prerequisite for clear determination of the 

parameter identification and safety, through which operating conditions may be rationally 

ascertained. For this purpose, the complex modal analysis of periodically time-varying 

system has been introduced by transforming the relation between periodic eigen-vectors and 

the corresponding adjoint vectors into the latent value problem. Stability investigation 

associated with modal features for rotor systems is performed using numerical simulation 

based upon the analysis model. 

Key Words: Rotor Systems, Complex Modal Analysis, Stability, Critical Speed 

1. 서   론

  회전체는 항공기 제트엔진은 물론 일반 산업

기계를 포함하여 실생활에 보편적으로 사용되는 

주요 기계시스템으로서, 성능 및 내구성 향상을 

위해서는 정확한 시스템의 특성 규명과 이론적

인 해석이 선결되어야 한다. 특히 회전체의 공진

(resonance) 또는 임계속도(critical speed)로 

인한 파손을 방지하고 안전 운전을 위한 회전체

의 안정성(stability) 파악은 회전체 운용에 있어 

필수적으로 해결하여야 할 부분이다[1,2,3]. 
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  일반적으로 회전체의 동특성 규명을 위한 이

론적인 해석모형을 크게 네 가지로 대별하면, 정

지부(stator)와 회전부(rotor)가 대칭(symmetric 

)인 등방회전체(isotropic rotor), 정지부가 비대

칭(asymmetric)이고 회전부가 대칭인 비등방회

전체(anisotropic rotor), 정지부가 대칭이고 회

전부가 비대칭인 비대칭회전체(asymmetric 

rotor), 정지부와 회전부가 모두 비대칭인 일반

회전체(general rotor)가 있다[4,5].

  복소 모드를 이용한 일반적인 회전체 해석은 

단순 회전체와는 달리 비 자기수반(non-self- 

adjoint) 특성과 방향성(directivity)의 개념이 부

가되어 방향성 스펙트럼 및 방향성 주파수응답

함수(directional spectrum and frequency 

response: dFRFs) 개념으로 발전됨으로써 일반 
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구조물과는 확연히 구분되는 특성을 갖는 일반 

적인 회전체의 정확한 모드분석이 가능한 것이 

특징이다[3,4,5]. 

  단순 회전체 또는 단순히 축강성이나 회전체 

질량 또는 관성모멘트 등의 비대칭 불균형, 열린 

균열(open crack) 등에 의한 비대칭 회전체의 

경우 시불변 특성을 가짐으로써 비교적 저속에

서 자이로 효과를 무시할 경우 실제적으로는 일

반 구조물의 해석 경향과 별 차이가 없으나 일

반적인 회전체는 주기적 시변계(periodically 

time-varying system)의 고유 특성을 갖고 있

어 해석 방법에 있어서는 근본적인 차이가 있다.

  여기서 일반적인 시변계는 계의 고유특성을 

일관적으로 정할 수 없으나 주기적인 경우에는 

여러 해석적인 방안이 제시되었다. 천이함수

(transition function)를 이용한 플로케(Floquet) 

이론을 기초한 연구와[6,7] 좌표 치환기법에 의

해 시불변계로 변환하는 방안[8] 등 여러 시도

가 있었으나 시변 우.좌 고유벡터(time-varying 

right.left eigen-vector) 간의 모드관계, 모드변

수를 통한 해의 존재, 주파수응답함수의 분명한 

형태 등이 부족하여 정확한 모드 해석에는 한계

가 있었다. 여기서 주기적 시변계의 모드해석을 

위해서는 각각 모드에 대한 독립적인 분리가 가

능하여야 하므로 이를 위해서는 수반문제로부터 

고유벡터(eigen-vector)와 그의 수반벡터

(adjoint vector)가 직교성이 보장되어야 한다. 

  본 연구에서는 이러한 주기적 시변계로 대변

되는 일반적인 회전체의 모드해석으로부터 종류

별 회전체들의 모드특성을 분석하여 각 모드를 

특성 별로 분류(classification)하고 이들 모드의 

동특성을 분석하여 안정 운전영역 및 경향을 살

펴보기로 한다.

  

2. 회전체의 복소 모드해석

2.1 운동방정식의 설정

  베어링 질량효과를 무시한 Fig. 1과 같은 xyz 

좌표계와 비대칭 축과 원판, 비대칭 베어링부로 

구성된 일반회전체의 복소 운동방정식은 다음과 

같다[3,4,5,8].

Fig. 1 Analysis Model of Rotor System
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(1)

  여기서 (t)p 는 복소 좌표벡터 (t)p 의 복소 

공액을 표시하며 각 변수와 구성요소는 부록에 

명시하였다. Nx1 응답벡터 (t)p 와 입력벡터 

g(t)는 다음과 같은 실수성분의 응답벡터 y(t), 

z(t)와 입력벡터 y (t)f , z (t)f 로 이루어진다.

y z y z

(t) (t) j (t), (t) (t) j (t),
(t) (t) j (t), (t) (t) j (t)

= + = −
= + = −

p y z p y z
g f f g f f    (2)

  단, j는 허수부, W는 회전수, M, C, K는 NxN 

복소 질량, 감쇠, 탄성행렬을 각각 표시하는데, 

이때 하첨자 f, b, r은 등방, 비등방, 비대칭 성

분을 각각 의미하고, fC =
d b dj+ − Ωf fC C G , fK =

s dj− Ωf fK C 에서 
d
fC ,

b
fC ,

dG , s
fK 는 각각 내부 감

쇠계수, 구조감쇠계수, 선형감쇠계수, 자이로효

과, 탄성계수 등을 나타낸다.

  등방회전체(isotropic rotor system)일 경우 

b b r r rC K M C K 0= = = = = 가 되고 비등방회전체 

(anisotropic rotor system)일 경우 

r r rM C K 0= = = 가 되며, 비대칭회전체 

(asymmetric rotor system)일 경우 b bC K 0= = 가 

된다.
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  (1)식을 다시 정리하면 
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(3)식을 상태공간형태로 정리하면 다음과 같다.  

(t) (t) (t) (t) (t)&A w = B w + F           (4)

여기서,

(t)
(t)

(t) (t)
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

0 M
A =

M C , 

(t)
(t)
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⎢ ⎥⎣ ⎦
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⎧ ⎫
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⎩ ⎭

&q
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q , 
(t)

(t)
⎧ ⎫
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⎩ ⎭

0
F =

f        (5)

2.2 고유 및 수반 벡터(eigen and its adjoint vector)     

    의 유도 

  식(4)와 같은 주기적 시변계에 대해 플로케이

론으로부터 모드응답 형태의 해를 유도한다. 천

이함수, (t)Φ 를 이용하여 4Nx1 상태벡터 w(t) 

의  다음과 같은 근본해로부터[5,6,7]

( ) ( )t (t, 0) 0= Φw w                (6)

여기서 (t, 0)Φ 는 다음과 같은 천이식을 만족하며 

초기값은 4N x 4N(0, 0) =Φ I 을 갖는다.

1(t,0) = (t) (t) (t, 0)−Φ Φ⎡ ⎤⎣ ⎦& A B         (7)

이 식에 대해서 플로케이론을 적용하면 (t,0)Φ
가 다음과 같이 (t)R ,J 로 분리되고[5,7]

t 1(t,0) = (t) (0)−Φ eJR R             (8)

J는 대각항이 iλ (i=1-4N)로 구성된 조르단 형태

의 행렬이고 이때의 iλ 는 Poincare 지수 

(exponent)로서, 시불변계에서는 고유값의 역할

을 하게 된다. 이때 행렬, (t)R 는 식(6)의 계의 

주기와 같은 주기를 갖게 되며 시불변계일 경우

는 고유 벡터로 구성된 행렬이 된다.

  식(8)은 주기 T( /π Ω )에 대해 (t)R 의 주기

성의 관계인 (0) = (T)R R 와 iλ 로 구성된 조르

단 행렬, J에 대해 다음과 같다.  

1T(0) (0)(T,0) = −Φ eJR R            (9)

여기서, J는 조르단 형태로 대각성분 

, 1, 2,..., 4i i Nμ = 이 Poincare 지수를 표시하고 

시불변계에서는 고유치에 해당한다. 

식(6),(8)를 식(4)에 대입하면 다음과 같고

[ ]1(t) (t) (t) (t) (t)−= −R A B R R J&
     (10)

이 식은 시불변계일 경우 iλ 는 고유치가 되며 

일반적인 고유치문제로 귀착된다.

[ ]1 (t) (t)
T−− A B 와 결부시킨(단, T는 전치를 표시

하며 이하 같다) 수반문제(adjoint problem) 

[4,5]

[ ]1(t) = (t) (t) (t)−−&
T

A Bz z            (11)

로부터 수반행렬(adjoint matrix) (t)L 를
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[ ]1(t) (t) (t) (t) (t)−= − +& T
L A B L L J      (12)

로부터 구할 수 있고, 여기에 
1(t) (t) =−R R I 를 

미분하고 이를 식(10)에 대입하면

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t− − − −= − +⎡ ⎤⎣ ⎦R R A B JR&
     (13)

로부터 
1 (t)−R 구할 수 있다. 이를 식(12)와 비교

하면 (t) (t) =TL R I [7]의 직교관계(ortho- 

nomality condition)로 부터     

i j i j(t) (t) δ=Tl r                    (14)

여기서 j (t)r , i(t)l , i(t)l 는 각각 (t)R , (t)L ,

(t)L 의  j-th, i-th 열벡터 이고 i jδ 는 

Kronecker 델타이다.

식(4)의 제차방정식(homogeneous equation)에

{ }(t)
(t) (t) (t)

(t)
η=

&q
w = r

q             (15)

로부터 얻어진 ( )t (t) (t)η= cq u 를 식(12)와 함께 

대입하면 고유값에 대해서는 

{ }(t) (t)
(t)

(t)
λ+&

c c

c

u u
r =

u             (16)  

이고, 식(12)는 다음과 같다. 

( )1(t) (t) (t) (t)μ−⎡ ⎤−⎣ ⎦r = A B I r&         (17)

  마찬가지로 수반벡터에 대해서도 

( ) ( ) ( )t t tζ=z l 과 같은 관계로부터

(t) (t) (t)Tl = A l 로 정의할 경우 식(12)와 함께 

식(11)에 대입하면 다음과 같고

( )1(t) (t) (t) (t)
(t)

(t)

λ −− + −⎧ ⎫⎪ ⎪⎡ ⎤⎣ ⎦⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

& & T

c c

c

v M M v
=

v
l

 (18)

식(12)는 다음과 같다.

( )1(t) (t) (t) (t),λ−− −⎡ ⎤
⎣ ⎦

& T
l = A B I l      (19)

여기서 고유 및 수반벡터는 각각 

{ }(t)
(t)

ˆ (t)c

u
u =

u , { }(t)
(t)

ˆ (t)c

v
v =

v 로 표시된다.

2.3 안정석 분석을 위한 모드해석

  복소 상태벡터는 

( ) { } { }
4N N

r 1 i B,F r N

t (t) (t) ' (t) (t)η η
= = =−

= =∑ ∑ ∑ i

r r
w r r

 (20)

와 같이 정의된다. 여기서, ( )tη 는 주좌표계

(principal coordinates)이고, 상첨자 B와 F는 

각각 전후방(forward and backward)모드, 합 기

호에서의‘는 r=0를 의미 한다[4,5]. 

  입력항에 대해서 유도한 직교성에 관한 식

(14)를 적용하면 

  ( ) ( )i i i i

r r r rt t (t) tη λ η= +& T

cv f( ) ,  
    ; r = ±1, ±2, …, ±N ; i = B, F  (21)

과 같은 4N개의 모드방정식을 구할 수 있다. 

  여기서, 고유벡터 ( ) tr ( ( )tcu ), 수반벡터 

(adjoint vector( ( )tl ( ( )tcv )는 T π=
Ω 의 주기를 

갖는 주기적 시변계이므로, (t)cu , (t)cv 는 

다음과 같은 퓨리에 급수(Fourier series)로 

나타낼 수 있다[9]. 

( )
j2(t) ,i i

r r m
m

m te
∞

=−∞

Ω≡ ∑u u
 ( )

j2(t)i i
r r m

m

m te
∞

=−∞

Ω≡ ∑v v
 (22)
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Rotor
type

Property
Isotropic

rotor
Anisotropic

rotor
Asymmetric

rotor
General

rotor

Asymmetry 0 0 δ δ
Anisotropy 0 Δ 0 Δ

여기서, ( ) ( ), ˆi i
r m r mu u , ( )

i
r mv , ( )ˆ ir mv 는 조화함수 

2j m te Ω 와 함께 퓨리에 계수들을 정의한다.

   이들 퓨리에 계수에 해당하는 모드변수 

( )mu , ( )ˆ mu , ( )mv , ( )ˆ mv , μ 는 람 다 행 렬 법 

( matrixλ − )[5,9]으로부터 유도된다. 

  식(3)에 다음과 같은 고유해

 
( )t =q t(t)eμ

cu = ( )

( )

( j2 )t

ˆ
m

m m

me μ
∞

=−∞

Ω+⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑
u
u    (23)

를 대입하면 다음 식(24)와 같은 3N 밴드폭 

(bandwidth)을 갖는 힐스행렬(Hill’s matrix) 

형태의 선형방정식을 구할 수 있다[10].

(1)

(1)

(0)

(0)

( 1)

( 1)

;1 ;1

; 1 ; 1 ;0

;1 ;0 ;0
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;0 ; 1 ; 1
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− −
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f b
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r f b

b f r

r f b

b f

0

0

D D
D D D

D D D
0

D D D
D D D

D D

u
u
u
u
u
u

O N

N O

%

M

M

                              (24)

여기서, 동강성계수(dynamic stiffness 

matrices)는 다음과 같고

 
2

; ( j2 ) ( j2 ) ,i m i i im mμ μ= − Ω + + − Ω + +D M C K

                            
, , ,i f b r=

  
(25)

f;mD , b;mD , r;m,D 는 각각 등방(isotropy), 비등방 

(anisotropy), 비대칭(asymmetry) 회전체의 

특성을 대변한다.

  안정성 분석을 위한 모드해석은 식(14)에 

λ μ= 를 대입하고 2차 람다행렬식( matrixλ −  

of degree 2)으로부터 유도된 고유치 해석 

문제(latent value problem)로부터 구할 수 

있다[4]. 

4.  수치 예

  회전체 모드해석을 위한 수치해석용 각 종류 

별 회전체 특징은 Table 1과 같고 해석 모형의 

사양은 Table 2와 같다. 

Table 1. Classification of Rotor systems.

Table 2. Physical Properties of the Rotor Model

  Fig. 2∼5는 상기 사양에 의한 각 종류별 회

전체의 모드 계산결과를 특성별로 분리하고 구

분하여 선회선도(whirl speed chart)로 도시한 

것이다. 여기에 자체 회전수(1X)에 의한 임계속

도(critical speed)를 파악하기 위해 불균형량

(unbalance)으로 인한 회전체 자체의 1X 가진 

모드(  )를 표시하여 모드 교차점에서의 

임계속도를 포착할 수 있도록 하였다. 이는 등

방회전체에 한정된 기존의 재래식 Campbell 선

도를 방향성을 포함하여 일반적인 경우로 발전

시킨 것으로 진보된 개념이다.

  Table 3은 4,000 rpm에 대해서 각 모드에 대



32 한동주 항공우주시스템공학회지

해 특성별로 분리하고 식별하여 정리한 것이다. 

Fig. 2 Whirl Chart of Isotropic Rotor System

Fig. 3 Whirl Chart of Anisotropic Rotor System

  이로부터, 등방회전체의 경우는 기준 모드

(basic mode)인 단일 모드로 각각 구성되어 있

고, 비등방회전체의 경우는 등방회전체의 기준

모드에 대해 각 쌍(± pair)으로 구성됨을 알 

수 있다. 이들 회전체는 단일항(index m=0)에 

대해 분명하게 모드가 구분되고 있다. 

  

Fig. 4 Whirl Chart of Asymmetric Rotor System

      (Unstable region is shaded, (1) is magnified

      view)

  주기적 시변계인 일반회전체의 경우 힐스행렬

(Hill’s matrix) 중 3항의 근사식(three-term 

approximation,  index, m=-1,0,1)을 사용했을 

경우 각 항 각각에 대한 모드형상을 나타내고 

있다. 여기서 비대칭회전체(m=0,-1)의 경우 각 

모드 간 회전수의 2배속 차이(shift)의 모드 분

리 경향을 보이고 있고, 일반회전체의 경우에는 

3항 근사식으로 도출된 모드값 상호간 짝수배의 

분리 경향을 보이고 있어, 모드해석을 통해 유
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도된 해석결과와 일치되고 있음을 알 수 있다.

  안정성과 관련해서 불안정 영역(unstable 

region)은 회전수에 대해 각 모드별 구간 불연

속 영역을 의미한다. 

 

Fig. 5 Whirl Chart of General Rotor System      

      (Unstable region is shaded, (2) is magnified view)

  이러한 판단기준으로부터 시불변계인 등방회

전체(Fig. 2) 및 비등방회전체(Fig. 3)의 경우

에는 모든 모드가 연속이 되어 이들 회전체는 

고유특성 상 공진으로 인한 불안정 운전 영역이 

없음을 알 수 있다. 모든 경우 1차 모드(basic 

mode)에서 1X 가진 모드와 교차함으로서 임계속

도가 발생하고 있어 역시 1차 모드가 지배적인 

모드임을 알 수 있다. 반면에 비대칭 특성

(rotating asymmetry)을 갖는 비대칭회전체

(Fig. 4) 및 일반회전체(Fig. 5)의 경우에는 

5,500 rpm 부근에서 모드 각 구간의 별 차이 없

이 불연속 구간(marked by hatched region in 

Fig. 4, Fig. 5)이 나타나고 있어 이 구간이 불

안정 영역임을 알 수 있다[5]. 특히 이 불연속 

시점에서 모드 분리(split) 또는 모드 확산/집

중 등의 모드방향 바뀜(veering) 현상이 발생됨

을 알 수 있다. 등방 및 이방 회전체의 경우와 

마찬가지로 1차 모드에서 1X 가진 모드와 교차

함으로서 임계속도가 발생하고 있고 주목할 것

은 불연속 구간을 통과하여 이 구간에서 교차하

고 있다. 이 부분 확대된 양상(Fig. 4의 (1) 및 

Fig. 5의 (2))을 통해서 극명하게 확인할 수 있

다. 따라서 불균형이 존재할 경우 임계속도와 

공진으로 인한 불안정과 결부되어 불안정 효과

가 더욱 증폭될 것임을 알 수 있다. 이는 축의 

열린 또는 개폐 균열, 질량 또는 관성모멘트 등

의 비대칭 등 로타의 비대칭성이 회전체의 불안

정성을 유발시키는 요인임을 나타내는 것이다. 

5. 결   론

  

  등방, 비등방, 비대칭 특성을 포함하는 주기

적 시변계인 일반회전체에 대한 안정성 분석을 

위해 복소 모드해석을 수행하였다. 고유벡터와 

수반벡터의 주기성과 직교성을 유도하여 완전한 

복소 모드해석을 정립하였고, 이로부터 각 회전

체에 대한 모드해석을 통해 각 모드특성별로 구

분하고 분리함으로써 각각의 모드를 식별하였

다. 이들 모드의 형상으로부터 불안정 영역 기

준을 도출하여 각 회전체에 대한 운전 안정성 

여부를 분석하였다. 

  본 연구는 일반적인 회전체의 모드해석 및 운

용 안전성 판단 기법에 활용될 수 있다.
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