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요  약
설명변수와 반응변수 사이의 통계  계를 설명하기 해 사용되는 회귀모형을 분석하는 방법을 회귀분석이라 한다. 본 논문에서는 

독립변수와 종속변수에 한 퍼지 계를 표 하는 퍼지회귀모형를 추정하기 하여 이상치에 민감하지 않은 로버스트한 추정량인 

Theil방법을 소개한다. Theil방법은 설명변수와 반응변수의 -수 집합의 각 성분으로 구성된 집합에서 선택한 임의의 두  자료

로부터 계산된 변화율의 수를 두 변수에 한 변화량의 추정량으로 간주한다. 본 논문에서 제안된 Theil방법이 최소자승법을 이

용하여 추정된 퍼지회귀모형보다 더 정확할 수 있음을 제를 통하여 확인한다.

 

키워드 : 퍼지회귀모형, Theil 방법, 최소자승방법, 퍼지이상치

Abstract 
Regression Analysis is an analyzing method of regression model to explain the statistical relationship between explanatory 

variable and response variables. This paper introduce Theil’s method to find a fuzzy regression model which explain the re-

lationship between explanatory variable and response variables. Theil’s method is a robust method which is not sensive to 

outliers. Theil’s method use medians of rate of increment based on randomly chosen pairs of each components of -level 
sets of fuzzy data in order to estimate the coefficients of fuzzy regression model.  We propose an example to show Theil’s 

estimator is robust than the Least squares estimator.  

Key Words : Fuzzy Regression model, Theil’s method, Fuzzy outlier

1. 서  론

자연이나 사회에서 발생하는 상을 수학 인 도구인 수, 

혹은 수와 연 된 기호나 공리를 이용하여 표 하고, 그 

상을 설명해 가는 과정이 수학의 요한 목  하나이다. 

자연 인 상이나 사회 인 상을 추상화하여 수학 인 

문제로 만드는 과정에서 발생하는 문제는 불확실성

(uncertainty)이다. 불확실성에는 시간이 흘러가거나 실험을 

통하여 불확실성이 해결되는 확률 인 불확실성과 실험이

나 시간과는 무 한 퍼지  불확실성이 있다. 확률 인 불

확실성에 한 연구는 활발히 진행되어, 많은 분야에서 응

용되고 있다. 

Zadeh는 실험이나 시간과는 무 한 퍼지  불확실성을 

애매함(ambiguity)과 모호함(vagueness)으로 설명하고, 애

매하거나 모호한 문장으로 표 된 정보들을 처리하기 하

여 필요한 시스템을 구 하기 하여 퍼지이론(fuzzy theo-

ry)을 소개하 다[1-2]. 확률 인 불확실성과 퍼지  불확

실성인 모호함과 애매함은 각각 여러 개 에서 하나를 선

택하여야 할 경우와  사물을 구별할 때 경계가 확실하지 않

는 경우에 발생함으로 두 불확실성을 동시에 표 하고 연구

를 하여야 한다. 

Tanaka는 애매하거나 불확실하게 표 된 변수사이의 인

과 계를 설명하기 해 퍼지회귀모형(fuzzy regression 

model)을 소개하 다[3-4]. 퍼지회귀모형은 설명변수에 의

존하는 종속변수에 한 함수, 즉 반응함수의 모양에 따라 

두 가지로 구분할 수 있다. 반응변수와 독립변수간의 함수

인 회귀방정식을 모르는 경우와 두 변수 사이의 계를 아

는 경우로 구분하여 자를 모수 퍼지회귀모형(parametric 

model)하 하고, 후자를 비모수 퍼지회귀모형(nonparame-

tric model)이라 한다. 퍼지회귀모형을 추정하는 방법은 추

정된 퍼지수의 폭(spread)을 최소화하는 수치해석 인 방법

(numerical method)과 측퍼지수와 찰퍼지수의 차를 최

소화하는 통계 인 방법(statistical method)으로 분류할 수 

있다[5-9].

본 논문에서는 모수 퍼지회귀모형을 추정하기 하여 

퍼지수(fuzzy number)의 -수  집합(level set)의 심

(mod)과 끝 (end point)에 한 수(median)를 이용한 
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Theil방법을 소개한다. 제안된 방법으로 추정된 퍼지회귀모

형의 효율성(efficiency)을 최소자승법(least squares meh-

tod)을 이용한 추정된 퍼지회귀모형과 비교하기 해 모의

실험을 이용한다.

2. 퍼지회귀모형

Tanaka 등은 퍼지회귀모형

                    

 ⊕⊗⊕⋯⊕⊗      ⋯ (1)  

              

을 처음으로 소개하 다[3-4]. 여기서   번째 설명변수의   

번째 성분 , 회귀계수  그리고 반응변수 는 퍼

지수이다. 그리고 식 (1)에서 주어진 연산 ⊕와 ⊗는 각각 
퍼지수의 합과 곱이다. 

  측된 자료 ⋯     ⋯를 이용하여 
측퍼지수와 측퍼지수 사이의 차를 가장 작게 하는 회귀

계수를 추정하는 것이 퍼지회귀분석의 요한 목  하나

이다[10-12]. 이를 하여 두 퍼지수 사이의 거리를 정의하

여야 한다. 일반 인 회귀분석과 비슷하게 퍼지회귀모형에

서도 평균에 근거한 최소자승법을 가장 많이 사용되고 있

다. 하지만 최소자승법은 이상치(outlier)에 민감하고 퍼지

회귀모형에서는 이상치가 자주 발생할 수 있으므로 최소자

승법의 약 을 보완할 강건한(robust) 추정법이 필요하다. 

본 논문에서는 이상치에 민감하지 않은 수(median)에 

근거한 Theil방법을 이용한다. Theil은 1950년에 처음으로  

Theil방법을 소개하 고, 이후 여러 사람들의 Theil방법은  

회귀모형과 분산분석에 사용되었다[13-14].

  퍼지회귀모형에서는 종속변수와 독립변수, 그리고 반응함

수가 애매하거나 불확실한 경우를 분석함으로 퍼지수의 함수

에 한 소속함수를 결정하는 것이 요하다. Zadeh는 퍼지

수의 함수에 한 퍼지수를 정의할 수 있도록 확장원리( ex-

tension principle)을 제안하 다[1-2]. 한 확장원리는  퍼지

수에 한 연산을 정의하는데 아주 요한 수단이 되고 있다. 

  실수의 부분집합 와 , 그리고 에서 로의 함수 
  →가 정의되고, 는 의 퍼지집합이라 하자.  확장
원리는 집합 에 한 함수 의 상(image) 의 소속
함수는

   
≠

   

와 같음을 보여 다. 확장원리는 퍼지수에 한 모든 연산을 

가능하게 한다. 어떤 실수 집합  ⋯ 에 한 함수

 

   × ×⋯×→ ,

는 다음과 같이 확장될 수 있다.

   × ×⋯× →

여기서, 는   의 퍼지부분집합을 의미한다. 즉, 


는 모든 ∈… ∈ ∈에 하여 

 …  suphxx …xn 
sx∧sx∧⋯ sn xn 

 x
와 같이 정의된다. 

  Zadeh는 퍼지집합 의 소속함수 는 -수 집합 

과 특성함수(characteristic function)  을 이용하여 

유도할 있음을 보여주는 분해원리(resolution identity)를 제

시하 다. 분해원리는 집합 의 특성함수가

     ∈ ∉

 와 같이 정의될 때, 집합 의 소속함수은  

     ∈
 임을 보여 다. 따라서 퍼지회귀분석의 목   하나인 

측퍼지수에 한 측은 주어진 퍼지수의 -수 집합을 추

정함으로 가능하다는 것을 분해원리는 설명하고 있다.

본 논문에서는 퍼지회귀모형을 추정하기 하여 -수

집합 

⋯     ⋯   (2)

에 Theil방법을 용한다. Theil은 평면상의 두 들의 집

합에 한 최상의 합 직선을 추정하기 하여 기울기와 

편이 체 집합의 원소들과 멀리 떨어진 에 향을 크

게 받지 않는 방법을 연구하 다[13]. 그리고 Hussain과 

Sprent는 Gram-Schmidt 과정을 이용하여 설명변수를 정

규직교집합으로 변환한 후 Theil방법을 사용하여 회귀모

형을 추정하 다[14]. 

퍼지회귀모형의 독립변수와 종속변수의 심에 한 자

료 ⋯        ⋯   에 한 회귀모형은 

     ⋯  (3)

 

와 같다. 모형 (3)에 포함된 회귀계수   ⋯를 

추정한 후 종속변수의 심인 는 다음과 같은 차를 통

하여 추정할 수 있다.  

단계 1 : 자료 ⋯  을 Gram-Schmidts 과정을 이  
용하여 ⋯  로 변형한다. 

 










 i f  
  





 

  
 i f  (4)

 

여기서   ⋯ 이고   ⋯ 이다. 

단계 2 : Gram-Schmidts 과정으로부터 변환된 

⋯  가 독립변수인 회귀모형 

    ⋯ (5)
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에 한 회귀계수   ⋯  를 추정하는 방법은 다음

과 같다. 

  2-1. 
    ⋯   이고 

  라 하자.  

  2-2. 
는 다음 집합의 수이다.



 



    ≤  ≤  (6)

  2-3. 
, 

을 각각 
 

와 
 


라 하자( ≥ ). 

  2-4. 와 같은 과정을 추정값 
가 수렴할 때까지 반복

하여 수렴 값   ⋯을 추정된 회귀계수라 하자. 즉, 

   


  


 









     

  ⋯    ⋯ 

(7)
  


  

 





 

 





     (8)

  

        

  2-5. 는 집합     ⋯   의 수이다. 

단계 3 :  2단계에서 추정한   ⋯을 사용하여 회

귀계수   ⋯를 추정하기 해 

Gram-Schmidts 과정을 이용한다. 

  If         


  If ≤ ≤ ,  

 
  





 

   

(8)

      

그리고 편에 한 추정량은  
  이다. 

앞에서 제시된 차를 독립변수와 종속변수의 -수 집합 

 ⋯         ⋯  
와

 ⋯        ⋯  
(9)

 

에 용하여 반응변수의 -수 집합의 왼쪽과 오른쪽의 끝

에 한 추정치 
와 

를 유도할 수 있다. 

단계 4 : 단계 3에서 추정한 끝  
와 

가 퍼지수

의 성질을 만족하도록 다음과 같이  -수 집합

의 끝 을 정의한다.

  


 min max .

단계 5: 단계 1부터 단계 4까지의 과정에서 얻은

 

   ⋯  
와 

   ⋯  

을 이용하여 측된 퍼지수 의 소속함수를 추정한다. 이 때 

Theil방법을 한 번 더 소속함수를 추정하기 해 사용한다.  

 

3.  제

본 에서는 Theil방법을 이용하여 추정된 퍼지선형회귀

모형의 효율성을 비교하기 해 Kim과 Bishu가 제시한 측

도를 확장한 측도를 사용한다[15-16]. 참 퍼지회귀계수 

와 추정된 회귀계수 의 차를 두 소속함수의 차에 한 

분으로 정의한



∞

∞




∞

∞


   (10)

                   

와 추정된 퍼지회귀모형에 한 정확성을 조사할 수 있는 

척도    

           

  
 




 (11)
  

                                          

를 이용한다. 즉, 측된 퍼지수와 추정된 퍼지수의 소속함

수의 차에 한 분의 합인 척도  가 0에 가까울
수록 추정된 퍼지회귀모형의 정확성은 높다고 할 수 있다. 

다음 모의실험에서는 독립변수와 종속변수가 모두 퍼지

수인 경우에 하여 Theil방법과 최소자승법의 정확성을 비

교하 다. 지 까지 소개된 부분의 논문들은 종속변수에 

한 오차를 비교하 다. 그러나 이것은 표본의 수에 따라 

그 효율성이 변할 수 있으므로 본 논문에서는 회귀계수를 

비교하 다. 다음 제는 모의실험(simulation study)을 이

용한 퍼지회귀모형에 한 Theil방법의 효율성을 보여 다. 

제 : 독립변수의 심이 이고 폭이 인 삼각퍼지수 

 를 생성하기 해서 심과 폭을 각각 일양분포

(uniform distribution)와 삼각분포(triangular distribution)

를 사용하 고, 오차에 한 심과 폭은 각각 웨이불분포

(weibull distribution)와 자유도가 1인 T-분포( T dis-

tribution with degree of freedom 1)를 이용하 다. 다음과 

같은 모의실험의 설계에 따라 10개의 자료를 생성하 다. 

     모형 :      ⋯ 

     모수 :   와   .

     오차 :  ∼ ,  ∼, 

           ∼ ,  ∼ .

 계획된 모의실험에 따라 생성된 10개의 삼각퍼지수는 표 1
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과 같다. 

표 1. 퍼지데이터 

Table 1. Fuzzy data

      

1 (2, 1.6) (11, 6.97)

2 (8, 2.1) (22.04, 10.78)

3 (6, 4) (17.95, 11.31)

4 (3,2.4) (11.25, 8.23)

5 (11,3.4) (27.47, 15.68)

6 (7,4.3) (19.38, 13.83)

7 (8,3.5) (22.04, 16.89)

8 (9,2) (23.37, 12.07)

9 (5,3.7) (15.51, 9.97)

10 (13,2.8) (31.47, 8.1)

 표 1에서 주어진 10개의 자료와 두 추정법, 최소자승법


과 Theil방법

을 이용하여 추정한 퍼지회귀모형
은 각각 다음과 같다.

         

  



  

 최소자승법과 Theil방법에 따라 추정된 종속변수의 측

값은 표 2와 같다. 

 최소자승법과 Theil방법을 사용하여 추정한 두 퍼지회귀

모형의 효율성을 비교하기 하여 측도 (3.1)를 이용하여  

계산한 정확성의 결과는 표 3과 같았다. 표 3은 퍼지회귀모

형의 참회귀계수와 추정된 회귀계수의 차를 보여 다. 두꺼

운 꼬리분포(heavy-tailed distribution)인 웨이불분포와 자

유도가 1인 T-분포로부터 생성된 오차에는 심과 폭에 각

각 이상치를 포함하고 있었다. 그 결과 이상치 크게 민감하

지 않는 Theil방법이 최소자승법보다 더 정확할 수 있음을 

보여주었다.

표 2. 추정값

Table 2. Estimated values


LSE Theil’s method

 




 




1 (2.52, 10.10, 17.16) (2.96, 9.53, 15.14)

2 (11.51, 21.70, 31.36) (9.91, 21.49, 30.39)

3 (5.13, 17.83, 31.14) (4.98, 17.50, 30.16)

4 (2.84, 12.03, 21.09) (3.22, 11.52, 19.37)

5 (14.30, 27.49, 40.75) (12.06, 27.48, 40.48)

6 (6.28, 19.76, 33.98) (5.87, 19.50, 33.21)

7 (9.22, 21.70, 34.41) (8.14, 21.49, 33.68)

8 (13.31, 23.63, 33.32) (11.3, 23.49, 32.51)

9 (3.99, 15.90, 28.30) (4.1, 15.51, 27.11)

10 (18.55, 31.36, 43.80) (15.34, 31.46, 43.77)

표 3. 추정된 퍼지회귀계수에 한 오차 

Table 3. Errors of estimated fuzzy regression coefficients

 

 LS Method Theil Method

 1.35 1.08

 1.43 1.16

4. 결론

본 논문에서는 독립변수와 종속변수에 한 퍼지 계를 

표 하는 퍼지회귀모형를 추정하기 하여 Theil방법을 소

개하 다. 두 변수의 -수 집합의 각 성분으로 구성된 집

합에서 선택한 임의의 두  심(혹은 )으로부터 계산

된 변화율  수를 심 (혹은 끝 )에 한 추정량으

로 간주하 다. 본 논문에서 제시된 Theil방법이 최소자승

법의해 추정된 퍼지회귀모형보다 더 효율 임을 모의실험

을 통하여 확인하 다.

앞으로 Theil방법을 이용하여 추정한 퍼지회귀모형에 

한 통계 인 성질을 연구하여, 추정된 퍼지회귀모형의 효율

성을 더 높일 수 있는 조건을 유도할 필요가 있다. 
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