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요  약

최근들어, 확률론적 최적제어를 포함한 제어이론과 각종 기계학습 기반 인공지능 방법론은 금융공학 분야의 주요 도구로 자리를 잡

아 가고 있다. 본 논문에서는 평균회귀 현상을 보이는 시장을 위한 페어 트레이딩 전략 분야와 추세 추종형 트레이딩 전략 분야에 

대해 확률론적 최적제어 이론을 활용한 최신 논문 몇 편을 간단히 살펴보고, 보다 융통성 있고 접근성이 좋은 도구를 확보하기 위하

여 확률론적 최적제어이론과 기계학습 기법을 동시에 응용하는 전략을 고려한다. 예시를 위하여 실시한 시뮬레이션은 본 논문에서 

고려한 전략이 실제 금융시장 데이터를 대상으로 적용될 때 고무적인 결과를 제공할 수 있음을 보여준다. 

 

키워드: 금융공학, 확률론적 최적제어, 기계학습, 트레이딩 전략.

Abstract 

Recently, control theory including stochastic optimal control and various machine-learning-based artificial intelligence 

methods have become major tools in the field of financial engineering. In this paper, we briefly review some recent 

papers utilizing stochastic optimal control theory in the fields of the pair trading for mean-reverting markets and the 

trend-following strategy, and consider a couple of strategies utilizing both stochastic optimal control theory and ma-

chine learning methods to acquire more flexible and accessible tools. Illustrative simulations show that the considered 

strategies can yield encouraging results when applied to a set of real financial market data.

Key Words: Financial Engineering, Stochastic Optimal Control, Machine Learning, Trading Strategy. 

1. 서  론
 

최근들어, 확률론적 최적제어 등의 제어이론과 각종 기계

학습 기반 인공지능 방법론은 금융공학 분야의 중요한 핵심 

도구로 자리를 잡아 가고 있다. 이와 같이 공학적 기법에 

의존하는 전략들 중 본 논문에서는 주목하는 분야는 롱숏

(long-short) 전략의 일종인 페어 트레이딩(pairs trading)

기법[1-6]과 추세 추종형(trend-following) 전략[7-9]으로 

이들은 최근에 국내외적으로 관심이 높은 분야이다. 

롱숏 전략은 매수(long)와 공매도(short) 전략을 모두 사

용하여 꾸준한 수익을 거두는 것을 목표로 하는 전략을 의

미하며, 이들 중 가장 널리 알려진 전략은 가격변화의 패턴

이 유사하다고 판단되는 두 개의 종목을 한 쌍으로 하여 서

로 반대의 포지션을 갖도록 하는 페어 트레이딩이다. 페어 

트레이딩은 표준화된 가격(normalized price)의 차이가 작

은 두 유가증권으로 페어(pair)를 구성하고 두 유가증권의 

표준화된 가격의 차이가 일정 범위 이상 벌어지는 경우 상

대적으로 비싸진 증권을 공매도하고 상수대적으로 저렴한 

증권을 매수함으로써 초과수익을 추구하는 투자전략이다

[6]. 이러한 페어 트레이딩 전략은 뉴욕증권 거래소의 1962

년-2002년 주가 자료를 을 대상으로 한 연구에서 연 11% 

정도의 초과수익률이 확인됨으로써 투자전략으로서의 유표

성이 검증됨 바 있다[6]. 페어 트레이딩 관련 연구 중 주목

할 만한 최신 경향 중 하나로는 확률론적 최적제어

(stochastic optimal control)에 기반을 둔 제어이론적 트레

이딩 전략(control-theoretic trading strategy)으로 평균 회

귀(mean-reverting) 현상을 갖는 시장에서 수익을 거두는 

연구를 들 수 있다[1-3]. 본 논문의 주요 주제 중 하나는, 
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이러한 제어이론 기반의 페어 트레이딩 기법에 기계학습

(machine learning) 방법론을 접목하여 보다 융통성 있는 

전략을 확보하는 것이다. 

 이상에서 언급한 평균 회귀(mean-reverting) 현상을 활

용하는 제어이론 기반 방법론의 등장과 함께 최근에 금융공

학 분야에 소개된 흥미로운 제어이론 응용 사례로, 평균 회

귀와 정반대의 상황을 고려하는 추세 추종형 제어이론적 접

근 방식(trend-following control-theoretic approach)[7-9]

을 들 수 있다. 본 논문에서는 [7]의 확률론적 최적제어 기

반 추세 추종형 트레이딩 기법에 자연적 기울기(natural 

gradient) 기법에 기반을 둔 기계학습(machine learning)을 

접목하는 방안을 고려하여 방법론에 대한 접근성을 높이고, 

미국 NASDAQ 시장의 데이터를 대상으로 고려된 방법론의  

적용 가능성을 시험해 본다. 

본 논문의 구성은 다음과 같다: 2장에서는 확률론적 최적

제어이론을 이용하는 주요 트레이딩 관련 연구사례를 소개

한다. 그리고, 이들 사례에 소개된 내용을 개선하는 전략을 

위하여 기계학습 방법론의 접목을 고려하고, 실제 국내외 

자본시장 데이터에 적용함으로써 고려된 전략들의 응용 가

능성을 살펴본다. 마지막으로, 3장에서는 결론 및 추후 연구

주제 등을 다룬다.

2. 제어이론 기반 트레이딩 전략과 

기계학습의 융합 

최근의 페어 트레이딩 관련 연구 중 주목할 만한 경향 중 

하나로는, 주가 (혹은 로그주가) 스프레드(spread)를 평균회

귀과정(mean reversion process)인 OU 프로세스

(Ornstein-Uhlenbeck process)로 모델링한 후 확률론적 최

적제어이론과 결합하여 성능지수를 최적화하는 트레이딩 

전략을 구하는 방안을 들 수 있다[1-3]. 이러한 전략을 간단

하게 약술하면 다음과 같다. 우선 무위험이자율(risk-free 

rate)의 투자수익을 갖게 되는 무위험자산(risk free asset)

의 가격변화는 다음과 같은 상미분방정식(ordinary differ-

ential equation, ODE)로 표현된다:

  

그리고, 각각이 OU 프로세스로 모델링되며 상호 간에 상관

관계를 갖는  개의 스프레드(spread)는 다음과 같은 벡터 
프로세스로 모델링될 수 있다[2-3].

  






 ,   ⋯

여기에서  는 상호간에 독립인 브라운운동 프로세스이다. 

이러한 벡터 OU 프로세스는 다음과 같은 간결한 형태로 고

쳐쓸 수 있다.

  

위와 같이 모델링되는  개의 스프레드와 무위험자산으로 
구성된 포트폴리오가 자기금융(self-financing) 조건을 만족

하고,  시점에  번째 스프레드의 소유 수량을  로 표

기하며 이들로 구성되는 벡터를

   ⋯  


로 정의하면, 이 자기금융 포트폴리오의 부(wealth)는 다음

과 같은 확률미분방정식(stochastic differential equation, 

SDE)로 표현된다[1-2].

 


참고문헌 [1]과 [2]에서는,  형태
의 CRRA 효용함수의 기댓값을 목적함수로 하고 부와 벡터 

스프레드를 위한 확률미분방정식을 제약조건으로 하는 최

적제어문제에 대한 풀이를 제시하였다. 그리고, [3]에서는 

일반적으로 금융공학 분야의 주가 모델링이 기하 브라운 운

동(geometric Brownian motion, GBM)에 의존함을 고려하

여 두 개의 주가가 각각 GBM으로 모델링되고 그 로그 스

프레드(log spread)가 OU 프로세스를 가지는 경우에 상응

하는 최적제어 문제에 대한 풀이를 제시하고 있다. [1-3]의 

전략은 각 스프레드의 평균회귀 가정이 정확하게 만족될 경

우를 다루고 있기 때문에 실제 시장 상황에 비추어 볼 때 

다소 부자연스러운 부분이 있을 수 있다. 예를 들어 참고문

헌 [3]에서 고려한 파라메터를 통한 인위적인 가격 데이터

(그림 1 참조)를 보면, 두 자산의 가격이 각각 기하 브라운 

운동을 하고 이들의  로그 스프레드는 평균회귀를 하는 상

황이 (본 논문의 저자의 의견으로는) 우리에게 직관적으로 

익숙한  형태를 보여주는 것은 아닌 것 같다는 생각이 들게 

한다. 

그림 1. 주식 A와 B의 가격 시계열[3].

Fig. 1. Time series of stock prices A & B[3].

 본 논문에서는 평균 회귀 현상의 확보를 보다 공고히 하기 

위하여,  개의 시계열 각각은 정상성(stationarity)을 갖지 
않지만 이들의 선형결합(linear combination)은 정상성을 갖

는 공적분 과정(cointegrated process)을 고려한다. 이러한 

공적분 과정은 계량경제학 분야의 주요 개념으로, 2003년에 

Granger[10]는 이에 대한 연구를 바탕으로 노벨 경제학상을 

수상한 바 있다. 그리고, 정상성을 갖지 않는 시계열들을 결

합하여 평균회귀의 정상성을 발견하는 작업에는 기계학습 

관련 방법론이 사용될 수 있다(e.g., [11]).  본 논문에서 페

어 트레이딩 문제를 위해 고려하는 방법론은 크게 세가지 

단계로 구성되는데, 그 첫 번째 단계에서는  개의 가격 시
계열을 적절히 선형결합하여 평균회귀의 정상성을 확보하는 

과정을 기계학습 방법론으로 풀고, 두 번째 단계에서는 이 

평균회귀 OU 프로세스의 파라메터 추정(parameter esti-

mation)을 수행하며, 마지막 단계에서는 이 OU 프로세스에 

 를 위한  wealth process와 CRRA 효용의 기댓값으
로 정의되는 목적함수를 결합한 확률론적 최적제어 문제를 
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풀어줌으로써 최적 트레이딩 전략을 구하는 방안을 고려한

다(그림 2 참조). 실제로 3개월, 6개월, 9개월, 1년, 1년6개월, 

2년, 2년6개월, 3년, 5년, 10년 만기의 국내 현물이자율(그림 

3-5)을 기본 가격 시계열정보로 하고 주성분 분석과 최소자

승법 등의 기계학습 방법을 기반으로 하여 그림 2의 전략을 

적용한 결과, 2002-2004년 자료를 학습데이터로 삼고 

2005-2007년 자료를 시험데이터로 사용하는 경우에 그림 

6-8과 같은 고무적인 투자성과를 관찰할 수 있었다. 그림 

6-8는 거래비용을 무시한 상황에서 얻어진 결과이므로 이들

에 대한 지나치게 낙관적인 해석은 경계해야 하며, 그림 6-8

의 차이로부터 주성분분석 과정의  적용시 어떠한 고유치

(eigenvalues)를 선택하는가에 따라 다소 공격적인 전략부

터 보수적인 전략까지 다양한 선택이 가능함을 보여준다. 

그림 2. 확률론적 최적제어와 기계학습을 결합한 트레이딩 

전략.

Fig. 2. Trading strategy combining stochastic 

optimal control and machine learning.

그림 3. 단기 이자율.

Fig. 3. Short-term rate of interest.

그림 4. 중기 이자율.

Fig. 4. Mid-term rate of interest.

그림 5. 장기 이자율.

Fig. 5. Long-term rate of interest.

그림 6. 본 논문에서 고려하는 절차(그림 2)에 따르는 경우의 

시뮬레이션 결과 (1).

Fig. 6. Simulation results for the procedure (Fig.2) 

considered in this paper (1).
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그림 7. 본 논문에서 고려하는 절차(그림 2)에 따르는 경우의 

시뮬레이션 결과 (2).

Fig. 7. Simulation results for the procedure (Fig.2) 

considered in this paper (2).

그림 8. 본 논문에서 고려하는 절차(그림 2)에 따르는 경우의 

시뮬레이션 결과 (3).

Fig. 8. Simulation results for the procedure (Fig.2) 

considered in this paper (3).

평균회귀(mean-reverting) 현상을 보이는 시장을 대상으

로 제어이론을 적용하는 공학적 방법론[1-3]의 등장과 함께 

최근에 소개된 흥미로운 제어이론 응용 사례 중 하나로, 평

균회귀와 정반대의 상황을 고려하는 추세 추종형 제어이론 

기반 트레이딩 전략(control-theoretic trading strategy)에 

대한  연구 결과[7-9]를 들 수 있다. 이러한 추세 추종형 제

어전략 중 본 논문에서 주목하는 방법은 Dai 등에 의해 제

시된 확률론적 최적제어 방법[7]인데, 이 방법론에서는 가격

의 변화를 다음과 같은 국면전환 기하 브라운 운동

(regime-switching Geometic Brownian Motion)으로 모델

링한다:

         ≤ ≤≤∞

이 식에서 ∈는 시장의 mode로써 두 개의 상태를 갖
는 마르코프 체인(two-state Markov chain)을 구성하며,  

  은 상승 국면(bull market)을 나타내고   은 

하락 국면(bear market)을 나타낸다.  그리고,   
    는 각 장세에 대한 기대 수익률(expected rate of 

return)을 의미하고,     
 

는 이 마르코프 체인

의 생성 행렬(generator)이다. 각 은 표준 브라운 운동

(standard Brownian Motion)을 나타내고, r과 Br
은 서로 독립이다. Dai 등은 [7]에서 S&P500, 다우존스, 나

스닥 등의 인덱스 지수  가 위와 같은 국면전환 기하 브

라운 운동으로 모델링되고 거래비용과 무위험 이자율이 각

각 100 [%], 일 때 다음과 같이 정의되는 목적함수를 
최대화하는 해(즉, 최적 매수시점    ⋯ 과 최적 매도시

점    ⋯ )를  정지시간(stopping times)과 편미분방정

식의 풀이 등을 활용하여 구하였다[7].

  













  

∞

  
   

  











  

 
  

∞

  
   

  

 이러한 방법론은 추세추종형 트레이딩 문제에 대해 수학

적인 해를 제시한 매우 획기적인 결과이며, 현재의 풀이 방

식이 상승 국면과 하락 국면에 대해 같은 변동성을 가정함 

등을 고려할 때 향후에 다양한 방향으로의 개선이 뒤따를 

것으로 보여진다. 이러한 개선을 위한 엄밀한 수학적 풀이

와는 별도로, 본 논문에서는 가격 시계열이 국면전환 기하 

브라운 운동으로 표현될 경우에 대해 기계학습 방법론을 접

목하여 매도 및 매수 시점들을 위한 준최적해(suboptimal 

solution)를 구하는 방안을 고려하여 보았다. 이러한 방안은, 

수학적 엄밀성을 양보하는 대신 기계학습 방법론이 갖는 범

용성을 활용해보고자 하는 시도로 볼 수 있다. 보다 구체적

으로 설명하면, 본 논문의 방법론의 모델링 과정에서는 [7]

과 마찬가지 절차에 따라             값을 구한다. 

그리고, 국면전환 기하 브라운 운동으로 묘사되는 시스템을 

위한 최적 정책(optimal policy)을 구하는 과정을 episodic 

task[12,13]에 대해 비용(cost)을 최소화하는 문제의 관점으

로 바라보고  자연적 기울기[13-16]를 활용한 학습으로 [7]

에서 유도한 형태의 트레이딩 전략을 위한 파라메터를 구함

으로써 준최적 정책(suboptimal policy)을 확보한다. 이러한 

접근 방법은 이론적 타당성 측면에서는 [7]에서 제공하는 

방법론보다 미흡할 수 있지만, 비용 함수나 탐색 알고리즘

의 선택 등의 단계에서는 융통성과 접근성을 보다 폭넓게 

확보할 수 있는 편리함이 있다고 생각된다. 본 논문에서 고

려하는 방법론의 응용가능성을 살펴보기 위하여, 1991년 초

부터 2008년 말까지의 기간 동안에 NASDAQ 지수를 대상

으로 추세 추종형 전략을 얻는 문제[7]를 고려하여 보았다. 

참고문헌 [7]과 같이 해당기간동안의 거래비용 비율은 

 로 잡고, 무위험 이자율을 위해서는 해당 기간 
동안의 평균값인   를 사용하였다. 모델링 과정에
서 구해진           를 활용하여 episodes를 구

하고 이를 바탕으로 자연적 기울기 방향으로 정책의 파라메

터를 업데이트하는 학습을 10회 수행한 결과 그림 9와 같은 

평균 학습 커브(averaged learning curve)가 얻어졌다. 이

와 같이 파라메터 업데이트가 거듭될수록 비용의 감소가 나
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타나는 학습 커브는 본 논문에서 고려하는 방법론의 메카니

즘이 바람직한 방향으로 작동하고 있음을 보여준다. 위의 

학습으로 얻어진 전략이 제공하는 long 및 flat 트레이딩 포

지션 결과를 해당 기간 동안의 NASDAQ 지수의 변화와 

함께 그림 10에 나타내었다. 그림 11에서는 본 논문에서 구

한 트레이딩 전략을 적용하는 경우에 얻어지는 트레이드 수

익(trade returns)과 부(wealth)의 변화를 기록하였다. 비록 

현재까지의 실험 결과가 타당성 검증 측면에서 완성도를 추

가적으로 제고할 필요가 남아있다고 판단되지만, 본 문제에

서  "Buy and hold" 전략을 사용하는 경우의 투자수익이 

투자액의 4.24배이고, 무위험이자율에 의한 투자수익이 투

자액의 2.7배이며, [7]의 제어이론 기반 방법론이 보고한 투

자수익이 투자액의  8.82배임을 감안할 때 그림 11이 보여

주는 10.65배의 투자수익은 고무적인 결과라고 생각할 수 

있다. 물론 본 논문에서 제시한 투자전략의 유효성을 보다 

엄밀한 차원에서 검증하려면 Jensen alpha와 같은 지수 수

익률을 기반으로 한 초과수익 척도를 계산하여 평가할 필요

가 있을 것이다. 이상에서 관찰한 내용에 덧붙여서, 본 논문

에서 고려하는 전략이 여타 요인에 올바로 대응할 수 있는

지를 따져보기 위하여 거래비용의 증가에 효과적으로 대응

할 수 있는 지를 따져 보았다. 이를 위하여 거래비용이 10

배로 증가하는 경우(즉,  인 경우)를 대상으로 본 
논문의 방법론을 적용하여 그림 12와 같은 트레이딩 포지션

과 부의 변화를 관찰하였다. 이 그림의 내용은 트레이딩 포

지션의 변화 횟수가 상당히 감소되고 부의 증가도 5.095배

로 완화되었음을 보여준다. 이는 증가한 거래비용이 반영된 

올바른 방향의 변화이며, 거래 비용의 크기가 상당함에도 

불구하고 "Buy and hold" 전략을 사용하는 경우의 수익과 

무위험이자율에 의한 수익을 초과하는 성능이 관찰되고 있

다는 점에서 상당히 긍정적인 결과라고 볼 수 있다. 

그림 9. 추세 추종형 전략을 구하는 문제에 자연적 기울기 기반 

기계학습을 적용한 경우에 관찰된 학습 커브.

Fig. 9. Learning curve observed in the 

natural-gradient-based machine learning method for 

the problem of finding a trend following strategy. 

그림 10. NASDAQ 지수와 트레이딩 포지션:

  인 경우.

Fig. 10. NASDAQ index and trading position: 

The    case.

그림 11. 트레이드 수익과 부:   인 경우.
Fig. 11. Trade return and wealth: 

The    case.

그림 12. 트레이딩 포지션과 부:   인 경우.
Fig. 12. Trading position and wealth: 

The    case.

3. 결론 및 추후 연구주제

  본 논문에서는 확률론적 최적제어이론을 이용하는 트레이

딩 기법에 대한 주요 연구 사례를 소개한 후, 그 개선 방안으

로 확률론적 최적제어와 기계학습을 융합하는 접근 방법들을 

고려하고 이들을 이용하여 평균회귀 기반 동적 트레이딩 전

략을 구하는 문제와 추세 추종형 전략을 구하는 문제를 다루

어 보았다. 그리고, 고려된 방법론의 실제 시장 응용가능성을 
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살펴보기 위하여, 한국 금융시장의 장단기 현물 이자율 10개

를 선택하여 일정 기간 동안 평균 회귀 현상을활용하는 방법

론에 의한 모의투자를 시행하는 문제와 나스닥 지수에 대하

여 추세 추종형 전략을 구하는 문제를 고려하였다. 본 논문의 

시뮬레이션 부분은, 그 이론적 타당성과 충분한 실험 데이터

의 확보 측면에서 아직 미진한 부분이 있는 현재 진행형의 상

태이기는 하지만 여러 가지 고무적인 결과를 보여 주었다. 본 

논문과 관련된 향후 연구주제로는, 다양한 종류의 데이터에 

기반을 둔 광범위한 시뮬레이션을 통하여 방법론의 타당성을 

확인하는 작업과 시장 상황 등을 보다 정확하게 고려함으로

써 실제 상황에 보다 근접한 방향으로 방법론을 개선하는 작

업 등을 들 수 있다. 또한 본 논문에서 관찰된 바와 같이 거

래비용의 크기에 따라 투자전략의 수익성이 크게 달라지는 

바 향후 본 투자전략을 한국거래소의 주식 포트폴리오에 적

용하는 경우에는 호가스프레드 구조 등 한국 주식시장의 

“market micro structure”를 고려한 연구도 필요할 것이다.
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