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경계면 소성 모델의 방사 사상 법칙에 대한 실험적 검토

Experimental Validation of the Radial Mapping Rule in 
Bounding Surface Plasticity Model
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이 주 형
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Abstract

The radial mapping rule in bounding surface model was experimentally investigated by analyzing the drained stress 
probe tests on Chicago clays. The experimental data obtained from 10 drained stress probe paths were analyzed to 
calculate the directions of the plastic strain increments. The anisotropic bounding surface model was adopted to represent 
a bounding yield surface which resides in the pre-consolidation yield stress of undisturbed clays. The projection origins 
were estimated by finding the interceptions of the straight lines passing through the current stress point and the imaginary 
yield stress point on the bounding surface. The results show that the projection origin is not fixed at a point but moves 
toward the direction of the stress probe path after it is established around the initial stress point.

    

요   지

본 연구에서는 시카고 점토에 해 실시한 배수 응력 경로 시험결과를 분석하여 경계면 모델의 방사 사상 법칙을 

검토하였다. 서로 다른 방향을 가진 총 10개의 응력 경로 시험 결과로부터 얻은 응력-변형률 관계를 분석하여 소성 

변형률 증분을 계산하였고, 이로부터 응력 경로 진행 중 소성 변형률의 방향을 실험적으로 분석하였다. 불교란 시료의 

선행 압밀 항복 응력을 고려하여 이방성 경계면 소성 항복면의 위치를 결정하였다. 투영 원점의 위치를 확인하기 

위해 경계 항복면 상에서 가상 응력점을 찾았고 현재 응력점과 연결한 직선을 이용하여 투영 원점의 위치를 파악하였

다. 경계면 소성 모델에서 투영 원점은 특정 위치에 고정되지 않으며, 초기 응력점 근처에서 형성된 후 재하 방향에 

따라 이동한다.

Keywords : Bounding surface model, Projection origin, Anisotropic yield surface, Chicago clay, Stress probe tests

1. 서 론

흙은 일반적으로 모든 변형과정에서 탄성 변형과 소

성 변형을 동시에 겪게 된다. 미소 변형률 영역에서 흙

의 변형 특성을 규명하고자 하는 실험적 연구 결과는 

흙의 변형률이 0.001% 이하인 영역에서도 소성 변형률

이 발생함을 보여준다.

흙의 소성적 변형 특성은 전통적으로 탄소성 구성 모

델링을 통해 구현된다. 고전적인 탄소성 모델링에서는 

항복면으로 구분된 두 응력 공간에 해 재료의 순수 
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탄성 상태와 탄소성 상태를 가정하게 된다. 따라서 고전

적인 탄소성 모델링의 순수 탄성 영역에서는 소성 변형

이 발생할 수 없으며 이는 실험으로 관찰된 재료의 거동

과 다르다. 이러한 단점을 극복하기 위해 현 적인 탄소

성 모델링에서는 경험에 근거한 경계면 소성 모델 개념

을 도입한다(Dafalias, 1986; Dafalias and Herrmann, 1982, 

Jung and Yune, 2011).

경계면 소성 모델에서는 경계 항복면(bounding yield 

surface) 내부의 응력 공간에서 소성 변형률의 발생을 

허용한다. 경계면 소성 모델에서 항복면 내부의 응력에 

해 소성 변형률을 계산하기 위해 (i) 현재 응력 상태에 

응하는 경계면 상의 가상 응력점(image stress point)

를 구하여 이 점에서 소성 변형률의 방향을 계산하고, 

(ii) 현재 응력점과 가상 응력점 간의 상  거리를 이용

하여 소성 변형률의 크기를 계산하게 된다. 즉 경계 항

복면 내부의 응력점에서 소성 경화(plastic hardening)는 

현재 응력 상태에서 경계면까지의 거리 벡터에 의존하

게 된다. 현상학적으로 설명한다면 경계면 소성 모델은 

항복에 도달하기 전 응력 상태에서 발생하는 강성의 비

선형성을 표현하게 된다. 즉 재료의 전반적인 항복을 규

정하는 경계면과 현재 응력이 서로 가깝다면 이는 재료

가 항복에 가까운 낮은 강성을 띄게 됨을 의미한다. 하

지만 현재 응력 상태가 경계면과 멀리 떨어져 있다면 

재료는 항복과는 거리가 먼 상태이므로 상 적으로 높

은 강성을 유지한다. 

앞서 설명한 경계면 소성 모델의 일반적인 사항은 가

상 응력점의 선정과 현재 응력과 가상 응력점 간의 거리 

측정의 구체적인 방법에서 달라질 수 있다. 미소변형률 

영역의 응력-변형률 거동에 한 최근의 실험적 연구 결

과는 현재 응력 상태가 과거에 상당 기간에 걸쳐 유지된 

응력 상태라면 경계면과의 상 적인 위치와 관계없이 

현재 응력 상태에서 높은 강성을 유지할 수 있음을 보여

준다(Tatsuoka et al., 1997). 미소변형률 영역의 응력-변

형률 거동을 설명하는 Jardin(1985, 1992)의 다중 항복

면 모델에서는 경계면 내부에서의 소성변형에 의한 비

선형성을 2개의 내부 항복면을 경계면 내부에 도입하여 

설명하는데, 이 중 가장 내부에 존재하는 Y1 항복면의 

내부에서 재료의 순수 탄성을 가정한다. 즉 Y1 항복면 

내부에서는 소성 변형률이 발생하지 않으므로 경계면 

소성 모델링의 관점에서 Y1 항복면 내부의 응력이 경계

면에서 가장 멀리 떨어진 응력 상태이다. 이는 응력 공

간의 원점을 경계면에서 가장 멀리 떨어진 응력점으로 

가정하는 경계면 모델의 일반적인 방사 사상 법칙과는 

분명한 차이가 있다. Jardin의 다중 항복면 모델에 근거

한 탄소성 모델에서는 소성 변형률의 방향을 찾기 위해 

내부 항복면의 형태가 경계면의 형태와 동일해야 한다

는 제약 조건을 가지고 있다. 또한 가상 응력점을 찾기 

위해 내부 항복면 상의 소성 변형률 방향과 동일한 방향을 

가지는 경계면 상의 응력을 가상 응력점으로 결정하지만 

이를 뒷받침할 실험적 근거는 제시된 바 없다.

본 연구에서는 시카고 점토에 해 실시한 배수 응력 

경로 시험결과를 분석하여 경계면 모델의 방사 사상 법

칙(radial mapping rule)을 검토하고 이를 토 로 새로운 

사상 법칙을 제안하고자 한다. 방사 사상 법칙을 검토하

기 위해 가상 응력점을 구하기 위한 투영 원점의 위치를 

응력 경로 시험 결과를 이용하여 찾고자 하였다. 

2. 경계면 소성 모델

고전적인 탄소성 모델에서는 항복면을 기준으로 탄

성과 소성 변형을 엄격히 구분하여 응력이 탄성 영역에

서 소성 영역으로 진입할 때 불연속적인 응력-변형률 거

동이 계산되는 단점이 있다. 경계면 소성 모델(bounding 

surface plasticity model)은 이러한 고전적인 탄소성 모

델의 한계를 극복하기 위해 경계 항복면 내부의 응력 

공간에서 소성 변형률의 발생을 허용하고 이를 통해 연

속적인 응력-변형률 거동이 계산되도록 고안된 모델이

다. Krieg(1975), Dafalias and Popov(1975)의 초기 제안 

이후 많은 연구자들에 의해 서로 다른 형태로 응용되었

지만, 모델 형태와 관계없이 공통적으로 적용되는 규칙

은 크게 두 가지이다. 

첫 번째 규칙은 경계 항복면 위에 놓인 가상 응력점

에 한 규칙이다. 즉 현재 응력이 경계 항복면 내부에 

놓일 때 소성 변형의 계산을 위해 경계 항복면 상의 임

의의 가상 응력점을 선택하고 이 응력점에서의 항복면 

접면 방향으로 소성 변형률 증분의 방향을 결정한다. 이

때 가상 응력점은 일반적으로 투영 원점에서 현재 응력

점을 통과하는 선과 경계 항복면의 교점으로 결정되며, 

이를 방사 투영 법칙(radial mapping rule)이라고 한다. 

두 번째 규칙에서는 소성 변형률 크기의 결정을 위한 

규칙이다. 즉 현재 응력이 경계 항복면 내부에 놓일 때 

소성 변형률의 크기는 현재 응력점과 가상 응력점 간의 

상 적 거리를 이용하여 계산한다. 두 번째 규칙의 의미

는 현재 응력점이 가상 응력점과 상 적으로 가깝다면 
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Fig. 1. Radial mapping rule in bounding surface plasticity model

Fig. 2. Measuring distance in the radial mapping rule

재료의 상태는 항복에 가까울 것이며 따라서 재료는 상

적으로 큰 소성 변형으로 인해 낮은 강성을 가지게 

될 것이다. 반 로 현재 응력점이 항복면 상의 가상 응

력점과 상 적으로 멀다면 재료는 작은 소성 변형을 일

으킬 것이며 상 적으로 큰 강성을 가지게 될 것이다.

앞서 정리한 두 가지 규칙은 경계면 소성 모델에 일

반적으로 통용되지만, 이 규칙의 세부 사항은 각 모델에 

따라 서로 다르게 적용될 수 있다. 예를 들어 첫 번째 

규칙에서 고정된 경계 항복면과 현재 응력점을 가지고 

투영 원점의 위치를 변경시키면 서로 다른 가상 응력점

을 결정할 수 있다. Fig. 1은 가장 기본적인 형태의 방사 

투영 법칙을 설명한다. 가상 응력점 *)σ(R 은 투영 원점 

)σ(O 0 에서 현재 응력점 )σ(P 를 통과하는 직선과 경

계면의 교점에 위치하며, 관련 유동법칙(associate flow 

rule)을 가정할 경우 *)σ(R 에서 경계면의 접면 방향은 

소성변형률 증분(plastic strain increment) 벡터의 방향과 

일치하게 된다. 이러한 방식은 현재 응력점 )σ(P 에서 

소성 변형률 증분 벡터의 방향을 구하기 위해 경계 항복

면과 크기는 다르지만 현재 응력점을 포함하는 Fig. 1에

서 점선으로 표시한 작은 크기의 가상 항복면을 가정하

는 것과 동일한 과정이다. Fig. 1과 같은 경우에서는 현

재 응력 변화에 따른 가상 항복면 변화는 고정된 투영 

원점을 공유하면서 이루어진다. Al-Tabbaa and Wood(1989)

의 이중 항복면 모델(bubble model)과 3-Surface Kinematic 

Hardening(3-SKH) 모델(Stallebrass, 1990)과 같이 경계 

항복면 이외에 추가의 내부 항복면을 도입한 다중 항복

면 모델(multi-surface plasticity model)은 가상 응력점을 

찾는 규칙이 앞서 Fig. 1의 경우와는 다르다. 다중 항복면 

모델에서는 현재 응력점이 내부 항복면에 닿으면 소성 변

형을 발생시키는데, 이때 내부 항복면의 접면 방향과 동

일한 방향을 가지는 경계 항복면의 접면이 발생하는 응력

점 위치를 찾고 이 응력점을 가상 응력점으로 간주한다.

두 번째 규칙은 현재 응력점과 가상 응력점 간의 상

적인 거리를 측정하는 방법이다. 이를 위해 일반적으

로 응력공간에서 현재 응력점( σ )과 가상 응력점( *σ )

의 거리인 δ , 그리고 투영 원점( 0σ )과 가상 응력점

( *σ )의 거리 0δ 를 구하고 이 두 개의 스칼라 량을 조합

하여 두 번째 규칙을 만족하는 함수를 만들 수 있다. 

Fig. 2에서는 본 연구에서 사용한 거리 측정 방법을 보

여주고 있다. 경계 항복면 내부의 소성계수 H 는 다음

과 같은 δ 와 0δ 의 함수로 표현된다.

μ

δδ
δ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+=
0

0* HHH
(1)

여기서, H 는 현재 응력점에 한 소성계수, *H 는 가상 

응력점에 한 소성계수, 0H 는 재료 상수로 일반적으

로 현재 경계 항복면에서 소성계수의 최 값이며, μ 는 

또 다른 재료 상수이다. 소성계수는 간단히 소성 변형률 

증분에 한 현재 상태의 응력 증분의 비로 정의할 수 

있다. 식 (1)을 살펴 보면, 현재 응력점이 투영 원점과 

일치할 경우 0δδ = 이므로 H 의 값이 무한 가 되며 

H  = 0이 되어 소성변형이 발생하지 않음을 의미한다. 

이후 현재 응력점이 투영 원점을 벗어나 경계면에 근접

하게 되면 δ 와 0δ 의 상 적인 거리에 따라 H 값이 감

소하게 되며, 현재 응력점이 경계면에 닿는 순간 0=δ

이 되어 *HH = 가 된다. 즉 식 (1)은 경계면 소성 모델

의 두 번째 규칙을 만족시킨다.

3. 투영 원점의 위치 확인 방법

경계면 소성 모델은 재료의 비선형적 응력-변형률 거

동을 비교적 적절히 모사할 수 있지만, 세부 모델링 사

항에 한 실험적 검증은 아직 명확하게 이루어지지 않
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Fig. 3. Method to locate the projection origin

고 있다. 예를 들면 Fig. 1의 경우와 같이 투영 원점이 

응력 공간의 원점에 고정되어 있는 모델링 방법의 경우 

응력 경로의 방향이 경계 항복면에 접근하면 소성 변형

률이 발생할 수 있지만, 제하 응력 경로인 경우 순수 탄

성 거동을 가정한다. 하지만 이 방법이 과연 재료의 실

제 비선형성을 적절히 모사할 수 있는가는 명확하지 않다.

앞서 제시한 경계면 소성 모델의 두 가지 일반 규칙에

서 공통적으로 가장 중요한 사항은 투영 원점의 선택이

다. 가상 응력점의 위치에 한 첫 번째 규칙은 결국 투

영 원점과 현재 응력점 간의 상 적 위치와 관련된 문제

이므로 투영 원점이 응력 공간 상의 어느 곳에 위치하느

냐가 중요한 문제이다. 두 번째 규칙 역시 투영 원점 위

치가 중요한데, 현재 응력점에서 경계면까지의 상 적 

거리를 따지기 위해서는 투영 원점에서 가상 응력점까

지의 기준이 되는 거리가 필요하기 때문이다. 따라서 경

계면 소성 모델의 정확도는 투영 원점을 실제 재료의 거

동에 맞추어 얼마나 정확하게 위치시키는 가에 달려있다.

여러 응력 경로 시험에서 측정된 응력-변형률 자료가 

충분히 있을 경우, 이러한 투영 원점의 위치를 간접적으

로 평가해 볼 수 있다. Fig. 3은 실험 결과를 이용하여 

투영 원점의 위치를 확인하는 과정을 설명하고 있다. 먼

저 응력 경로의 특정 응력점 1σ 에서 변형률 증분 εd 을 

실험을 통해 알 수 있다고 하자. 주어진 탄성 모델을 통

해 탄성변형률 증분은 쉽게 구할 수 있으므로 탄성변형

률 증분을 전체 변형률 증분 εd 에서 제하면 소성 변형

률 증분 pεd 을 구할 수 있다. 소성 모델에서 관련유동

법칙(associate flow rule)을 가정할 경우, 소성 변형률 증

분의 방향은 소성 포텐셜과 동일한 항복면의 접면 방향

으로 구할 수 있다. 따라서 1σ 에 한 가상 응력점 *σ1

을 찾기 위해서는 현재 응력에서 발생한 소성 변형률 

증분 방향과 동일한 접면 방향을 가지는 경계면 상의 

점을 찾으면 된다. 마찬가지로 이후 응력 상태, 즉 2σ  

그리고 3σ  등에 해서도 동일한 방법을 이용하여 가

상 응력점 *σ2 와 *σ3  등을 Fig. 3과 보인 바와 같이 경계

면 상에서 찾을 수 있다.

만약 1σ 에서 3σ 까지 진행되는 응력 경로에 해서 

투영 원점이 일정한 위치에 있다고 가정하자. 그리고 

1σ - *σ1 , 2σ - *σ2 , 그리고 3σ - *σ3 을 연결하는 다수의 직

선을 생각해보자. 앞서 설명한 경계면 소성모델의 첫 번

째 규칙을 재료가 정확하게 따른다면 이 다수의 직선들

은 모두 하나의 투영 원점을 지나게 될 것이다. 또한 재

료가 첫 번째 규칙을 정확하게 따른다면 투영 원점을 

결정하기 위해서는 단 두 개의 직선이면 충분할 것이다. 

하지만 실험적인 오차를 고려한다면 정확하게 하나의 

투영 원점이 존재하기는 어려울 것이며, 다수의 직선의 

교차점 들로 구성된 투영 원점의 집합을 Fig. 3과 같이 

표현할 수 있을 것이다. 

Fig. 1과 같은 이상적인 경우에서는 실험 결과로부터 

얻은 투영 원점이 응력공간의 원점 또는 원점 근처를 

지나야 한다. 하지만 앞서 설명한 바와 같이 투영 원점

의 위치는 항상 고정일 필요는 없으며 현재 응력 변화에 

따라 움직일 수 있으며, 이러한 경우 투영 원점의 위치

를 찾기 위해서는 Fig. 3에 도시한 바와 같이 현재 응력

점과 가상 응력점 간의 연결선들이 만들어내는 교점의 

분포를 찾고 그 변화 패턴을 찾아야 한다.

4. 실험 재료 및 방법

본 연구를 위해 사용한 실험 재료는 미국 시카고 시

내의 로버트 루리 암 센터(Robert Lurie cancer center) 

건설 현장에서 블록 형태로 채취되어 교란이 최소화된 

압축성 시카고 점토이다(Finno and Roboski, 2005). 블

록 시료는 심도 10.4m에 위치한 Blodgett 층에서 채취되

었다(Jung et al., 2007). Table 1에서는 시료의 물성치와 

표준압밀시험 결과를 정리하였다. 

삼축 응력 경로 시험을 위한 시편은 불교란 샘플 블

록을 잘라 직경 71mm로 제작하였다. 응력 경로 시험을 

위해 각 시편은 134kPa인 현장 연직 응력 0v'σ 에 맞게 

K0 조건으로 재압밀되었고, 이후 36시간 이상의 배수 

크리프 과정을 거쳤다. 이후 각 시편에 해 배수 조건 
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Table 1. Physical properties of testing materials

Physical properties Values

Water content, w (%) 28.7～29.7

Liquid limit, wl (%) 35～37.6

Plastic limit, wp (%) 17.6～19.2

Specific gravity, Gp 2.71～2.73

Pre-consolidation yield stress, σ 'c (kPa) 189

Overconsolidation ratio, OCR 1.4

Compression index, Cc 0.25

Recompression index, Cr 0.04

Fig. 4. Stress paths and bounding yield surface

Table 2. Stress probe experiment

Symbol Description

AU
Triaxial extension test at constant stress ratio, '/ pq ΔΔ
= -0.78

AL
Triaxial compression test at constant stress ratio, 

'/ pq ΔΔ  = +0.78

CPE Triaxial extension test at constant mean normal stress

CPC Triaxial compression test at constant mean normal stress

CQE Triaxial extension test at constant deviator stress

CQC Triaxial compression test at constant deviator stress

RTE Triaxial extension test by decreasing axial stress

TC Triaxial compression test by increasing axial stress

RTC Triaxial compression test by decreasing radial stress

TE Triaxial extension test by increasing radial stress

상태에서 응력 경로 시험을 실시하였다. 시편의 멤브레

인 위에 직접 부착된 소형 LVDT를 이용하여 시편 중앙

부의 국부적인 변위를 측정하였고 이로부터 축 변형률

과 방사 방향 변형률을 구하였다. 축 방향 변위을 구하

기 위해 시편의 축 방향으로 나란히 부착된 두 개의 

LVDT로부터 측정된 두 개의 변위를 평균하였다. 축 방

향 하중은 셀 내부의 로드셀로 측정하였고, 축 하중을 

방사 방향 변형률을 고려하여 구한 시편의 단면적으로 

나누어 축 방향 응력을 구하였다. 시편 내부의 간극 수

압은 셀 외부에 부착된 간극수압계로 측정하였다. 응력

과 변형률은 자동화된 측정장비를 이용하여 5～20초 간

격으로 측정되었다. 

Fig. 4는 시카고 점토 시료에 해 실시한 10개의 응

력경로를 보여준다. 응력경로에 한 기호는 Table 2에 

정리하였다. 시료의 선행 압밀 하중은 189kPa로 측정되

었고 0K  값을 0.5로 가정한다면 시료의 초기 항복 응력

(initial yield stress)은 평균 주응력 0p  = 126kPa과 축차 

응력 0q  = 94.5kPa 이다. 평균 주응력(mean normal effective 

stress, p)과 축차 응력(deviatoric stress, q) 는 축 칭 응

력 상태에서 다음과 같이 정의된다. 

)2(
3
1

rap σσ +=  그리고 raq σσ −= (2)

여기서, aσ 는 축 방향 응력이고, rσ 는 방사방향 응력이

다. 본 논문에서 사용된 모든 응력은 특별한 언급이 없

으면 모두 유효응력이다. 또한 체적변형률(volumetric 

strain, volε )과 전단변형률(shear strain, sε )은 다음의 식

으로 정의된다.

ravol εεε 2+=  그리고 )(
3
2

ras εεε −= (3)

여기서, aε 는 축 방향 변형률이고, rε 는 방사방향 응력

이다. Fig. 5는 Table 2에서 정리한 응력경로 시험으로 

구한 응력-변형률 곡선을 보여준다. 

본 연구에서 사용한 경계면 소성 모델에서는 식 (4)와 

같이 Banerjee and Yousif(1986)가 제안한 이방 경계면 

모델(anisotropic bounding surface, ABSM)의 경계면 함

수를 사용하였다. 
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Fig. 5. Stress-strain relationships from stress probe tests: (a) 

Volumetric strain-mean normal stress relationships, (b) 

Shear strain-deviator stress relationships

여기서, 0p 와 0q 는 시료의 초기 항복 응력인 항복면

의 정점, ppqqq )/)(3/2( 00−= 는 항복면의 형상을 결

정하는 내부 변수이며, )3sinsin3/(sin6)( θφφθ −=G

는 내부 마찰각 φ로 표현된 한계 상태 선의 기울기이다. 

삼축 응력 상태에서 13sin ±=θ 이다. 본 연구에서는 

)(θG 은 축 칭 응력 상태에서 일정한 값이 되므로, 

φ  = 30° 에 해당하는 값인 1.2로 정하였다. 식 (4)의 경

계면은 Fig. 4에 함께 도시하였다.

앞서 설명한 바와 같이 응력경로시험으로 측정한 응

력-변형률 자료에서 소성변형률 증분을 찾기 위해서는 

탄성변형률 증분을 구해야 하는데, 이를 위해 사용 재료

의 탄성 거동이 직교 이방 탄성 이론(cross-anisotropic 

elasticity)을 따른다고 가정하여 다음의 탄성 모델을 사

용하였다.

⎥
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여기서, e
volε 는 체적 탄성 변형률, e

sε 는 전단 탄성 변형

률, K 는 체적 탄성 계수(elastic bulk modulus), G 는 전

단 탄성 계수(elastic shear modulus), qpJ 는 평균 주응력 

p 의 변화에 의한 전단 탄성 변형률 
e
sε 의 변화를 나타

내는 연관계수(coupling modulus), 그리고 qpJ 는 축차 응

력 q의 변화에 의한 체적 탄성 변형률 
e
volε 의 변화를 

나타내는 연관계수이다. 식 (5)의 계수들은 다시 직교 

이방 탄성론의 계수들과 다음과 같은 관계를 가진다.

( ) hhhvvh EE
K

/)1(2/41
1

νν −+−
=

(6)

( )[ ]hhhvvh EE
G

2/)1(/214
3

νν −++
=

(7)

( )[ ]hhhvvh
qppq EE

JJ
/)1(/12

3
νν −−−

==
(8)

여기서, vE 와 hE 는 각각 연직방향과 수평방향 탄성계

수(Young’s modulus)이며, vhν 는 연직방향 변형에 의한 

수평방향 변형의 비를 나타내는 포아송비, 그리고 hhν

는 수평방향 변형에 의한 또 다른 수평방향 변형의 비를 

나타내는 포아송비이다. 또한 지반 재료의 연직방향과 

수평방향 탄성계수는 각 해당 방향의 응력 함수로 다음

과 같이 표현될 수 있다(Hardin and Black, 1966).

m
aaavv ppCE )/(σ=  와 

m
arahh ppCE )/(σ= (9)

여기서, vC 와 hC 는 재료 상수, ap 는 응력을 무차원화

하기 위해 도입한 기압(101.3kPa)이며, m 은 응력 수

준에 따른 탄성계수의 증가를 표현하기 위한 지수로 

부분의 토질에서 0.5의 값을 가진다. 벤더 엘리먼트를 

이용하여 측정한 시카고 점토의 탄성 특성에 한 기존

의 연구 결과(Jung et al., 2007)를 토 로 vC 와 hC 는 

동일하게 500kPa로 설정하였고, 등방 탄성 재료로 가정

하여 포아송비는 0.2로 정하였다. 

5. 해석 결과

Fig. 6은 총 10개의 응력경로시험에서 측정된 소성변

형률 증분의 방향 변화를 보여준다. 앞서 설명한 바와 

같이 소성 변형률 증분은 현재 응력 상태에 해서 식 (5)

를 이용하여 탄성 변형률 증분을 구하고 이 값을 전체 

변형률 증분에서 제하여 구하였다. Fig. 6에서 p-q 응력
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(a) AL (b) AU

(c) CPC (d) CPE

(e) CQC (f) CQE

(g) TC (h) RTE

(i) TE (j) RTC

Fig. 6. Change in orientation of plastic strain increments for different stress probes
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공간에서 벡터로 표현되는 소성변형률 증분의 방향을 

각도 )/(tan 1 p
vol

p
s dd εεβ −= 로 정의하였다. 즉 β  = 0° 는 

소성 변형률 증분의 방향이 평균 주응력 축의 방향과 

일치함을 의미하고, β  = 90° 는 축차 응력 축의 방향을 

의미한다. 실측된 결과로 구한 소성 변형률 증분의 방향

은 Fig. 6에서 실선으로 표시하였고, 현재 응력점에 

한 가상 응력점을 식 (4)로 표현된 경계면 상에서 구하

고 이때의 접면 방향을 각도로 표시한 계산 결과를 점선

으로 표시하였다. 경계면 상의 가상 응력점을 구할 때 

투영 원점은 p-q 응력 공간 상의 원점으로 정하였다. 

Fig. 6에서 실선 또는 점선의 방향은 실제 응력 경로의 

방향과는 무관하다. 

Fig. 6에서 응력 경로의 길이(Length of stress path, 

LSP)는 p-q 응력 공간 상에서 재하 전 초기 응력점과 

현재 응력점 간의 거리이다. 

( ) ( )22
ii qqppLSP −+−= (10)

여기서, ip 와 iq 는 응력 경로의 시작 응력점이다. Fig. 

6을 살펴보면 CPC, CQC, TE와 RTC 등의 응력 경로에 

해서는 실측 결과와 계산 결과가 비교적 유사하게 나

오지만, 부분의 경우 응력 경로가 진행되면서 30도 이

상의 차이가 발생한다. Fig. 4에서 제시한 바와 같이 AL 

경로는 p-q 응력 공간 상에서 초기 응력점에 한 응력

비와 동일한 응력비를 유지하면서 하중을 가하는 시험 

상태이다. 식 (4)로 표현된 경계면 모델은 AL 경로가 항

복면의 칭축을 이루며, 따라서 재하 중 계산 결과의 

방향은 약 28도의 값으로 일정하다. 하지만 AL 경로의 

실험결과를 살펴보면 LSP가 10kPa 이하일 경우 150도 

정도에서 시작한 후 빠르게 90도까지 회전한 후 LSP가 

15kPa 이상으로 증가하면 략 58도 정도로 수렴하고 

있다. AU 경로는 AL 경로와 마찬가지로 일정한 응력비

를 유지하면서 하중 수준을 낮추는 응력 경로이지만 

Fig. 4에서 보인 바와 같이 실험 상의 이유로 경로가 원

점을 지나지 못하였다. 따라서 AU 경로에 한 계산 결

과를 보면 초기 재하에서는 30도 근처에서 시작하지만 

응력경로가 진행되어 LSP가 약 60kPa이 되면 각도가 

빠르게 변하여 최종적으로 90도에 도달한다. 하지만 실

험 결과에서는 초기 각도변화가 일어난 후 LSP가 10kPa 

이상이 되면 략 200도 정도에서 일정한 값을 유지하

는 데 이는 계산 결과와는 상당히 다른 양상이다. 이렇

게 계산 결과가 실측 결과와 큰 차이를 보이는 이유는 

계산 결과에서 투영 원점이 p-q 공간의 원점으로 고정

되어 있기 때문이다. 즉 AU 경로에서는 실측 결과는 응

력 경로의 진행방향과 유사하게 체적 변형률과 축차 변

형률 증분이 모두 감소하지만, 계산 결과에서는 원점으

로 고정된 투영 원점으로 인해 가상 응력점이 경계면 

상에서 0～90도 범위에 놓이게 되며 체적 및 축차 변형

률 증분이 모두 양의 값을 가진다.

CPC 경로와 CPE 경로는 평균 주응력을 일정하게 유

지한 상태에서 축차 응력을 증가시키거나 감소시키는 

경로이다. CPC 경로의 계산 결과와 실측 결과를 비교해 

보면 상당히 유사하게 60～90도 사이에서 변하고 있으

며 계산과 실측 결과의 차이도 10도 내외이다. 하지만 

CPE 경로의 경우 계산과 실측 결과의 차이가 30도 내외

로 CPC 경로에 비해서는 큰 차이이다. 

CQC 경로와 CQE 경로는 축차 응력을 일정하게 유지

한 상태에서 평균 주응력을 증가시키거나(CQC) 감소시

키는(CQE) 경로이다. CQC 경로의 경우 계산과 실측 결

과가 매우 유사하다. 하지만 CQE 경로의 경우 계산 결

과는 45～90도의 범위에서 변하지만 실측 결과는 략 

120도 근처로 향하였다. 비록 계산과 실측 결과의 각도 

차이는 30도 정도이지만, 45～90도 범위에 놓인 계산 

결과는 체적 변형률 증분이 증가함을 의미하고 120도 

범위에 놓인 실측 결과는 체적 변형률 증분이 감소함을 

의미하게 되므로 공학적으로 큰 차이가 있다. TC 경로

와 RTE 경로 역시 실측과 계산 결과는 약 30도 내외의 

차이가 발생하지만, 응력 경로가 진행됨에 따라 변하는 

각도의 패턴은 서로 유사하다. TE와 RTC 경로는 다른 

경로에 비해 상당히 유사한 결과를 보인다.

Fig. 6의 결과를 종합하면 실측 결과와 계산 결과는 

전반적으로 약 30도 정도의 차이가 있지만, AL, CPC, 

CQC, TC, TE 등의 하중 수준이 증가하는 응력 경로에

서는 실측과 계산 결과가 상당히 유사하다. 하지만 AU, 

CPE, CQE, RTE 등의 하중 수준이 감소하는 응력 경로

에서는 실측과 계산 결과 간에 차이가 발생한다. 단일 

항복면을 이용하는 고전 탄소성 모델링 이론의 관점에

서는 AU, CPE, CQE, RTE 등의 응력 경로의 방향은 제

하(unloading) 방향이며, 따라서 재료의 거동을 탄성으

로 간주할 수 있다. 이러한 관점에서 본다면 AU, CPE 

등의 제하 응력 경로에서 발생한 비선형성은 소성 변형

률에 의해 발생된 것이 아니며, 일종의 비선형 탄성 거

동이라고 간주할 수도 있다. 물론 제하 응력 경로에서 
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(a) AL (b) AU (c) CPC

(d) CPE (e) CQC (f) CQE

(g) TC (h) RTE (i) TE (j) RTC

Fig. 7. Moving projection origin for different stress probes: (a) AL, (b) CMS, (c) CQL, (d) TC, (e) TE, (f) RTC

나타나는 비선형 거동이 탄성 거동인지 아니면 소성 변

형률에 의해 발생한 것인지 확인하기 위해서는 실제 제

재하(reloading) 과정을 거쳐서 영구 소성 변형이 발생하

였는지 확인하여야 할 것이다. 일반적인 경계면 모델링

의 관점에서도 이러한 제하 응력 상태에서의 소성 변형

을 허용할 것인지에 해서는 명확하지 않지만, 본 연구

에서는 제하 응력 상태에서의 소성 변형을 허용하였다.

앞서 언급한 바와 같이 투영 원점의 위치는 원점에 

고정될 필요는 없으며, 투영 원점의 위치를 파악하기 위

해서는 2개 이상의 현재 응력점과 가상 응력점을 잇는 

직선들의 교점을 이용할 수 있다. 응력 경로 상의 무수

히 많은 현재 응력점을 이용할 수 없으므로 적절한 간격

으로 몇 개의 응력점을 특정 응력 경로 상에서 선택한 

후 이 점들에 해서 투영 원점의 위치를 파악한 것이 

Fig. 7에 제시되어 있다. 

Fig. 7의 AL와 AU 경로를 살펴보면 재하 초기에는 

직선의 교점이 략 초기 응력점 근처에 위치하고 있다. 

하지만 LSP가 25 kPa 이상이 되면 초기 위치에서 벗어
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(a) Loading path

(b) Unloading path

Fig. 8. Movement of projection origin for different loading and 

unloading paths: (a) loading path, (b) unloading path

나게 된다. CPC 경로를 살펴보면 재하 초기에 경계 항

복면의 중앙 부분에 교점 군을 형성하지만 앞서 AL과 

AU 경로와는 달리 초기 응력점과는 차이가 있다. CPE 

경로의 경우는 AL과 AU 경로와 같이 재하 초기에 교점 

군을 형성한 후 재하가 진행될수록 교점이 응력 경로의 

방향을 따라 움직인다. CQC 경로와 CQE 경로, 그리고 

TC 경로와 RTE 경로의 결과를 각각 비교하면 재하 응

력 경로와 제하 응력 경로에서 서로 다르게 나타나는 

교점, 즉 투영 원점의 이동 상태를 보다 정확하게 확인

할 수 있다. CQC와 TC 경로에서는 앞서 AL 경로와 같

이 초기 응력점 근처에서 투영 원점이 형성된다. 이후 

응력 경로가 진행될수록 투영 원점이 점차 응력 경로의 

방향을 따라 이동한다. 하중 수준이 감소하는 제하 응력 

경로인 CPE와 RTE 경로에서는 초반에는 재하 응력 경

로와 마찬가지로 초기 응력점 근처에서 투영 원점이 형

성되지만, 이후 시험이 진행되면서 투영 원점이 응력 경

로의 방향을 따라 빠르게 이동하고 이후 응력 경로의 

방향을 따라 이동한다. TE 경로와 RTC 경로에서도 이

와 유사한 결과를 보인다.

다양한 응력 경로에 한 결과를 종합해 보면 Fig. 8

에 설명한 바와 같이 투영 원점의 변화에 해 정리할 

수 있다. 먼저 AL, CPC, CQC, TC, TE 경로와 같이 하

중 수준이 증가하는 재하 응력 경로인 경우 시험 초기에 

투영 원점이 초기 응력점 근처에 형성된다. 이후 시험이 

진행되면서 투영 원점은 응력 경로의 방향을 따라 점차 

움직인다. 반면 AU, CPE, CQE, RTE, RTC 경로와 같이 

하중 수준이 감소하는 제하 응력 경로인 경우 재하 응력 

경로와 마찬가지로 시험 초기에 투영 원점이 초기 응력

점 근처에서 형성되지만, 이후 투영 원점은 응력 경로의 

방향을 따라 빠르게 회전하고 응력 경로의 진행 방향을 

따라 이동하게 된다. 이러한 투영 원점의 이동을 고려하

여 경계면 소성 모델을 개량한다면 보다 정확한 흙의 

응력-변형률 거동을 예측할 수 있을 것이다.

6. 결 론

본 연구에서는 시카고 점토에 해 실시한 배수 응력 

경로 시험결과를 분석하여 경계면 모델의 방사 사상 법

칙을 검토하고 이를 토 로 새로운 사상 법칙을 제안하

고자 하였다. 서로 다른 방향을 가진 총 10개의 응력 경

로 시험 결과로부터 얻은 응력-변형률 관계를 분석하여 

소성 변형률 증분을 계산하였고, 이로부터 응력 경로 진

행 중 소성 변형률의 방향을 실험적으로 분석하였다. 투

영 원점의 위치를 확인하기 위해 경계 항복면 상에서 

가상 응력점을 찾았고 현재 응력점과 연결한 직선을 이

용하여 투영 원점의 위치를 파악하였다. 각 응력 경로의 

결과를 분석하여 다음의 사항을 확인할 수 있었다.

(1) 고전적인 경계면 소성 모델과 같이 투영 원점을 p-q 

공간 상의 원점에 고정시켰을 경우, 하중 수준이 증

가하는 응력경로에서는 실측과 계산 결과가 상당히 

유사하지만, 하중 수준이 감소하는 응력 경로에서는 

계산 결과가 실측 결과와 약 30 도 이상의 방향 각도 

차이가 발생하였다. 

(2) 실측 소성변형률 증분에 해당하는 가상 응력점을 

찾고 이를 현재 응력점과 연결하여 p-q 공간 상에 

직선을 그으면, 응력 경로 진행 중 다수의 직선에 

한 교점으로부터 투영 원점을 찾을 수 있다. 하중 

수준이 증가하는 재하 응력 경로에서는 시험 초기

에 투영 원점이 초기 응력점 근처에서 형성되고 시
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험이 진행되면서 응력 경로의 진행 방향으로 서서

히 움직인다. 하중 수준이 감소하는 제하 응력 경로

에서는 시험 초기에 투영 원점이 초기 응력점 근처

에서 형성된 후 응력 경로의 방향에 따라 빠르게 회

전하고 다시 응력 경로의 진행 방향을 따라 이동하

게 된다. 

(3) 시카고 점토에 한 응력 경로 시험 결과를 분석해 

본 결과, 경계면 소성 모델에서 투영 원점은 특정 

위치에 고정되지 않으며, 초기 응력점 근처에서 형

성된 후 재하 방향에 따라 이동한다. 따라서 이러한 

투영 원점의 이동을 구성 모델에 반영한다면 보다 

정확한 흙의 응력-변형률 거동을 경계면 소성 모델

을 통해 예측할 수 있을 것이다. 향후 타 지역의 점

성토에 한 유사한 시험 결과가 수집되면 본 논문

의 결과와 비교 가능하리라 판단된다.
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