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32 비트 곱셈기를 사용한 뉴톤-랍손

배정도실수 역수 계산기†

(Newton-Raphson's Double Precision Reciprocal Using

32 bit multiplier)

조 경 연*

(Gyeong-Yeon Cho)

요 약 최근 그래픽 프로세서, 멀티미디어 프로세서, 음성처리 프로세서 등에서 부동소수점이
주로 사용된다. C, Java 등 고급언어에서는 단정도실수와 배정도실수를 사용하고 있다. 본 논문
에서는 32 비트 곱셈기를 사용하여 배정도실수의 역수를 계산하는 알고리즘을 제안한다. 배정도
실수 가수를 상위 부분과 하위 부분으로 나누고, 상위 부분의 역수를 뉴턴-랍손 알고리즘으로
계산한다. 그리고 이를 초기값으로 하여 배정도실수의 역수를 계산한다. 제안한 알고리즘은 입력
값에 따라서 곱셈 횟수가 다르므로, 평균 곱셈 횟수를 계산하는 방식을 유도하고, 여러 크기의
근사 역수 테이블에서 평균 곱셈 횟수를 계산한다.

핵심주제어 : 배정도실수, 뉴톤-랍손 알고리즘, 역수, 가변시간

Abstract Modern graphic processors, multimedia processors and audio processors mostly
use floating-point number. High-level language such as C and Java use both single
precision and double precision floating-point number. In this paper, an algorithm which
computes the reciprocal of double precision floating-point number using a 32 bit multiplier is
proposed. It divides the mantissa of double precision floating-point number to upper part and
lower part, and calculates the reciprocal of the upper part with Newton-Raphson algorithm.
And it computes the reciprocal of double precision floating-point number with calculated
upper part reciprocal as the initial value. Since the number of multiplications performed by
the proposed algorithm is dependent on the mantissa of floating-point number, the average
number of multiplications per an operation is derived from some reciprocal tables with
varying sizes.

Key Words : Double precision floating-point number, Newton-Raphson algorithm, Reciprocal,
Variable latency.
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프로세서 등 실장제어분야에서 부동소수점 계산이 많

이 사용되며 최근에는 CPU의 기본 기능으로 채택되

고 있다[1].

종래는 정수 연산을 사용하여 부동소수점 연산을

소프트웨어로 수행했지만 빠른 계산과 저전력이 요구

되면서 최근에는 하드웨어 부동소수점 연산이 요구되
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고 있다[2]. 부동소수점 나눗셈은 뺄셈을 반복하는

SRT[3-4] 알고리즘과 곱셈을 이용한 알고리즘으로 뉴

톤-랍손(Newton-Raphson) 역수 알고리즘[5] 및 골드

스미트(Goldschmidt) 나눗셈 알고리즘[5]이 있다. 곱셈

을 반복하는 방식은 SRT와 비교하여 속도가 빠르지

만 근사 값만을 얻는다. 32 비트 정수 곱셈기는 대부

분의 프로세서가 기본적으로 가지고 있으므로 곱셈을

반복하는 부동소수점 나눗셈은 추가적인 하드웨어가

크지 않다는 장점을 가진다. 일반적으로 멀티미디어

등의 응용 분야에서는 높은 정밀도를 요구하지 않으

므로 단정도실수 연산이 대부분이며 또한 근사 값만

으로도 충분하다.

한편 C, Java 등 고급언어는 배정도실수와 단정도

실수 모두를 사용한다. 배정도실수 나눗셈은 64 비트

곱셈기를 필요로 하는데, 실장제어분야에서는 배정도

실수의 사용빈도가 낮으므로 작은 곱셈기를 사용하여

배정도실수 연산을 수행하는 연구가 요구된다.

Wong[6]은 56 X 16 비트 곱셈기를 사용하였으며,

Brightman[7]은 17 X 69 곱셈기 어레이를 사용했다.

Ozbilen[8]은 SIMD 곱셈기를 사용했다. 이들 연구는

특이한 구조의 곱셈기를 필요로 한다.

김성기[9]는 64비트 곱셈기를 사용하고, 뉴톤-랍손

알고리즘의 반복 과정 오차를 예측하고, 예측한 오차

가 정해진 값보다 작아지는 시점까지만 반복 수행하

여 가변시간 배정도실수 역수를 계산하였다.

본 논문에서는 IEEE-754[10] 배정도실수 의 가수

부 53 비트의 상위 28 비트의 역수 를 32 비트 곱

셈기를 사용하여 뉴톤-랍손 부동소수점 역수 알고리

즘으로 계산하고, 를 초기값으로 하여 뉴톤-랍손

부동소수점 역수 알고리즘으로 의 역수를 계산한다.

또한 반복 과정의 오차를 예측하고, 예측한 오차가 정

해진 값보다 작아지는 시점까지만 반복 수행한다.

본 논문에서 제안한 알고리즘은 C 언어로 하드웨어

환경을 모델링하여 정확한 계산이 산출되는 것을 검

증하였고, Verilog HDL로 알고리즘을 구현하고, 로직

시물레이션하여 알고리즘을 검증하였다.

본 논문의 구성은 다음과 같다. 2장에서는 32 비트

곱셈기를 사용한 배정도실수 역수 알고리즘을 제안하

고, 3장에서는 제안한 알고리즘을 Verilog HDL로 설

계하여 하드웨어로 구현한다. 4장에서는 근사 테이블

을 구성하고, 역수 계산에 소요되는 평균 곱셈 횟수를

계산한다. 그리고 그 결과를 종래 뉴톤-랍손 역수 알

고리즘과 비교 분석한다. 5장에서 결론을 맺는다.

2. 배정도 역수 알고리즘

2.1 뉴톤-랍손 역수 알고리즘

부동소수점 수 D의 역수를 구하기 위해서 함수 '

  

 '를 정의한다. 뉴톤-랍손 역수 알고리

즘에서  을 의 근사 값이라고 하면   은 식

(1)과 같이 주어진다[5].

     ′ 
 

     (1)

IEEE-754로 규정되는 부동소수점 수 D는

× 
  이다. 가수부 는 배정도실수에서

53 비트이다. 역수의 지수부 연산은 ‘-n+base'를 계산

하는 것으로 가수부 처리와 별도의 하드웨어에 의해

서 병렬적으로 처리하므로 본 논문에서는 생략한다.

부동소수점 수 D의 가수부 1.d는 식 (2)와 같이 세

부분으로 나눌 수 있다. 즉, 가수부 d를 f와 i 두 부분

으로 나누고, f 부분은 다시 g와 h 두 부분으로 나눈

다. g 부분이 최상위 부분이고, i 부분이 최하위 부분

이다.

          (2)

식 (2)에서 g, h와 i의 길이를 각각  ,  ,  비트

로 정의한다. 식 (1)의 수렴 속도를 빠르게 하기 위해

서 

를 근사계산하여 테이블 T(g)를 미리 작성해

놓는다. 근사 테이블은 ROM에 저장하거나 또는 별도

의 회로를 사용해서 산출하기도 한다. T(g)는 

의

근사계산이므로 ‘  

  ’이다. 는 근사에

따른 오차이다. T(g)를 X의 초기 근사 값 로 정의

한다.

본 논문에서는 배정도실수 ‘   ’의 역수를 두

단계로 나누어서 계산한다. 즉, 식 (2)의 ‘   ’의
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역수 를 계산하고, 를 초기값으로 하여

‘  ’의 역수 을 구한다.

식 (1)에서 중간 곱셈 결과는 소수점 이하 p 비트

미만을 절삭한다. p를 연산 유효자릿수라고 가칭한다.

또한 식 (1)에서 ‘   ’ 뺄셈은 하드웨어 구현

시에 캐리 전달 지연 시간이 필요하다. 이러한 문제점

을 해결하기 위해서 본 논문에서는 근사계산인

‘     ’를 계산한다. 본 논문에서 사용하는

뉴톤-랍손 부동소수점 역수 알고리즘을 식 (3)에 보인

다.

    

  (3)

For i = {0, 1, 2, ... }

      
    

2.2 오차 분석

뉴톤-랍손 알고리즘은 곱셈을 반복하므로 오차가 누

적된다. 그러므로 구하고자 하는 부동소수점의 정밀도

보다 긴 자리수의 연산이 요구된다. ‘   

 ’라

하면   은 식 (4)가 된다. 
 와  는 곱셈 결

과를 절삭하면서 발생한 오차이며, ‘ ≤  ≤  ’이다.

    

   

    

 

 

  
 

    

   (4)

식 (4)에서 e이 최대가 되기 위해서는

‘      ’이 되어야 하고, 식 (5)가 성립한다.

   
     (5)

식 (3)의 반복 연산 중에 절삭으로 발생하는 최대

오차는   보다 작다. ‘     ’이므로

‘   
    ’이면 오차가 충분히 작으므로 반복식

을 종료한다. 이로부터 식 (6)의 조건을 만족하면 반

복식을 종료한다.


    (6)

2.3 오차 예측

식 (3)에서 ‘     ’을 정리하면 식 (7)과 같

이 된다.

         
      (7)

식 (7)으로부터 식 (8)이 성립한다.


 
 


       

(8)


 

  

식 (6)과 식 (8)을 정리하면 식 (9)가 된다.


 

    
    (9)


 

   

'    '이므로 식 (9)는 식 (10)이 된다.

   


  

(10)

식 (10)을 만족하면 식 (6) 또한 만족하므로 식 (3)

알고리즘 반복을 종료하고, ‘    ≒ 

’이다.

2.4 배정도 역수 확장

IEEE-754 배정도실수의 가수부 길이는 53 비트이

다. 숨은 ‘1’ 비트와 반올림 비트를 포함하면 55 비트

정밀도가 필요하다. 식 (5)로부터 의 최대 오차가

 라고 하면, 의 최대 오차는  이다.

‘   ’가 되어야 하므로 식 (2)의

‘    ≥  ’이 되어야 한다. 한편

‘





  ’이므로 ‘max          ’
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이 된다. 이로부터 ‘   ,    ,    ’이다.

3. 배정도 역수 계산기

32 비트 곱셈기를 사용한 가변 시간 뉴톤-랍손 배

정도 역수 계산기의 블록도를 <그림 1>에 보인다. 또

한 알고리즘을 <표 1>에 보인다. <표 1>에서 는

의 상위 32비트이고, 는 의 하위 22비트를

왼쪽으로 정렬한 값이다. 즉, ‘   ≪ '이

다.

<그림 1>에서 상태기계(state machine)와 제어선은

생략했다. <표 1>에서는 레지스터 와 레지스터 

를 별개의 레지스타로 기술하고 있지만, <그림 1>에

서는 하나의 레지스타를 사용하고 있다.

  

<그림 1> 가변 시간 뉴톤-랍손 배정도 역수 계산기

블럭도

<표 1>에서 레지스타 의 소수점 이하의 연속한

사인 비트 수를 세는 것은 <그림 1>에서 NOR 게이

트와 AND 게이트에 의하여 구현 가능하다.

<표 1>에서 상태-1(state-1)부터 상태-3에서 의

근사 역수 를 구한다. 상태-1에서 의 근사 역수

를 테이블로부터 읽어서 레지스터 에 저장한다.

상태-2에서 식 (3)의 ‘    ’를 계산하여 레

지스터 에 저장한다. 또한 의 소수점 이하부터 연

속해서 나타나는 '0' 또는 ‘1’ 비트의 수를 세서 레지

스터 B에 저장한다. 하드웨어 설계시에 B는 보다 작

은 경우만이 참조되므로  비트 입력 AND 게이트와

OR 게이트로 구현한다. 상태-3에서   을 계산하여

레지스터 에 저장한다. 레지스터 B가 보다 작으면

상태-2로 전이해서 반복식을 계속 수행한다.

<표 1> 가변 시간 뉴톤-랍손 배정도 역수 알고리즘

(state-1)

Reciprocal table T(1.g) => X;
(state-2)

      ;
No. of Leading bits

after period of A   ;
(state-3)

   ;
If    , then goto state-2 ;

(state-4)

    ;
(state-5)

     ;

          ;
(state-6)

    ;
(state-7)

     ;

상태-4와 상태-5에서는 레지스터 에 의 근사

역수 가 저장되어 있으므로, ‘    ’를

계산하여 하위 32 비트 워드는 레지스터에, 상위 32

비트 워드는 레지스터 에 각각 저장한다. 이를 위해

서 상태-4에서는 의 하위 32 비트 워드와 레지스터

를 곱해서 상위 32 비트 워드를 레지스터 에 저

장하고, 하위 32 비트 워드는 버린다. 상태-5에서는

의 상위 32 비트 워드와 레지스터 를 곱하고, 그
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결과에 레지스터 를 더해서 상위 32 비트 워드를

레지스터 에, 하위 32 비트 워드는 레지스터 에

저장한다. 레지스터 는 32 비트 곱셈기의 부분곱의

한 행을 늘리는 것에 해당하므로 추가적인 지연이 크

지 않으므로 한 상태에서 처리할 수 있다. 이렇게 곱

하고 더한 결과의 1의 보수를 취하면

‘    ’을 계산한 것이다. 상태-6과 상태-7

은   ∗      를 계산하는 것

으로 상태-4 및 상태-5와 유사하다.

제시한 알고리즘은 C 언어로 모델링하였다. 는

전수 계산하여 SRT로 계산한 결과와 비교하여 일치

하는 것을 확인하였다. 그리고 SHA 해쉬 함수[11]를

사용하여 D 개를 생성하고, 제시한 알고리즘으로

역수를 계산하고, 그 결과를 SRT로 계산한 결과와 비

교하여 일치하는 것을 확인하였다. 검정 프로그램은

Window-7에서 GNU-C를 사용하여 작성하였다.

IBM-PC의 Window-7에서 Icarus Verilog를 사용하

여 Verilog HDL로 코딩하고 시물레이션하여 동작을

확인하였다.

4. 연구 결과 및 분석

DasSarma[12]의 연구 결과 최적의 근사 역수는 식

(11)로 주어진다.

  

≒

 
   


 (11)

RN is round to nearest

T(g)의 소수점 이하 길이를 t 비트라고 하면

‘     ,   ≤  .

‘   ’인 경우는 ‘   ’일 때이다. 이외의 경우는

항상 ‘   ’이다. 그러므로 근사 역수 테이블에

‘  ’만을 저장하면 된다. 따라서 근사 역수 테이

블의 크기는 ‘
∗ ’ 비트가 되어서, 테이블의

길이는 
이며, 폭은 ‘t-1’ 비트이다.

<그림 2> h와 e의 그라프

T(g)에서 초기 오차 는 식 (12)가 된다.

  


  (12)

식 (11)로부터 는   에서 가장 작으며,

  과 max  에서 가장 커서 <그

림 2>와 같이 된다.

식 (7)로부터 식 (13)이 성립하면 2회의 곱셈으로

근사 역수를 계산할 수 있다.

   max



  

 
(13)

식 (13)에서 가 최소가 되는 값을 선택했다. 초기

오차 는 양수와 음수의 두 가지 값을 가지며, <그

림 2>에 각각 와 ′로 나타나고 있으며, 와

′에서의 h 값이 각각 와 ′이다. ′   
에서 2회의 곱셈으로 근사 역수 를 계산할 수 있다.

식 (5)로부터 e은 식 (14)가 된다.

    max       (14)

식 (14)로부터 '  '이면 4회의 곱셈으로 역수

를 계산할 수 있다. 식 (14)에서 ‘   ’이 되는 수

치해 ‘   ’를 뉴톤-랍손 알고리즘으로 구할 수 있

다. <그림 2>에서 h는 A에서의 h 값이다. 그러므로

'′    ′ ‘와 ’    ' 구간에서는 4회의
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곱셈으로 가 계산된다.

이와 같은 방식을 계속하여 6회 및 8회 곱셈으로

를 구하는 h 구간을 구할 수 있다.

본 논문에서 제안한 알고리즘에 의한 테이블 크기

에 따른 IEEE 배정도실수의 역수 계산에 필요한 곱셈

횟수를 <표 2>에 보인다.

종래 뉴톤-랍손 알고리즘에서는 최대 오차를 고려

해서 반복 횟수를 정했다. 64비트 곱셈기를 사용한 종

래의 뉴톤-랍손 알고리즘에서 배정도실수의 역수를

구하려면 '64x5' 테이블에서 8회, ‘128x7' 테이블에서

6회의 곱셈이 필요하다. 본 논문에서 제안한 알고리즘

은 표-2로부터 32 비트 곱셈기와 ’64x6' 테이블을 사

용하면 평균 8회의 곱셈으로 배정도실수의 역수를 계

산할 수 있다.

<표 2> 배정도 실수 역수 계산에 필요한 곱셈 횟수

Table
size

Average No.
of Multiply

16 X 3 9.53

32 X 5 8.48

32 X 6 8.27

64 X 5 8.30

64 X 6 7.96

128 X 6 7.96

256 X 7 7.91

5. 결 론

최근 그래픽 프로세서, 멀티미디어 프로세서, 음성처

리 프로세서 등 실장제어분야에서 부동소수점 계산은

빠른 계산과 저전력이 요구되면서 부동소수점 연산을

하드웨어로 구현하고 있다. 이들 분야에서는 높은 정

밀도를 요구하지 않으므로 단정도실수 연산이 대부분

이며 또한 근사 값만으로도 충분하다. 한편 C, Java

등 고급언어는 배정도실수와 단정도실수 모두를 사용

한다. 배정도실수 나눗셈은 실장제어분야에서는 배정

도실수의 사용빈도가 낮으므로 단정도실수 연산에 추

가적인 부담이 작으면서도 성능이 좋은 배정도실수

연산이 요구된다.

본 논문에서는 IEEE 배정도실수 의 가수부 53 비

트의 상위 28 비트의 역수 를 32 비트 곱셈기를 사

용하여 뉴톤-랍손 부동소수점 역수 알고리즘으로 계

산하고, 를 초기값으로 하여 뉴톤-랍손 부동소수점

역수 알고리즘으로 의 역수를 계산한다. 그리고 반

복 과정의 오차를 예측하고, 예측한 오차가 정해진 값

보다 작아지는 시점까지만 반복 수행하는 알고리즘을

제안하였다. 제안한 알고리즘은 C 모델링하여 정확한

계산이 산출되는 것을 검증하였고, Verilog HDL로 하

드웨어로 구현하여 로직 시물레이션하여 동작을 검증

하였다.

본 논문에서 제안한 알고리즘은 32 비트 곱셈기와

’64x6' 근사 테이블을 사용하면 평균 8회의 곱셈으로

배정도실수의 역수를 계산할 수 있다. 한편 종래 뉴톤

-랍손 알고리즘에서는 64 비트 곱셈기와 '64x5' 근사

테이블에서 8회, ‘128x7' 근사 테이블에서 6회의 곱셈

이 필요하다.
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