
ISSN 1975-8359(Print) / ISSN 2287-4364(Online)

The Transactions of the Korean Institute of Electrical Engineers Vol. 62, No. 1, pp. 101～104, 2013

http://dx.doi.org/10.5370/KIEE.2012.62.1.101

Poisson 잡음하에서의 지수 감소 함수 인자 추정시의 Cramer-Rao bound               101

Poisson 잡음 하에서의 지수 감소 함수 인자 추정시의 
Cramer-Rao bound

On the Cramer-Rao Bound for Estimating Parameters of 
Exponentially Decaying Function under Poisson Noise
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Abstract  –  We computed Cramer-Rao bound for estimating amplitude and decay parameters of exponentially decaying 

function under Poisson noise. Since Cramer-Rao bound is the lowest variance bound for any unbiased estimator, the 

computed Cramer-Rao bound can be used for evaluating the performance of estimators under Poisson noise. In addition, 

we show that the performance of maximum-likelihood estimator is close to the Cramer-Rao bound by simulations.
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1. 서  론   

측정된 실험치로부터 지수적으로 감소하는 함수의 크기 

및 시정수를 추정하는 문제는 공학 응용에서 빈번하게 발생

하는 문제이다 [1]. 예를 들면, 형광현미경에서의 지수적으로 

감소하는 형광 밝기 변화의 시정수는 분자들의 특성 연구에 

매우 유용한 정보를 제공한다 [2]. 따라서 지수 감소 함수의 

정확한 시정수 추정은 매우 중요한 문제이다. 시정수 추정기

의 설계시 Cramer-Rao (C-R) bound 는 설계된 추정기의 

분산 (variance) 의 한계를 결정짓는 기준으로 성능 평가시 

주요한 평가 대상으로 사용될 수 있다 [3]. 선행 연구에서는 

주로 가우시안 (Gaussian) 잡음 하에서의 지수 감소함수의 

인자 추정에 관한 연구들이 수행되었고 가우시안 잡음 하에

서의 C-R bound 에 관한 연구도 수행되었다 [1][3]. 그러나, 

형광 감소와 같이 광자 (photon) 의 도달량에 의해서 실험

치가 측정되는 추정 문제에 있어서는 측정치를 가우시안 확

률 변수로 모델링하는 것보다는 포와송 (Poisson) 확률 변수 

(random variable) 로 모델링하는 것이 보다 정확하다. 도달

하는 광자의 수가 충분한 경우에는 포와송 확률 변수의 확

률 밀도 함수가 가우시안 함수로 근사화가 되므로 [4] 가우

시안 잡음 하에서의 분석결과를 사용하여도 무방하나, 광자

의 수가 충분하지 않은 경우에는 포와송 모델을 사용한 

C-R bound 를 성능 평가의 지표로 삼아야한다. 본 저자들

이 선행 연구를 조사한 결과로는 포와송 잡음 하에서의 

C-R bound 에 대해서는 연구가 수행된 적이 없는 상태이

다. 또한, 포와송 확률 변수에 기반한 추정기를 설계하여야 

함에도 불구하고, 가우시안 확률 변수에 기반한 추정기를 설

계하는 경우들이 많이 있고 [5] 이 경우 가우시안 C-R 

bound 를 사용하면 잘못된 성능 평가를 하게 된다. 응용 분

야의 연구자들에게 있어서 포와송 확률 변수 기반의 연구가 

잘 알려져 있지 않아서 물리적으로 보다 직관적인 가우시안 

확률 변수를 사용하는 것으로 추측된다. 

본 논문에서는 포와송 확률 변수를 기반으로 하여 지수 

감소함수의 크기와 시정수를 동시 추정하는 경우의 C-R 

bound를 이론적으로 구하여 C-R bound 를 결정하는 변수

들을 파악한다. 또한, 포와송 모델하에서의 Maximum- 

likelihood (ML) 추정기가 이론적으로 구한 C-R bound 와 

거의 유사함을 시뮬레이션을 통해서 검증하여 ML 추정기의 

유용성을 확인한다. 

2. Cramer-Rao bound

포와송 잡음 하에서 시간     에서 얻어지

는 지수 감소 함수의 관측치는 지수 감소 함수를 평균으로 

가지는 포와송 확률 변수 함수로  다음 식 (1) 과 같이 모

델링 된다.

   Poisson           (1)

이때,   는 지수 함수의 최대값을 나타내고,   는 지수 

감소 함수의 시정수를 나타낸다.  식 (1) 로 모델링 되는 관

측치         를 사용하여 크기와 시정수 

두 가지를 동시에 추정하는 추정기의 평균값이 추정하고자 

하는 크기 및 시정수와 일치하는 경우, 즉 unbiased 추정기

일 경우 그 추정기의 분산은 C-R bound 보다 항상 크거나 

같게 된다 [5]. 따라서 인수벡터      추정 시, 추

정기  

  의 분산은 다음 식 (2) 와 같이 C-R 

bound 보다 항상 크게 된다 [6].

  ≥
              (2)
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여기서   는 다음 식 (3) 과 같이 정의되는 Fisher 

information 행렬   의 역행렬의   번째 원소를 말한다 

[6]. 

 




log 


log 



 log
  (3)

 

여기서,   는 행렬   의   번째 원소이고, log  
는 포와송 확률 변수에 기반한 log-likelihood 함수로서, 다

음 식 (4) 와 같이 정의 된다. 

log  
  

  


  log  log   (4)

 지수 감소 함수의 크기   와 시정수   를 추정하는 경
우     이므로 식 (4) 의 log-likelihood 함수를   와   

에 대해서 미분하고 식 (3) 에 따라 기대 값을 구해서 

Fisher information 행렬을 구한다. 이 과정에서 다음 식 

(5), (6) 의 포와송 확률 변수 함수의 성질은 수식을 간략화 

하는데 유용하게 사용된다. 즉 포와송 랜덤 변수는 평균과 

분산이 동일하고 관측치의 평균은 관측 순간에서의 지수 감

소 함수의 값과 동일하다. 

  
                  (5)

 
   

              (6)

상기와 같은 과정을 거쳐 연산된 Fisher information 행렬

의 원소들은 다음과 같이 계산된다.







 log 


 

  

  






          (7)







 log 


 

  

  


 

           (8)







 log 


 

  

  




           (9)

식 (7), (8), (9) 을 이용하여 Fisher information 행렬을 

구할 수 있고, 그 행렬의 역행렬을 구하면 C-R bound 는 

다음 식 (1) 과 같이 Fisher information 행렬의 역행렬   

에 의해서 결정된다. 

 












  

  




  

  

  


 

 


  

  




  

  

  






 

          (10)

이때, 행렬식   는 다음과 같이 정의 된다.

 

 
  

  


 

  

  






  

  

  




 

  

  




   (11)

행렬식   는 Cauchy-Schwarz 부등식에 의해서 항상 양

수값을 가지고, 다음 식 (12), (13) 과 같이 C-R bound 를 

가지게 된다.

   ≥


  

  




                 (12)

   ≥


  

  






                (13)

식 (12), (13) 으로부터 몇 가지 흥미있는 사실을 발견할 

수 있다. 식 (12) 로부터, 지수함수의 크기   가 증가할수

록, 즉 신호대 잡음비가 증가할수록 시정수   추정의 분산이 

줄어든다는 사실을 알 수 있다. 즉, 통계적으로 보다 정확히 

시정수를 추정할 수 있다. 그러나   가 증가할수록, 크기   

추정의 분산은 증가하는 것을 알 수 있다. 이는 포와송 확률 

변수의 분산이 크기가 증가하면 동시에 증가하는데서 기인

한다고 해석할 수 있다. 또한, 크기   를 보다 정확히 추정

하기 위해서는 시정수   가 증가하여야 한다. 즉 지수 감소 

함수가 천천히 감소하면 상대적으로 보다 정확히 크기를 추

정할 수 있게 된다. 

3. Maximum-likelihood (ML) 추정기

확률 변수가 아닌 인수를 추정하기 위해서 널리 사용되는

ML 추정기는 측정된 관측치의 개수가 무한대로 증가함에 따

라서 점근적으로 (asymptotically) unbiased 되어 있고 점근

적으로 efficient 한 추정기임이 알려져 있어 널리 사용된다 

[5]. 실제로는 유한한 개수의 관측치만 사용하므로 efficient 

한 추정기라는 보장은 없으나, 만약 efficient 한 추정기가 존

재하면 ML 추정기임이 증명되어 있다 [5]. 본 논문에서는, 

포와송 잡음하에서 시간       에서 얻어지는 

지수 감소 함수의 크기와 시정수를 추정하기 위해서 다음 식 

(14) 와 같이 포와송 likelihood 함수를 최대화시키는 ML 추

정기를 구현하여 그 성능을 C-R bound 와 비교한다. 

 argmax
  

  


  log   (14)

ML 추정기를 통하여 추정한 시정수의 통계적 특성이 

unbiased 이고 그 분산이 C-R bound 를 만족하면, 

unbiased 추정기중 가장 좋은 분산 특성을 가지고 있음이 

검증되므로 ML 추정기를 사용하여 추정하는 것이 좋은 선

택이 될 것이다.

4. 시뮬레이션 

포와송 잡음하에서의 시정수와 크기를 추정하는 추정 문

제에 있어서 ML 추정기의 평균값과 분산 값을 구하고 식 

(12), (13) 의 C-R bound 와 비교하는 시뮬레이션을 수행하

였다. 시뮬레이션 데이터는 원신호    를 평균으로 가지

는 포아송 확률 변수을 이용하여 생성하였다. 원신호의 시정

수로 3s 를 가지도록 만들었고, 크기는 1 부터 20 까지 변화

시키면서 생성해주었다. 생성된 관측 데이터를 ML 추정기

를 이용하여 시정수 추정 시뮬레이션을 500번 반복하여 평
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균과 분산값을 구하였다. 또한 이때 정해진 크기와 시정수에 

관한 C-R bound 를 식 (12), (13) 을 사용하여 계산하였다.

그림 1은 원신호의 크기를 1 부터 20 까지 변화시킬 때 

각 신호에 대해 ML 추정기를 이용해 추정한 시정수의 평균

과 원신호의 시정수를 나타낸다. 그림으로부터, ML 추정기

를 통해 추정한 시정수의 평균이 실제 원신호의 시정수인 3 

과 거의 같게 나타나는 것을 볼 수 있다. 그림 2는 원신호의 

크기를 1 부터 20 까지 변화시킬 때 각 신호에 따라서 구한 

ML 추정기를 이용해 추정한 크기의 평균을 나타낸다. 변화

시킨 원신호 각각의 크기와 그때의 측정 데이터에 대해서 

ML 추정기를 통해 추정한 크기의 평균을 비교해보면 평균

값과 크기값이 거의 같음을 볼 수 있다. 

ML 추정기를 통해 추정한 시정수, 크기의 평균이 원신호

의 시정수, 크기와 비교했을 때 거의 동일하게 추정함을 알 

수 있고, 또한 ML 추정기로 추정한 결과에 바이어스가 일

어나지 않음을 알 수 있다. 따라서, ML 추정기가 unbiased 
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그림 1 원신호의 시정수와 ML 추정기를 이용해 추정한 시

정수의 평균   

Fig. 1 Decay constant of original signal and mean of 

estimated of decay constant using ML estimator
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그림 2 원신호의 크기와 ML 추정기를 이용해 추정한 크기

의 평균    

Fig. 2 Amplitude of original signal and mean of estimated 

amplitude using ML estimator

추정기임을 시뮬레이션을 통하여 검증하였고 이 경우 각 추

정기의 분산값은 C-R bound 보다는 크게 된다. 

그림 3은 원신호의 크기를 1 부터 20 까지 변화시킬 때 

각 신호에 따라서 구한 C-R bound 와 ML 추정기를 이용

해 추정한 시정수의 분산을 나타낸다. ML 추정기를 통해 

추정한 시정수의 분산이 C-R bound 의 성능에 매우 접근하

고 있는 것을 볼 수 있다. 그림 4는 원신호의 크기를 1 부터 

20 까지 변화시킬 때 각 신호에 따라서 구한 C-R bound 와 

ML 추정기를 이용해 추정한 크기의 분산을 나타낸다. 1 부

터 20 까지의 크기에 대해서 ML 추정기를 통해 추정한 크

기의 분산이 C-R bound 와 유사한 것을 볼 수 있다. 또한 

C-R bound 는 크기가 증가함에 따라 증가함을 볼 수 있다. 

이론적으로 구한 C-R bound 와  ML 추정기로 추정한 시

정수, 크기의 분산을 비교한 결과가 매우 유사한 것을 봄으

로써 ML 추정기의 유용성을 확인할 수 있다.
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그림 3 ML 추정기를 이용해 추정한 시정수의 분산과 C-R 

bound 

Fig. 3 Variance of estimated of decay constant using ML 

estimator and C-R bound
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그림 4 ML 추정기를 이용해 추정한 크기의 분산과 C-R 

bound 

Fig. 4 Variance of estimated of amplitude using ML 

estimator and C-R bound



전기학회논문지 62권 1호 2013년 1월

104

4. 결  론

본 논문에서는 포와송 확률 변수를 기반으로 하는 지수 

감소함수의 크기와 시정수를 동시 추정하는 경우에 대해 

C-R bound 를 이론적으로 구하고, C-R bound 를 구성하는 

변수들을 분석하였다. 또한 포와송 잡음을 기반으로 하는 

ML 추정기가 unbiased 추정기이고 그 분산이 C-R bound 

를 만족함을 시뮬레이션으로 확인하여 ML 추정기의 성능을 

검증하였다. 본 논문에서 이론적으로 구한 C-R bound 의 

값은 지수 함수 감소 추정기의 성능을 평가하는 기준으로 

유용하게 사용될 수 있을 것이다.
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